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LES    PRINCIPES 
DE    TANALYSE    MATHÉMATIQUE 

EXPOSÉ  HISTORIQUE  ET  CRITIQUE 

(TOME  SECOND) 


LIVRE  DEUXIÈME 

CONSTRUCTION 


CHAPITRE  IV 
LA    GÉOMÉTRIE    ALGÉBRIQUE 

/.  —  Etude  algébrique  des  figures.  Risoiution  des  triangles 

579.  —  C'est  du  point  de  vue  de  1  algèbre  que  nous  avons  exa- 
mifié  jusqu'ici  les  rapports  du  calcul  et  de  la  géométrie.  Dans  le 
présent  chapitre,  au  contraire,  nous  envisagerons  les  figures  direc- 
tement, et  les  étudierons  pour  elles-mêmes. 

L'application  de  l'arithmétique  à  la  géométrie  est  aussi  ancienne 
que  la  géométrie  même.  Les  théorèmes  fondamentaux  que 
nous  avons  appelés  métriques  dans  notre  Premier  Livre  en  furent 
le  premier  fruit.  Plus  tard,  et  au  fur  et  à  mesure  des  progrès  réa- 
lisés par  l'algèbre,  l'usage  s'établit  de  ramener  à  des  résolutions 
d'équations  un  grand  nombre  de  problèmes  de  géométrie. 

Boimoux.  —  Les  Principts  de  l'Anal/se  matMaatique.  Il  i 
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3  LA    GÉOMÉTRIE    ALGÉBRIQUE 

De  cette  pratique  quelques  remarques  générales  devaient  néces- 
sairement se  dégager,  remarques  confuses  d  abord,  et  qui  ne  se 
préds&ceat  qae  fort  tard  (')  dans  l'esprit  des  géomètres,  mais  qu'il 
nous  sera  commode  de  formuler  dès  maintenant  (*)« 

580.  Mise  en  équations.  —  La  résolution  d'un  problème  de 
géométrie  revient  toujours  à  la  détermination  d'un  certain  nombre 
d'inconnues,  —  longueurs  ou  angles  —  qu'il  est  nécessaire  de 
connaître  pour  construire  une  certaine  figure  requise.  Les 
données  du  problème  nous  fournissent,  d'ailleurs,  certaines 
conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  inconnues.  Ces  condi- 
tions sont  des  connexions  ou  relations  (')  qui  lient  les  grandeurs 
inconnues  à  des  grandeurs  connues  (données).  Si  on  peut  les 
traduire  par  des  équations  [ou  relations  algébriques  entre  les  gran- 
deurs connues  et  inconnues,  vide  n*"  318],  on  n'aura  plus,  pour 
trouver  les  inconnues,  qu'à  r^^oarfre  le  système  de  ces  équations. 
Exemple.  —  Soit  à  construire  an  triangle  dont  on 
connaît  les  angles  et  le  périmètre,  —  Appelons  A,  B,C 
les  angles  du  triangle  dont  les  grandeurs  sont  sup- 
"^  '^  posées  connues  (*),  2p  la  longueur  connue  du  péri- 
Fig.  232.  mètre  (*),  —  et  désignons  par  x,  y,  z  les  longueurs 
inconnues  des  côtés  du  triangle«respeclivement  opposés  aux  angles 
A,  B,  C.  —  Nous  avons  les  relations 

(i)  .T-i-y    hz=2p\      -x^=: -r^=    .^-p       (n*219) 

^  ''  -^  '  siii  A        sin  B        sin  C       ^  ' 

(*;  Au  xviii*  siècle. 

(*)  Parmi  les  savants  qui  contribuèrent  le  plus  à  systématiser  la  réso- 
lution alKcbriquo  des  problèmes  géométriques,  il  convient  de  citer 
Marino  Ghetaldi  do  Raguse  (1567-1616)  qui  se  proposa  de  mettre  à 
profit  les  progrès  le«  phrs  récents  de  l'algèbre  {non  quidem  i^Algari»  al*- 
gthngf  aed  iiSu$  cufua  aucier  est  Franaciscus  VieUi].  Cependant  Ghetaldi 
admettait  qu'il  existe  deux  ca4.égories  do  problèmes,  les  uns  étant  réso- 
lubles algébriquement  et  n'exigeant  pas  de  construction  géométiique 
(eonstructione  rperaria  non  egeni),  tandis  que  les  autres  ne  domMKi  pas 
]Mrtsc  ft  Talgibre  (guh  algebram  non  codant^.  C'est  à  tort  que  Getraldi 
fut  conïtidcré  comme  l'inventeur  (avant  Descartes  et  Fermât)  de  la 
géom-^tiic  nnnlytiquo. 

{'*)   Sur  ces  relations,   et  leur  homog<»ncffé  en  {MrticiitieT,  vit  aupnt 

11*   lOI. 

(*)  On  suppose  donc  A  -f  B  -f-  C  =  i8o  degrés. 
(^;  Ct'tle  notation  est  consacrée  par  Tusage. 
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OÙ  les  sinus  Bont  connus  par  hypothèse;  or  ces  relations  constî^ 
tuent  trois  (^)  équations,  d  où  nous  tirons 

sinA  sm  A 

portant  dans  la  première  équation  (i),  on  a 

ar    I  -4-  -i — T-  H-  -, — j- 1  =•  a», 
L         siii  A       sinAj         '' 

d  où  Ton  lire  x  ;  portant  dans  (2)  on  a  y  et  z. 

681.  Problèmes  déUrminés  ou  indéterminés,  possibles  ou 
impossibles  —  Etant  proposé  un  problème  particulier,  combien 
faudra-t-îi  avoir  d'équations  pour  ôtre  en  mesure  de  calculer  algé- 
briquement les  inconnues?  —  D'après  la  théorie  des  équations  si- 
multanées, il  faudra  au  moins  autant  d'équations  que  d'inconnues. 

Plus  précisément  :  i*  Si  les  conditions  prescrites  par  renoncé  four- 
nissent moins  d'équations  qu'il  n'y  a  d'inconnues,  le  problème  est 
indéterminé  (*)  :  on  peut  alors  en  général  choisir  arbitrairement 
une  ou  plusieurs  des  inconnues  (•)  [les  valeurs  correspondantes  des 
antres  inconnues  se  déduiront  du  système  d*équations] . 

Exemple.  —  Soit  à  construire  un  triangle  dont  on  connaît  un 
dngle  A  et  le  périmètre.  —  C'est  le  problème  de  tout  à  l'heure, 
mais  avec,  cette  fois,  cinq  inconnues,  les  côtés  x,  y,  z  et  les  gran- 
deurs des  angles  B  et  C  On  peut  choisir  arbitrairement  l'angle 
B  :  Tanglc  C  sera  alors  déterminé  puisque  la  somme  des  angles 
A,  B  et  C  vaut  180*  :  connaissant  A,  B,  C  nous  sommes  ramenés 
aux  conditions  du  n®  580. 

Un  problème  «  indéterminé  »  définira  souvent  un  lieu  géomé- 
trique. Ainsi,  soit  proposé  de  construire  un  triangle  connaissant 
un  côté  et  la  grandeur  de  l'angle  opposé.  Le  problème  est  indéter- 
miné. Plaçant  sur  la  figure  le  côté  AB  (de  longueur  donnée)  et 

(']  La  double  égalité  doasie  en  effet  deux  équations  : 

tin  A        lio  B  «in  A        tin  C  * 

(^)  Vanum  seu  negaiorium,  dit  Ghetaldi  (voir  p.  2,  note  2\ 
(^)  Il  y  a  par  conséquent  une  infioilé  de  solutions. 
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appelant  C  le  sommet  opposé  du  triangle  connu,  on  voit  que  le 
point  C  peut  être  choisi  arbitrairement  sur  un  arc  d'une  circonfé- 
rence ayant  AB  pour  corde  :  en  effet  tous  les  angles  d'extrémités 
A  et  B  inscrits  dans  un  même  arc  de  circonférence 
sont  égaux  comme  ayant  même  mesure  (187).  L'é- 
noncé du  problème  définit  donc  un  lieu  géométrique 
qui  est  un  arc  de  circonférence. 

2°  Si  Ton  a  plus  d'équations  que  d'inconnues,  la  ré- 
solution du  système  d'équations  simultanées  n'est  pas 
possible  en  général  :  ce  n'est  donc  qu'exceptionnellement  que  le 
problème  proposé  comportera  une  solution. 

3"*  Si  l'on  a  autant  d'équations  que  d'inconnues,  ces  équations  ad- 
inettent  en  général  un  système  de  solutions  uniques  et  le  problème 
est  déterminé  ;  il  n'est  toutefois  pas  certain  que  les  valeurs  trouvées 
pour  les  inconnues  fournissent  effectivement  une  solution  du  pro- 
blème géométrique  posé  ;  il  faudra  s'en  assurer  par  une  discussion 
i^vide  injra  586).  D'ailleurs,  le  problème  géométrique,  supposé 
soluble,  peut  admettre  une  ou  plusieurs  solutions. 

532.  Nombre  d'éléments  qui  déterminent  une  figure.  — 
[^a  première  chose  à  faire,  d  après  ce  qui  précède,  lorsque  l'on  sera 
en  présence  d'un  énoncé  de  problème,  sera  de  rechercher  combien 
le  problème  comporte  d'inconnues.  Non  pas  que  ce  nombre  soit 
irrévocablement  fixé  par  l'énoncé.  S*il  s'agit  par  exemple  de  cons- 
truire un  certain  triangle,  je  puis  évidemment  regarder  comme  des 
/nconnucs  tous  les  éléments  de  la  figure,  les  3  côtés,  les  3  angles, 
les  3  hauteurs,  l'aire  du  triangle,  etc.  Mais  ces  inconnues  ne  sont 
pas,  comme  on  dit,  indépendantes  :  dès  que  je  connaîtrai  certaines 
d'entre  elles,  je  déduirai  immédiatement  les  valeurs  des  autres  en 
appliquant  les  formules  de  la  trigonométrie  ;  si,  par  exemple,  je 
connais  les  côtés  et  les  angles  du  triangle  ABC,  la  hauteur  AH  me 
sera  donnée  dans  le  triangle  rectangle  HAG  par  la  formule 
AH  =  AC.  cos  C  =  AC  .  \/i  —  sin*  G  ;  etainsi  de  suite.  C'est  pour- 
quoi —  quitte  à  faire  intervenir  dans  les  équations,  pour  les  commo- 
dités du  calcul,  un  plus  grand  nombre  d'inconnues  qu'il  ne  serait 
nécessaire  (*)  —  il  est  important  de  savoir  quel  est  le  nombre  mini- 

(*)  Cf.  la  Géométrie  de  Descartes  :  voir  supra  n^  363. 


zedby  Google 


ETUDE    ALGÉBRIQUE    DBS  FIGURES  S 

mum  d'inconnues  indépendantes  qu'il  faut  déterminer  pour  cons-* 
Iruîre  (*)  une  figure  d'un  type  donné  :  et  par  incon- 
nues indépendantes  nous  entendrons,  d'une  manière  >^ 
précise,  des  inconnues  qui  déterminent  toujours  effec-     y^'  I \  ^ 
tivement  une  figure  (•)  du  lype  considéré,  quelles  que    ®        ^  ^ 
soient  les  valeurs  particulières  arbitraires  que  nous        ^^  '**' 
leur  assignons,  (c'est-à-dire  des  inconnues  dont  les  valeurs  ne  sont 
aucunement  conditionnées  par  la  nature  de  la  figure). 

583.  —  Soit  par  exemple  demandé  de  construire  un  cercle.  La 
figure  sera  définie  en  forme  et  grandeur  dès  que  l'on  connaîtra  le 
rayon  [ou  ouverture  que  l'on  doit  donner  au  compas]  :  le  cercle 
est  ddnc  déterminé  par  un  élément. 

Une  ellipse  est  déterminée  par  deux  éléments,  qui  seront,  par 
exemple,  la  distance  focale,  ou  distance  des  deux  foyers  (soit  2  c), 
et  la  longueur  du  grand  axe  (ou  somme  des  distances  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe  aux  deux  foyers,  soit  2  a)  :  si  l'on  connaît 
en  effet  ces  deux  éléments,  on  pourra  placer  les  deux  foyers  à  la^ 
distance  convenable  sur  unedroite  arbitraire^  puis  tracer  le  contour 
de  Tellipse  (pourvu  toutefois  que  a  c  -<  a  a)  en  employant  par 
exemple  le  procédé  du  n^  244.  On  peut  d'ailleurs  prendre  comme 
éléments  de  l'ellipse  d'autres  grandeurs  que  2C  et  aa  :  par  exemple 
les  grandeurs  des  deux  axes  (grand  et  petit)  (').  Remplacer  un 
couple  d'éléments  par  un  autre  couple  revient  à  opérer  un  change- 
ment d'inconnues  dans  le  système  d'équations  qui  sert  à  dé- 
terminer la  figure  ;  mais,  quelles  que  soient  les  nouvelles  incon- 
nues  (ou  éléments)  que  Ton  adopte,  elles  devront  toujours  être 
deux. 

584.  —  On  a  l'habitude  de  regarder  comme  ^/(^men/^  fondamen- 
taux du  triangle  les  longueurs  de  ses  3  côtés  (les  3  côtés,  dirons- 
nous  pour  abréger)  et  les  3  angles.  Appelant  A,  B,  C  les  sommets  du 
triangle,  on  désigne  d'ordinaire  par  les  lettres  a,  6,  c  les  côtés 

(*)  C'est-à-dire  pour  la  définir  en  forme  et  en  grandeur. 

(')  Nous  entendons  toujours  par  là  que  la  construction  de  la  figure 
est  un  problème  qui  est  déterminé  s'il  est  possible  (Cf.  586). 

(3)  Soit  2ft  la  longueur  du  petit  axe.  Pour  connaître  a  et  6,  il  suffit 
évideinment  de  connaître  c  et  6  puisque  l'on  a  c*  =  a^  —  6*  (vide  244). 
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BC,  AG,  AB  respeclivetnent  opposés  aux  fiommets  A,  B,  G  et 
par  les  lettres  A,  B,  G  les  mesures  des  angles  BAC,  ABC,  GAB. 

Ici  les  éléments  fondsinentaux  ne  sont  pas  indépendants,  cèx  il  ré- 
sulte des  cas  d'égalili  des  triangles  qu'un  triangle  peut  être  entière- 
ment  déterminé  en  forme  et  grandeur  par  3  élécnents  [il  suffit  que 
deux  triangles  aient  certains  éléments,  —  au  nombre  de  trois,  — 
égaux  chacun  k  chacun  pour  que  ces  triangles  soient  des  figures 
égales  su  perposablesj.  Par  contre  on  vérifiera  facilement  que  si  l'oa 
se  donne  les  valeurs  de  deux  des  six  éléments  a,  6,  c,  X,  B,  G  le 
triangle  n'est  pas  par  là  déterminé  :  il  existe  une  infinité  de  trian- 
gles* différents  en  forme  et  grandeur,  pour  lesquels  les  deux  élé* 
ments  considérés  ont  les  mêmes  valeurs. 

Nous  verrons  tout  à  l'heure  que  réciproquement,  si  l'on  connaît 
Irais  éléments  fondamentaux  quelconques,  dont  au  moins  un  côiéj 
d'un  triangle  inconnu,  la  construction  de  ce  triangle  est  toujours 
un  problème  déterminé  (au  sens  de  la  note  3  de  la  page  5). 

La  conclusion  serait  la  même  si  Ton  définissait  le  triangle  par 
d'autres  éléments  (valeur  de  la  surface,  longueur  d'une  hau- 
teur, etc.)  que  les  six  éléments  fondamentaux  :  il  faudrait  toujours 
3  éléments  pour  déterminer  le  triangle. 

585.  Cas  où  la  figure  doit  être  déterminée  en  position.  — 
En  comptant  le  nombre  d'éléments  qui  déterminent  une  figure 
telle  que  cercle,  ellipse,  triangle,  nous  ne  nous  sommes  occupés 
que  de  la  forme  et  de  la  grandeur  de  la  figure,  non  de  la  position 
particulière  qu'elle  occupe  dans  l'espace.  Gette  position  elle-même 
se  trouverait  déterminée  si  nous  nous  donnions  les  grandeurs  de 
certains  nouveaux  éléments  géométriques,  ainsi  que  nous  le  verrons 
plus  loin  au  S  '^. 

586.  Discussion  des  équations  d'un  problème.  —  Nous 
avons  vu  tout  à  Theure  comment  Ton  reconnaîtra  si  un  problème 
est  impossible,  indéterminé  ou  déterminé.  Il  peut  arriver  cependant 
(cf.  581)  que,  tout  en  étant  déterminé,  le  problème  géométrique 
n'admette  pas  de  solution  effective  quand  les  valeurs  numériques 
des  données  [c*e$t-&  dire  les  valeurs  des  éléments  qui  figurent  à 
titre  de  quantités  connues  dans  le  système  d'équations]  sont  choi- 
sies au  hasard.  Il  y  aura  donc  lieu  de  rechercher  à  quelles  condi- 
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lions   supplémen (aires  doivent   satisfaire   ces   données.   C'est  ce 
qu'on  appelle  discaier  le  problème  ou  les  équations  du  problème. 

Exemple.  —  Etant  donné  un  cercle  de  rayon  r  et  un  diamètre 
AB  de  ce  cercle  on  demande  de  construire  un  re- 
ctangle dont  deux  sommets  E,  F  soient  sur  AB 
et  les  deux  autres  G,  D  sur  la  circonférence  du 
cercle,  et  dont  le  périmètre  soit  égal  a  une  lon- 
gueur donnée  que  je  désigne  par  2  /. 

Je  prends  pour  inconnue  la  distance  OK  de  O  'K-  '    • 

à  CD  et  la  désigne  par  x.  Dans  le  triangle  rectangle  KOD,  Tliy- 
polcnusc  OD  est  égale  è  r  et  j  ai  KD*  =  OD*  —  OK*,  donc 

KD«  =  r»  -  x\       KD  =  /r*  -  i«. 

I^  périmètre  du  rectangle  inconnu  a  pour  longueur  2  CD  ou  (') 
^KD, plus  2 KO,  donc  4  \^r*  —  x«  -+-  ax,et  l'équation  du  problème 
est  par  conséquent  4  v^r*  —  x*  -+-  ax  ==  2  /,  ce  qui  s'écrit,  en  divi- 
sant para, 

a  /r*  —  x"  =  /  —  X  ; 

élevant  au  carré  j'obtiens  : 

4  r«  —  ix^  =  {l  —  xy  =  /*  —  alx  H-  ir«.  d'où 

(3)  5x*—  2fx-+-  P— 4r*=o. 

Cette  équation  du  second  degré  n'admet  des  racines  que  si  son 
discriminant,  iP —  20  {P  —  4r'),  est  positif  ou  nul,  donc  si 
16  .  (5r'  —  P)  >  o  on  /  <  r  \/b.  Mais  ce  n'est  pas  tout  :  les 
conditions  géométriques  du  problème  montrent  que  x  doit  être 
nécessairement  positif  et  inférieur  au  rayon  r.  Or  on  voit  que  les 

a/ 
deux  racines  de  l'équation  (3),  dont  la  somme  -g-  est  positive,  se- 
ront toutes  deux  positives  si  leur  produit  /*  —  4''*  >  o,  donc  si 
/  >•  ar;  sinon  Tune  sera  négative.  D'autre  part  (en  appliquant  la 
méthode  du  n*  545)  on  constate  que  pour  que  la  ou  les  racines 
positives  soient  inférieures  i  r»  il  faut  et  il  suffit  que.  />  a.  D'où 
les  conclusions  suivantes  (^)  {résultais  de  la  discussion)  : 

(I)  K  est  I0  mtlîea  de  r.D. 

(*)  Étant  donné  que  r  <  2r  <  r  /<*>• 
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Si  /  >  r  v^5,  pas  de  solution  ; 

Si  2r<;/<  rv/5,  deux  solutions  [elles  sont  confondues  pour 
/  =  r  /5,  Téqualion  (3)  ayant  alors  une  racine  double]  ; 

Si  /=2r,  une  solution  est  nulle  :  elle  donne  un  rectangle 
aplati  suivant  le  diamètre  Â6  ; 

Si  r  <  /  <C  2  r,  une  solution  ; 

Si  /  =  r,  la  solution  devient  x  =  r  :  le  rectangle  s'aplatit  sur 
le  rayon  perpendiculaire  à  AB  ; 

Si  /  <;  r,  pas  de  solution, 

587  L'interprétation  des  racines  négatives. —  La  méthode 
de  résolution  des  problèmes  géométriques  que  nous  venons  d'es- 
quisser se  trouve,  sur  un  point  important,  en  opposition  avec  les 
habitudes  de  Talgèbre  :  elle  écarle  systématiquement  les  racines 
négatives  des  équations  et,  d'une  manière  générale,  les  nombres 
négatifs  :  il  n'y  a  pas  en  effet  de  grandeurs  qui  soient  négatives. 
Faut-il  conclure  de  ]h  que  tons  les  calculs,  tous  les  résultats  de 
l'algèbre,  où  interviennent  des  nombres  négatifs,  soient  sans  signi- 
fication et  sans  utilisation  possible  en  géométrie?  Non,  certes.  Si 
on  les  interprète  convenablement,  les  racines  négatives  d'une  équa- 
tion correspondant  à  un  problème  déterminé  fournissent  d'ordi- 
naire, tout  comme  les  racines  positives,  la  solution  d*un  problème, 
—  mais  d'un  problème  autre  que  celui  qui  avait  été  posé.  Ce  pro- 
blème, il  sera  intéressant  et  instructif  de  le  noter.  Et  ainsi  la  dis- 
cussion des  équations  devra  être  complétée  par  un  appendice  : 
r  interprétation  des  racines  négatives. 

Revenons,  par  exemple,  au  problème  étudié  au  dernier  numéro, 
et,  cherchons  h  interpréter,  dans  le  cas  où  r  <.l  <2r^  la  racine 
négative  de  l'équation  (3).  Supposante  négatif,  posons  a;= — ad . 
Remontant  de  l'équation  (3)  aux  équations  d'où  nous  l'avons  dé- 
duite, nous  voyons  que  nous  aurons  : 


2  vV*  —  a:'*  =  /  -h  x'         ou         2  /r»  —  a:'*  —  ar'  =  /. 

Or,  en  nous  reportant  à  la  figure  225,  nous  voyons  immédia- 
tement quel  est  le  problème  géométrique  dont  cette  équation  four- 
nit la  solution.  Appelant  x'  la  longueur  OK,  nous  avons,  comme 
au  n"  686,  CD  =  2  /r*  —  x'^  ;  la  détermination  de  x'  revient  donc 
à  construire  un  rectangle  dont  deux  sommets  E,  F  soient  sur  AB,  et 
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les  deux  autres  C,  D  sur  la  circonférence,  et  dont  les  deux  dimeii' 
sions  CD  ei  OK  aient  pour  différence  une  longueur  donnée  L 

En  résolvant  Téquation  (3)  nous  avons  |donc  résolu,  non  seu- 
lement le  problème  du  n^  586,  mais  aussi  le  nouveau  pro- 
blème que  nous  venons  d'énoncer.  L'algèbre  manifeste  ainsi  sa 
puissance  en  nous  donnant  plus  que  nous  ne  lui  demandions  :  elle 
résout  à  la  fois,  et  du  même  coup,  plusieurs  problèmes  diflérents. 

588.  —  Cet  avantage,  cependant,  n  est  point  le  seul  que  nous 
puissions  retirer  de  Tintroduclion  des  signes  dans  la  géométrie  al- 
gébrique :  il  est  même,  au  regard  de  ce  que  nous  verrons  tout 
à  rheure,  tout  à  fait  accessoire.  De  plus  de  conséquence  est  le  rôle 
que  jouent  les  nombres  négatifs  dans  la  trigonométrie,  qui  est, 
nous  l'avons  vu,  un  véritable  calcul  algébrique,  mais  qui  com- 
porte néanmoins  une  interprétation  géométrique  incessante. 

Nous  avons  montré  aux  n*"*  215  et  suivants,  quel  parti  l'on  peut 
tirer  des  éléments  trigonométriques  positifs  ou  négatifs  (*)  (sinus, 
cosinus,  tangentes]  dans  l'étude  des  figures  géométriques.  Nous 
allons  maintenant  mettre  à  profil  les  théorèmes  de  notre  Premier 
livre  pour  appliquer  le  calcul  trigonométrique  à  un  problème  fon- 
damental :  construction  d'un  triangle  dont  trois  éléments  'jparmi 
lesquels  un  côté  au  moins)  sont  donnés  ( voi  r  n*"  585) . 

Cs  problème,  nous  l'avons  dit,  est  déterminé.  Pour  le  résoudre, 
—  c'est-à-dire,  suivant  une  expression  souvent  employée,  pour 
«  résoudre  »>  le  triangle,  —  il  faut  calculer  les  trois  éléments  qui 
restent  inconnus. 

589.  Résolution  des  triangles.  —  Nous  devrons,  d'après  le 
n""  584»  distinguer  quatre  cas  : 

Premier  cas.  —  On  connaît  un  côté,  a,  et  deux  angles. 

Si  Ton  connaît  deux  angles,  on  connaît  les  trois,  puisque  la 
somme  des  trois  angles  vaut  ir  (i8o  degrés,  voir  151). 

La  relation  fondamentale  III  du  n"  221  donne  alors 

,        a  sin  B  a  sin  C 

6  =  — . — V-  ,         c  =  —. — r- . 
sm  A  sm  A 

{*)  Nous  avons  montré  au  n^  156  comment  les  cosinus  et  tangentes  des 
angles  sont  positifs  ou  négatifs  suivant  que  les  angles  sont  aigus  ou 
obtus.  Le  sinu»  par  contre,  est  toujours  positif. 
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Le  problème  comporte  évidemment  toujours  une  solution  et 
une  seule  [c'est  à-dîre  qu'il  existe  un  triangle  et  un  seul  répondant 
à  la  question]  si  les  deux  angles  donnés  ont  une  somme  inférieure 
kiz. 

590.  —  Second  cas.  —  On  connaît  deux  côtés  6,  c  et  t angle 
compris  A. 

Le  côté  a  est  donné  par  la  formule  (*)  (221)  : 

a*  =  6"  H-  c*  —  26c  ces  A.  d  où  a  =  ^b^  -+-  c*  —  a  6c  cos  A. 

Ayant  a,  on  a 

b  a  j.   «        *    T%       b    ,     ^  .  '    n        ^   *     k 

1 — 17  =  -. — r ,      d  ou      sm  B  =  -  sin  A        et        sm  G  =  -  sm  A. 
sm  B       sm  A  a  a 


Le  problème  comporte  évidemment  une  solution  et 

K  une  seule,  puisqu'il  existe  un  triangle  unique  répon- 

**    \c        dant  à  la  question  (triangle  que  l'on  obtient  en  por- 

^  '  tant  sur  les  côtés  de  l'angle  A  des  longueurs  égales  h 

fcetàc). 

Fig.  22G. 

691.  —  Troisième  cas.  —  On  connaît  deux  côtés  6,  c  et  t angle 
opposé  à  Fun  deux^  soit  A. 

On  a  (*)  l'angle  B  en  écrivant  la  formule 

sin  B       sin  A  .    „        b   ,     . 

— I —  = ,         sm  B  =  -  sm  A. 

b  a  a 

Connaissant  deux  angles  et  deux  côtés^  on  est  ramené  au  Pre- 
mier cas  (n*  B89). 

Discussion.  —  Pour  que  le  problème   soit  possible,  il  faut  : 

i""  que  -  sin  A  soit  inférieur  i  1  [autrement  il  n'existerait  pas  d'angle 

B  ayant  cette  quantité  pour  sinus]  ;  2*"  que  la  somme  des  angle» 
A  -h  B  soit  inférieure  à  ir. 

(*)  La  quantité  sous  le  radical  est  sûrement  positive,  car,  si  cos  A  est 
positif,  ce  cosinus  est  inférieur  à  1  ;  donc  6^  -f-  c^ —  26c  cos  A  est  supé> 
rieur  à  6^  +  c'  —  2hc  ou  {b  —  c)^  quantité  positive  puisque  carré. 

(*)  Cette  méthode  de  résolution  est  la  plus  simple  en  théorie;  mais» 
dans  la  pratique  on  a  avantage  à  employer  d'autres  méthodes  :  voir 
les  cours  de  trigonométrie. 
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Supposons  donc  -  sîn  A  <  i .  Il  y  a  alors  (d'après  le  n^  159) 
deux  valeurs  possibles  pour  l'angle  B  [dont  le  sinus  doit  être  égal  h 
-  sîn  A]  :  Tune  B'  comprise  entre  o  et  - ,  l'autre  B'  comprise  entie 

^elic;  et  l'on  a  B'  =  w  — B'. 

Alors  : 

Si  A  est  un  angle  aigu  (compris  entre  o  et  H,  la  plus  petite 

valeur  B'  de  l'angle  B  {angle  aigu)  fournit  sûrement  une  solution 
[car.  pour  cette  valeur»  A  h-  B  <  icj  ;  la  plus  grande  valeur  B'  en 
fournit  une  si  l'angle  A  est  inférieur  à  ^  —  B',  ou  A  <  B',  ce  qui  a 

lieu  si  sîn  A  •<  sîn  B\  donc  si  sin  A  <  -  sîn  A,  c'est-à-dire  6  >>  a. 

Si  A  est  un  angle  oblus^  la  valeur  B'  ne  fournit  jamais  de  solu- 
tion ;  la  valeur  B'  en  fournit  une  si  B'  <  w  —  A,  ce  qui  a  lieu  si 

sin  B'  <  sin  A,  donc  si  -  sin  A  <<  sin  A,  c'est-à-dire  6  <  a. 


592.  —  Quatrième  cas.  —  On  connaît  les  trois  côtés  a,  b,  c. 
Les  angles  sont  donnés  (')  par  les  formules  du  n"*  221  : 

a»  =  6*  H-  c*  —  2  6c  cos  A,        ou        cos  A  = -r- ,  etc. 

Le  problème  n'est  évidemment  possible  que  si  les  valeurs  trou- 
vées pour  cos  A,  cos  B,  cos  C  sont  toutes  trois  comprises  entre 
—  I  et  -h  I.  En  particulier  pour  que  —  i  <  cos  A  <  i  il  faut  : 

Sî  a*  <  6'  H-  c',  que  fc*  -h  c*  —  a«  <  a  6c,  ou  6*-Hc* —  2  6c*<  aS 
ou  (fc  —  c)*  <C  flf  ou  6  —  c  <  a. 

Si  a'  >  6'-f-c»,que  a*  —  {b*  -+-  c«)  <  2  6c,  ou  a*<6*-+c*4-  26c, 
ou  a*  <  (6  -h  c)*,  ou  a  <  6  -f-  c  ; 

Les  conditions  étant  semblables  pour  les  deux  autres  angles, 
nous  voyons  qu'en  définitive,  pour  que  le  problème  soit  possible, 
il  faut  et  il  suffit  que  des  trois  côtés  donnés  a,  6,  c,  Pun  quelconque 

(*)  Pratiquement  on  procède  autrement  :  cf.  les  cours  de  trigono- 
métrie. 
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soit  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres  et  plus  grand  que  leur 
différence  ('). 

Si  le  problème  est  possible,  il  admet  une  solution  unique. 

593.  —  Un  grand  nombre  d'autres  cas  de  résolution  de  trian- 
gles peuvent  être  imaginés  et  traités  d*une  manière  semblable.  Au 
lieu  de  partir  en  effet  de  trois  éléments  fondamentaux  du  triangle 
(684)  on  peut  supposer  donnés  des  éléments  plus  compliqués,  par 
exemple  deux  côtés  et  une  hauteur,  ou  deux  côtés  et  la  surface^  ou 
deux  angles  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  etc.  On  trouvera, 
dans  les  traités  de  trigonométrie,  les  solutions  des  plus  impor- 
tants de  ces  problèmes. 


2.  —  La  méthode  des  coordonnées 

594.  —  Lorsque  nous  ramenons  au  calcul  les  problèmes  rela- 
tifs aux  figures,  notre  but  est  d'étendre  à  la  géométrie  les  avan- 
tages de  la  méthode  algébrique,  et,  en  particulier,  de  rendre  la  dé- 
monstration aussi  mécanique,  aussi  impersonnelle  que  possible.  Ce 
but,  cependant^  n'est  qu'imparfaitement  atteint  par  la  méthode 
que  nous  venons  d'exposer.  En  effet  la  mise  en  équation  et  la  «  dis- 
cussion »  d'un  problème  supposent  toujours,  avant  l'intervention 
de  l'algèbre,  certaines  constructions  géométriques  délicates,  qui 
diffèrent  d'un  problème  à  l'autre. 

Or  il  se  trouve  que  par  l'emploi  systématique  des  «  coordonnées  » 
(voir  chap.  III,  S  2),  on  peut  simplifier  énormément  ces  opérations, 
en  même  temps  que  l'on  donne  une  marche  plus  régulière  et  plus 
uniforme  à  Tensemble  de  la  démonstration.  Tel  est  le  fait  considé- 
rable qui  fut  constaté  par  les  géomètres  entre  i63o  et  i64o. 

Nous  avons  expliqué  ce  qu'est,  dans  le  plan,  un  système  d'accès 
de  coordonnées  obliques  ou  rectangulaires,  et  nous  avons  vu  que, 
par  rapport  h  de  tels  axes,   les  fonctions  sont  figurées  graphi- 

(*)  Si  la  condition  est  satisfaite  pour  l'un  des  côtés,  soit  pour  a,  elle  est 
satisfaite  pour  les  deux  autre,  car  les  deux  inégalités  a<  b  ■\-  c,  a^^  h  — 
c,  où  b  désigne  le  plus  grand  des  deux  côtés  autres  que  a,  entraînent 
c  <  b  -\-  a  (puisque  c  <  6)  et  6  <  a  +  c,  puis  6>a  —  c,  c  >  a  —  6. 
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quement  par  des  courbes.  Il  est  clair  qu'au  lieu  de  nous  servir 
d'une  courbe  pour  étudier  une  fonction,  nous  pouvons  inverse- 
ment étudier  les  propriétés  de  la  courbe  en  calculant  algébri- 
quement sur  la  fonction. 

Suivant  la  terminologie  de  Descartes,  appelons  équation  (')  d'une 
courbe  l'équation  ou  relation  y=f{x)  [ou  y  —  f{x)  =  o],  —  ou 
bien  la  relation  implicite  F(x,  y)  =  o  — ,  par  où  est  définie  la  fonc- 
tion (explicite  ou  implicite)  que  représente  la  dite  courbe  supposée 
rapportée  à  un  système  d*axes  donné.  Nous  voulons  ramener 
l'étude  de  la  courbe  à  l'étude  de  cette  équation.  N'est-ce  pas  ainsi 
que  procédait  déjà  Apollonius  —  dans  un  cas  restreint,  il  est  vrai 
—  pour  étudier  les  propriétés  des  sections  coniques? 

Prenant  pour  axe  des  x  Taxe  d'une  conique,  pour  axe  des  y 
une  perpendiculaire  à  cet  axe  menée  par  un  sommet  [ou,  plus  gé- 
néralement (629)  :  pour  (')  axe  des  x  un  diamètre,  pour  axe  des  y 
la  parallèle  aux  cordes  conjuguées  à  ce  diamètre  menée  &  une 
de  ses  extrémités],  Apollonius  raisonne  sur  Y  a  équation  »  de  la 
courbe  qui  s'écrit  en  langage  moderne  : 


y^  =:  2px  —  i  x'       dans  le  cas  de  Tellipse  ; 

j*  =  apx  -t-  ~x*       dans  le  cas  de  l'hyperjwlc  ; 
y*  z=  2px  dans  le  cas  de  la  parabole. 

Cette  méthode  de  démonstration,  Fermât,  restituteur  d'Apollo- 
nius ('),  la  reprend  et  la  précise  dans  un  petit  traité  (*)  qui  fut  ré- 

(*)  Cette  équation  est  par  rapport  aux  deux  variable  x  et  y  une  équation 
indéterminée  (n^  3a i),  et  il  se  trouve  ainsi  que  l'étude  systématique  des 
équations  indéterminées  a  été  historiquement  la  préface  de  la  géométrie 
analytique.  Cette  étude  a  été  le  principal  objet  des  travaux  de  Gbbtaldi 
[eupra  p.  2,  note  2). 

(*)  En  ce  cas  le  système  d'axes  de  coordonnées  est  oblique.. 

(')  Fermât  a  laissé  un  écrit  intitulé:  Apollonii  Pergœilibri  duo  de  locis 
planie  resiituti. 

{*]  Le  Ad  I0CO8  planas  hagoge  [Œuvres  de  Fermât  t.  I.  p.  91),  qui  ne 
fut  publier  qu'après  la  mort  de  Fermât  en  1674,  «  De  locia^  écrit  Fermât, 
quam  plurima  scripisse  veteres  haud  duhium  ;  teatis  Pappus  initia  Uhriaet- 
imi  ,  qui  Apollonium  de  lacis  planis,  Aristœum  de  solidis  scripisse  asse- 
tuerai.  Sed,  aut  faUimur,  aut  non  proclivis  satia  ipsis  fuit  locorum  investi- 
gaUa  ;  iUud  auguramur  ex  eo  quod  locos  quam  plurimos  non  satis  gênera' 
liter  expresserunt,  ut  infra  patebit.  Scientam  igitur  hanc  propriss  et  pecu" 
iiari  analysi  subjicimus  ut  deinceps  generalis  ad  locos  via  pateat  »• 
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digé  plusieurs  années  avant  la  publication  de  la  Géométrie  de  Des- 
cartes,  et  il  l'applique  à  la  recherche  générale  des  lieux  géomé- 
triques. 

Remarquons  en  effet  que  déQnir  une  courbe  par  son  équation^ 
c'est  la  définir  comme  Kea  géométrique.  Ainsi  la  courbe  qui  a  pour 
équation  y^  =■  2px  est  le  lieu  géométrique  des  points  tels  que  le 
rapport  du  carré  de  leur  ordonnée  à  leur  abscisse  soit  constant  et 
égali  a  p. 

Inversement,  soit  proposé  de  déterminer  le  lieu  géométrique  des 
points  qui  jouissent  d'une  même  propriété  donnée.  Cette  propriété 
en  entraîne  comme  toujours  une  infinité  d'autres.  En  particulier 
elle  se  traduit  par  une  certaine  re/a//on  entre  l'ordonnée  et  Tabscisse 
d*un  point  quelconque  de  la  courbe  :  cette  relation  (relation  algé- 
brique entre  deux  variables  x  et  y)  est  V équation  de  la  courbe. 

505.  —  Considérons  par  exemple  le  lieu  géométrique  que  nous 

avons  appelé  conchoïde  au  n*"  248 
(fig.  227  :  pour  tout  point  M  de  la 
courbe  la  longueur  PM  est  une  même 
longueur  donnée).  Prenons  pour  axes 
X'OX  et  la  perpendiculaire  Y'OY  à 
X'OX.  Appelons  h  la  longueur  (con- 
nue) OB,  a  la  longueur  donnée  PM, 
X  ci  y  Tabscisse  (OQ)  et  l'ordonnée 
'^*  '*'•  IQ^Ï)  ^'^^  point  quelconque  M  de  la 

<rourbc.  Nous  avons  dans  le  triangle  rectangle  QMO  : 


y  =  x  lang  MOQ,         OM*  =  /xM^  ; 
dans  le  triangle  rectangle  BOP  : 

6  =  OR  =  OP  .  ces  MOQ  ; 
d'où  (voir  t.  I  p.  419,  note  i)  : 


OP: 


ces  MOQ 
La  propriété  qui  définît  la  courbe  se  traduit  par  ce  fait  que 
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OP  -H  a  =  OM  ;  d'où  Tégaltlé  suivante,  qui  est  une  équation 
«ntre  x  et  y, 


b  y  1  -h  ^  -+-  a  =  /x*  -f-  /. 


On  simpUGe  cette  égalité  en  {^écrivant  comme  il  suit  : 

-  /x*  -h  y*  +  a  =  \^x*  -h  y*       ou       v^x»  -h  y*  (  i \  =  a  : 

X  "^  "     \  xj 

«i  nous  élevons  les  deux  membres  au  carré,  Tégalité  subsiste  et 
iious  avons 

^x»  +  y«)('-i)="'     o«     (*'-f-j'*)(«-^-+-^;)=«': 

fuuitipliaat  les  deux  membres  par  a;',  développant,  ordonnant  et 
réduisant  les  termes  semblables,  il  vient 

X*  +  x*j*  —  2  6x'  —  3  6xj"  -h  (b*  —  a*)  (x*  -h  j*)  =  o  ; 

<;*est  l'équation  de  la  conchoïde  rapportée  aux  axes  X'OX,  Y'OY. 
C*est  ainsi  (on  multiplierait  facilement  les  exemples)  que  la  mé- 
thode des  coordonnées  se  trouve  immédiatement  applicable  à  la  re- 
<;herche  des  lieux  géométriques. 

596.  —  Allons  plus  loin  et  cherchons  tout  de  suite  h  nous  ren- 
<]re  compte  des  possibilités  futures  que  nous  dévoile  la  méthode  de 
Fermât.  Le  succès  de  cette  méthode  tient,  remarquons-le,  à  ce  fait 
•qu'elle  fait  correspondre  à  tout  point  du  plan  un  certain  couple  de 
<ieux  nombres  {abscisse  et  ordonnée)  ;  quant  i  la  définition  géomé- 
trique des  deux  nombres,  rien  ne  nous  Timpose  d*une  manière 
absolue;  et,  effectivement,  il  est  facile  d'imaginer  d'autres  systèmes 
de  coordonnées  —  c'est-à-dire  d'autres  modes  de  correspondance 
-entre  un  point  variable  sur  un  plan  et  un  couple  de  nombres  va- 
riables —  qui  présente  des  avantages  analogues.  Mettons  tout  de 
^aitc  ce  point  en  lumière,  afin  de  bien  faire  comprendre  le  sens  et 
le  rôle  de  la  notion  de  coordonnée  en  géométrie. 

507.  Coordonnées  polaires.  —  Parmi  les  divers  systèmes  de 


zedby  Google 


l6  lA    GÉOMÉTAIE    ALGÉBRIQUE 

coordonnées  que  Ton  peut  considérer,  b  plus  usité  est  le  système 
des  coordonnées  polaires  qui  fut  utilisé  pour  la  première  fois  par 
Jacques  BernouUi  et  dont  la  théorie  fut  développée  par  Euler  (^). 
Considérons  le  cercle  Irigonométrique  de  centre  0  et  prolongeons 
(suivant  OX)  l'axe  issu  de.O  qui  passe  par  Y  origine  k  des  arcs. 
Appelant  M  un  point  quelconque  du  plan,  je  mène  la  droite  OM 
qui  coupe  en  M'  le  cercle  trigonométrique  ;  je  désigne  par  r  la 
longueur  OM  (r  est  donc,  par  définition,  un  nombre  positif)  et  par 
0  Y  abscisse  curviligne  àw  \iomi}M  {±^0).  On  voit  qu'à  tout  point 
M  du  plan  correspond  une  et  une  seule  valeur 
/M  de  r  et  une  infinité  de  valeurs  de  0  différant  en- 

%  Ire  elles  par  des  multiples  de  2:1.  Réciproque- 

' ment  à  tout  couple  de  valeurs  de  r  et  6  (r  posi- 
tif) correspond  un  point  M  et  un  seul  :  en  effet 
il  existe  un  et  un  seul  point  M'  du  cercle  trigo- 
nométrique ayant  pour  abscisse  curviligne  un  nombre  donné,  et 
sur  OM'  (prolongé  au-delà  de  M')  il  y  a  un  point  et  un  seul  situé 
à  la  distance  r  de  0. 

Considérons  en  particulier,  pour  un  point  quelconque  M,  une 
valeur  de  6,  par  exemple  celle  qui  est  comprise  entre  o  et  arr.  Les 
nombres  r  et  ô  constituent  les  coordonnées  polaires  du  point  M 
rapporté  à  X  origine  (ou  pôle)  0  et  à  Y  axe  polaire  OX.  La  coordon- 
née r  est  souvent  appelée  rayon  vecteur  du  point  M  ;  la  coordon- 
née 0  (souvent  appelée  angle  polaire)  peut  être  regardée  comme 
la  mesure  (151)  de  l'angle  MOX  (dont  la  valeur  est  comprise 
entre  o  et  2;:). 

A  toute  équation  algébrique  liant  r  et  9,  telle  que  F(r,  6)  =  o 
correspond  une  courbe,  que  Ton  peut  regarder  comme  courbe  figu- 
rative de  la  fonction  Q=^f{r)  définie  par  la  relation  implicite 
F(r,  6)  =  o.  Observons  toutefois  que  celte  courbe  ne  représente 
pas  la  totalité  de  la  fonction,  mais  seulement  la  portion  ou  branche 
de  fonction  que  l'on  obtient  en  donnant  à  r  des  valeurs  positives  (*), 
c'est-à-dire  en  faisant  varier  r  de  o  à  -+-  00  . 

(')  Introductio  ad  Anàtysin  infinitorum,  17^8,  II,  chap.  vxii. 

(^)  A  une  équation  F  (r,  0)  =  o  ne  correspondra  donc  effectivement 
une  courbe  que  si  la  fonction  0  =  /  (r)  existe  pour  les  valeurs  positives 
de  r.  Ainsi  l'équation  r  +  0'  =3  o  ne  définit  aucune  courbe  ;  en  effet  quel 
que  soit  0  l'égalité  r  =  —  6*  ne  peut  avoir  lieu  que  si  r  <  o. 
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L'équation  F  (r,  Q)  qui  correspond  à  une  courbe  donnée  est  dite 
<i  équation  de  la  courbe  en  coordonnées  polaires  »  (*). 

598.  —  Proposons-nous,  par  exemple,  de  trouver  Téquation  de 
la  conchoïde  en  œordonnées  polaires,  l'origine  étant  O  (fig.  227) 
et  l'axe  polaire  OX.  Nous  avons  (en  posant  OM  =  r,  appelant  9  la 
mesure  de  l'angle  MOQ,  et  conservant  les  notations  du  n**  595)  : 

OB  =  OP  .  ces  0.  d»où        OP  =  -^ 

ces  e 


OM  =:  OP  4-  a,  d'où 

ce  qui  est  l'équation  cherchée. 


CO8  0 


a. 


509.  Passage  des  coordonnées  rectangulaires  aux  coor- 
données polaires.  —  Si  l'on  a  déterminé  Téquation  d'une  courbe 
rapportée  à  l'origine  0  et  à  l'axe  polaire  OX,  il  est  facile  d'en  dé- 
duire l'équation  de  la  même  courbe  par  rapport  à  un  système 
d'axes  de  coordonnées  rectangulaires  X'OX,  Y'OY  disposés  comme 
il  a  été  dit  au  n"*  539. 

En  effet,  soit  M  un  point  quelconque,  —  de  coordonnées  po« 
laires  r,  6  —  et  M'  le  point  de  rencontre  du 
rayon  vecteur  OM  avec  le  cercle  trigonométri- 
que,  c'est-à-dire  l'extrémité  de  l'abscisse  curvili- 
gne 6  (fig.  32g).  Si  Ton  se  reporte  à  la  définition      ( 
des  sinus  et  des  cosinus,  on  voit  que  les  gran-       ^^,  ^y 
deurs  cos  6  et  sin  9  ne  sontautres  que  les  coor- 

Fig.  329. 

données  rectangulaires  (abscisse  et  ordonnée)  du 

point  M',  —  et  cela  quelle  que  soit  la  situation  de  M'  sur  le  cercle 

irigonoméirique. 

Les  coordonnées  de  M  ont  respectivement  mêmes  signes  que 
celles  de  M',  et  les  triangles  semblables  OMP,  OM'P'  donnent 
(quelle  que  soit  la  situation  de  M) 

OP  _  PM  _  OM  r 

0P-"PW"~ÏÏM'    ^^      7' 

(')  Pour  distinguer  les  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques  d'autres 
systèmes  de  coordonnées  telles  que  les  coordonnées  polaires,  on  dit  que 
les  premières  sont  des  coordonnées  rectUignes, 

BooTBOux.  —  Let  Priocîpci  de  TAnalyse  mathématique.  II  i 
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on  a  par  coDséqueat  : 

(i)  ac  =  r  ces  0,  y  =  r  sîn  9. 

Des  formules  (i)  on  déduit 

ar*  H-  y*  =  r"  (ces*  0  -h  sin*  6),        ou       x*  -f-  y*  =  r* 

,  y       ain  0        .        ^ 
œ       cos  0  ° 

dofi 

(a)  r  =  /a*  -I-  y*,         0  =  arc  tang  ^  • 

De  là  résulte  l'énoncé  suivant  : 

Si  F  (a?,  y)  =  o  est  t équation  d'une  courbe  rapportée  aux  axes 
rectangulaires  X'OX,  Y'OY,  on  aura  Féquation  de  la  mimenourbe 
par  rapport  au  système  de  coordonnées  polaires  correspondant  en 
remplaçant^  dans  C équation  F  (x,  y)  =  o,  x  par  r  cos  $  et  y  par 
r  sin  0  [résultat  que  nous  exprimons  en  disant  que  la  nouvelle 
équation  de  la  courbe  sera  F(r  cos  6,  r  sin  6)  =  o]. 

Si  <t  (r,  6)  =  o  est  l'équation  d'une  courbe  en  coordonnées  po- 
laireSf  Péquation  de  la  courbe  rapportée  aux  axes  rectangulaires 
correspondants  est  obtenue  en  remplaçant  r  par  v/x*  -f-  y*  et  ô  par 

arc  tg  ^  [c'est  l'équation  (piyx*  -H  7%  arc  tg  -  j  =  o]. 

600.  —  Exemple.  —  Ayant  trouvé  l'équation  de  la  conchoïde 
en  coordonnées  polaires 

nous  en  déduisons  l'équation 

(3)  /ÎMiy  ^  b^S  +  a. 

relative  au  système  d'axes  rectangulaires  de   la  figure   aay.  En 

gr  t  ,.      j    cos  6  ,    .      r.cos  6 

effet  nous  pouvons,  au  heu  de  — r-  écrire  — r — ,  et  nous  avons 

(d'après  609)  r  =  /x*  -+-  y*  et  r  cos  ô  =:=  x.  L'équation  (3)  est 
identique  à  celle  que  nous  avons  obtenue  au  n**  696. 
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601.  Coordonnées  sur  la  sphère.  —  La  méthode  des  coor- 
données que  nous  venons  d'appliquer  aux  courbes  situées  sur  la 
plus  simple  des  surfaces,  —  le  plan,  —  ne  peut-elle  être  utili- 
sée sur  des  surfaces  plus  compliquées,  par  exemple  sur  la  sur- 
face d'une  sphère  ou  celle  d'une  autre  figure  connue  ?  Il  est 
d  autant  plus  naturel  de  poser  cette  question  qu'historiquement 
G  est  h  propos  de  la  surface  sphérique  que  la  notion  de  coordonnée 
se  présenta  pour  la  première  fois  à  l'esprit  des  géomètres. 

On  sait  comment  la  position  d'un  point  ou  lieu  de  la  terre  est 
définie  par  les  géographes  au  moyen  de  deux  nombres  :  la  longi- 
tude et  la  latitude.  Or  cette  définition,  dont  on  trouverait  l'ori- 
gine dans  l'astronomie  grecque,  repose  en  réalité  sur  l'emploi 
d'un  système  de  coordonnées. 

Soit  SN  le  diamètre  de  la  sphère  terrestre  (^)  qui  va  du  pôle  sud 
au  pôle  nord;  le  plan  mené  par  le  centre  perpendiculairement  à 
SN  coupe  la  sphère  suivant  un  grand  cercle  appelé  équaleur.  Sur 
ce  grand  cercle,  dont  le  rayon  sera  pris  provisoirement  pour  unité 
de  longueur  ('),  je  choisis  arbitrairement  un  point  À  que  j'appelle 
origine  des  longitudes,  et  un  sens  de  parcours  dit  sens  positif  [nous 
prendrons  ici  comme  sens  positif —  sens  de  la  flèche  sur  la  figure 


—  le  sens  opposé  au  sens  positif  adopté  en  trigonométrie  (voir 
n®i48)].  A  tout  point  du  grand  cercle  correspond  alors  une  et 
une  seule  abscisse  curviligne  de  valeur  comprise  entre  —  tc  et  it 
Nous  conviendrons  de  dire  que  l'abscisse  curviligne  d'un  point  P 
du  grand  cercle  est  sa  longitude^  celte  longitude  étant  qualifiée 

(*)  Nous  admettons  ici  quo  la  terre  est  sphérique,  ce  qui  n'est,  comme 
on  sait,  qu'une  approximation. 

(')  Di9S  mesures  effectuées  par  rapport  à  cette  unité  on  passera  aisé- 
ment aux  mesures  en  mètres  puisque  l'on  connaît  la  longueur  en  mètres 
du  rayon  terrestre. 
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de  long Uade- ouest  ou  longitude -est  suivant  que  Tabscisse  curvi- 
ligne est  positive  ou  négative  (c'est-à-dire  suivant  que  P  est  sur 
ACBousur  ACD). 

Gonsidét\)ns  maintenant  un  point  quelconque  M  de  la  sphère  et 
traçons  le  demi-grand  cercle  SMN  de  centre  0  qui  passe  par  le 
point  M  ;  appelons  P  le  point  de  rencontre  de  ce  demi-cercle  avec 
Téqualeur.  Par  définition,  nous  appellerons /o/2<jf//ac/é  du  point  M 
la  longitude  (ouest  ou  est)  du  point  P.  Nous  appellerons,  d'autre 
part,  latitude  du  point  M,  la  longueur  de  Tare  MP  et  qualifierons 
celle  latitude  de  latitude-nord  ou  latitude-sud,  suivant  que  le  point 
M  est  entre  P  et  N  ou  entre  P  et  S. 

La  position  d'un  point  de  la  terre  se  trouve  entièrement  définie 
lorsque  l'on  donne  sa  longitude  et  sa  latitude. 

Si  l'on  prend  comme  unité  non  plus  le  rayon  de.  l'équatcur, 
mais  le  rfe^r^' (36o*  partie  de  la  longueur  du  cercle  de  rayon  i), 
la  longitude  sera  mesurée  par  un  nombre  de  degrés  compris  entre 
G  et  180,  la  latitude  par  un  nombre  compris  entre  o  et  go. 

602.  Coordonnées  rectangulaires  dans  l'espace.  —  Sur  la 

stuTacc  de  la  sphère,  comme  sur  celle  du  plan,  la  position  d'un 
point  est  définie  par  deux  coordonnées.  Si  nous  considérons,  par 
contre,  un  point  arbitraire  de  l'espace  à  trois  dimensions,  il  nous 
faudra  donner  3  nombres  pour  fixer  complètement  sa  position.  La 
manière  la  plus  simple  d'établir  une  correspondance  entre  un 
point  arbitraire  (variable)  de  l'espace  et  un  groupe  de  3  nombres 
(variables)  consiste  à  rapporter  le  point  à  un  système  de  trois  axes 
de  coordonnées  rectangulaires.  Tel  est  le  mode 
V-  de  correspondance  qu'esquissaient  déjà  Fer- 
/'  mal  et  Descartes  après  avoir  défini  les  coor- 

.      données  dans  le  plan. 

y^\*  Considérons  dans  l'espace  un  système  de 

V         ;  trois  demi -axes  OX,  OY,  OZ  dont  chacun  est 

*''  perpendiculaire  sur  le  plan  des  deux  autres. 

*^*  '  '"  Les  trois   demi-droites    —  qui  forment   un 

trièdre  dit  trirectangle  (les  trois  angles  plans  du    trièdre  sont 

droits)  —  constituent,  avec  leurs  prolongements,  un  système  de 

trois  axes  rectangulaires  orientés,  sur  lesquels  les  sens  positifs  sont 

respectivement  les  sens  de  0  vers  X,  de  0  vers  Y  et  de  0  vers  Z. 
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Les  trois  axes  sont  respectivement  appelés  axe  des  x,  axe  des 
y,  axe  des  z  :  les  plans  qu'ils  forment  (plans  OXY,  OYZ,  OZX 
des  faces  du  trièdre)  sont  appelés  plan  des  xy,  plan  des  yz^  plan 
des  zx  ;  le  point  O  est  V origine  des  coordonnées. 

Pour  pouvoir  caractériser  la  «  disposition  »  relative  des  trois 
axes,  nous  adopterons  la  déGnilion  suivante  : 

Etant  donné  le  trièdre  trirectangle  OX,  OY,  OZ,  imaginons  que 
nous  fassions  tourner  la  demi-droite  OX  d'un  angle  droit  de  ma- 
nière h  l'amener  à  coïncider  avec  OY  :  le  trièdre  sera  dit  «  de  sens 
direct  »  si  un  obser\ateur  supposé  adossé  à  la  droite  OZ,  les  pieds 
en  0  et  la  tétc  en  Z,  voit  OX  tourner  de  sa  gauche  vers  sa  droite. 

Pour  appliquer  à  la  stéréométrie  la  méthode  des  coordonnées, 
nous  prendrons  —  suivant  l'usage  le  plus  répandu  —  un  système 
d'axes  constitué  par  un  trièdre  trirectangle  de  sens  direct  (*).  Il  im- 
porte d'observer  qu'en  conséquence  la  disposition  relative  des  deux 
axes  OX,  OY  n'est  point  celle  que  ton  a  coutume  de  donner  à  ces 
axes  lorsque  ton  applique  la  méthode  des  coordonnées  aux  figures 
planes  (voir  la  convention  faite  au  n®  539).  Il  y  a  là  une  dualité 
de  conventions  qui  est  assez  choquante,  mais  à  laquelle  on  ne  sau- 
rait échapper  à  moins  de  modiGer  du  jour  au  lendemain  nombre 
de  formules  d'astronomie  et  de  physique,  ce  qui  incommoderait 
quelque  peu  les  praticiens. 

603.  Coordonnées  d'un  point.  —  Ayant  défini  et  caractérisé 
notre  système  d'axes,  considérons  un  point  quel- 
conque M  de  l'espace  et  appelons  P  sa  projec- 
tion sur  le  plan  des  xy. 

La  position  du  point  P  dans  le  plan  des  xy 
est  entièrement  définie  par  les  deux  coordon- 
nées de  ce  point  relatives  aux  axes  OX,  OY. 

La  position  du  point  M  dans  l'espace  est  com- 
plètement déterminée,  une  fois  connu  le  point 
P,  si  l'on  donne  en  outre  la  longueur  du  segment  PM  afléctée 
du  signe  -4-  ou  du  signe  —  suivant  que  le  point  M  est  au-dessus 
ou  au-dessous  du  plan  des  xy. 

(<)  Cette  disposition  des  axes  est  la  plus  commode  dans  la  pratique 
pour  le  tracé  des  figures.  C'est  sans  doute  pour  cette  raison  qu'elle  a  été 
adoptée. 
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Ainsi  à  loul  point  M  de  l'espace  correspond  un  système  de  trois 
nombres  lelaliTs  (dits  coordonnées  de  ce  point)  qui  sont  :  i*  les 
deux  coordonnées  x  et  y  du  point  P  d«ans  le  plan  des  xy^  respecti* 
vcmcnl  appelées  abscisse  et  ordonnée  du  point  M  ;  2^  la  longueur 
PM  aSeclée  de  signe,  dite  cote  du  point  M. 

Réciproquement,  si  l'on  se  donne  trois  nombres  relatifs  quel- 
conques a,  6,  c,  il  existe  un  point  M  de  l'espace  et  un  seul  dont  ces 
trois  nombres  sont  respectivement  l'abscisse,  l'ordonnée  et  la  cote. 

Soit  Q  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  P  sur  OX. 
L'abscisse  du  point  M  est,  par  définition,  l'abscisse  du  point  Q  sur 
Taxe  des  x.  Mais,  d'après  un  théorème  classique  {*),  la  droite  me- 
née du  point  M  au  point  Q  se  trouve  perpendiculaire  sur  OX.  Donc 
le  point  Q  n'est  autre  chose  que  la  projection  du  point  M  sur  la 
droite  X'OX.  —  Ainsi  l'on  peut  définir  l'abscisse  d'un  point  quel- 
conque M  comme  élant  la  longueur  (affectée  de  signe)  du  segment 
d'origine  0  qui  a  pour  extrémité  la  projection  orthogonale  Q  du 
point  M  sur  Taxe  des  x. 

Semblablement,  appelons  II  et  T  les  projections  du  point  M 
sur  les  axes  des  y  et  des  z  :  l'ordonnée  et  la  cote  de  M  peuvent  être 
définies  comme  les  longueurs  des  segments  (-)  OR  et  OT. 

604.  Coordonnées  polaires  et  semi-polaires  dans  Tespace. 
—  Dans  Tespace  comme  dans  le  plan,  on  pourra  facilement  défi- 
nir des  ^y^tème^  (/e  coordonnées  autres  que  le  système  des  coor- 
données rectangulaires.  Nous  allons  signaler  deux  de  ces  systèmes: 
coordonnées  semi-polaires  et  coordonnées  polaires. 


(')  Ce  théorème  dit  théorème  des  trois  perpendiculaires  est  le  suivant 
(▼oîr  les  cours  de  géométrie  élémentaire)  :  si  une  droite  MP  est  perpendi- 
culaire sur  un  plan  et  a  pour  pied  sur  ce  plan  lo  point  P,  si  d'autre 
paît  la  droite  PQ  (dans  le  plan)  est  perpendiculaire  à  une  droite  (A) 
du  plan  et  a  pour  pied  sur  cette  droite  le  point  Q,  la  droite  MQ  est  né- 
cessairement, elle  aussi,  perpendiculaire  sur  {\), 

(')  D'ailleurs  [puisqu  aussi  bien  Ton  peut  intervertir  comme  on  veut  lej 
rôles  que  l'on  fait  jouer  aux  trois  axes]  on  peut  définir  l'ordonnée  et  la 
cote  comme  les  coordonnées  par  rapport  aux  axes  OY,  OZ  de  la  pro- 
jection M  sur  le  plan  des  yz  [la  même  remarque  s'applique  à  la  projection 
de  M  sur  le  plan  des  zx]. 

Enfin  les  théorèmes  de  la  stéréométrie  montrent  que  le  point  Q,  peut 
être  défini  comme  point  d'intersection  de  l'axe  des  x  avec  le  plan  paraW.le 
au  plan  des  yz  mené  par  le  point  M. 
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Reprenons  le  point  M  du  n*  603.  Sa  position  est  entièrement 
définie  si  nous  connaissons  :   i""  sa  cote  z; 
a*  la  position  du  point  P  dans  le  plan  des 
xy.  Or  cette  position  nous  pouvons  la  dé- 
finir par  des  coordonnées  polaires,   savoir 
la  longueur  OP  (que  j'appelle  p)  et  l'angle 
icOu  (ou  (p)  mesuré  dans  le  sens  de  la  flèche 
(fig.  234).  Les  Iroîs  nombres  p,  y,  z  consti- 
tuent les  coordonnées  5em2-/>o/a/re^  du  point  P>g  a^A. 
M.  L'abscisse  et  l'ordonnée  de  M  sont  (d'après  le  n^  52g)  liées 
à  p  et  f  par  les  relations 

(4)  X  =  p  CCS  ©,        y  =^  ?  *in  ?• 

Cela  dit,  remarquons,  d  autre  part,  que  la  position  de  M  est  en- 
core parfaitement  déterminée  si  nous  définissons  :  i""  la  position  de 
la  droite  Ou  (donnée  par  l'angle  f)  ;  2*  la  position  du  point  M 
dans  le  plan  déterminé  par  les  deux  droites  Or,  Ou.  Or  cette  der- 
Bière  position  peut  être  définie  par  deux  coordonnées  polaires  : 
distance  OM  (ou  r)  et  angle  6  de  Taxe  polaire  Oz  avec  la  droite 
OM.  Les  trois  nombres  r,  cp,  6  constituent  les  trois  coordonnées 
polaires  du  point  M. 

Pour  avoir  des  «  formules  de  passage  »  entre  les  coordonnées 
rectangulaires  et  les  coordonnées  polaires,  remarquons  que  nous 
avons  en  vertu  du  n""  699  : 

2  =  r  ces  6,        0  =  r  sin  0, 

car  z  et  p  sont  dans  le  plan  des  zu  les  deux  coordonnées  rectangu- 
laires du  point  M  qui  a  pour  coordonnées  polaires  r  et  5.  (]les  for- 
mules jointes  aux  formules  (4)  donnent 

^5)      X  =  r  sin  6  .  cos  0,      y  =  r  sin  0  .  sin  ^p,      ^  =  r  cos  6. 


3.  —  LBtr  Qiqmitrte  »  de  Descartes. 

805.  —  En  1637,  P^^"^  ^  Leyde  le  Discours  de  la  Méthode 
pour  bien  conduire  sa  raison  et  chercher  la  vérité  dans  les  Sciences, 
plus  la  Dioptrique,  les  Météores  et  la  Géométrie,  qui  sont  des 
essais  de  cette  méthode. 
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La  Géomélrley  dit  Descailes(*),  «  est  un  traité  que  je  n'ai  quasi 
composé  que  pendant  qu'on  imprimait  mes  Météores,  et  même 
j'en  ai  inventé  une  partie  pendant  ce  temps-là  »  ;  ce  petit  écrit 
devait  cependant  exercer  sur  le  développement  des  mathématiques 
une  influence  qui  était  vraisemblablement  sans  précédent. 

La  façon  dont  Touvrage  (ut  présenté  au  public  en  fait  bien 
comprendre  le  point  de  vue.  La  Géomélrie  est  une  illustration  {*) 
—  particulièrement  saisissante  —  de  la  «  Méthode  »  dont  Des- 
cartes se  dit  l'inventeur;  et  par  le  mot  «  méthode  »  nous  entendons 
ici  à  la  fois  la  méthode  générale  ou  philosophique,  objet  du 
Discours  sur  la  Méthode,  et  la  méthode  mathématique,  qui  n'est 
qu'une  application  particulière,  une  spécialisation  de  la  méthode 
générale  (').  et  qui  se  confond,  pour  Descartes^  avec  l'algèbre.  En 
d'autres  termes,  la  Géométrie  est  destinée  a  montrer  comment  par 
lalgèbre  —  une  algèbre  nouvelle  (*),  il  est  vrai,  clarifiée  et  per- 
fectionnée —  il  est  possible  de  résoudre  les  problèmes  relatifs  aux 
grandeurs  et  aux  figures  en  suivant  une  voie  sûre  et  régulière  et 
((  en  commençant  par  les  objets  les  plus  simples  et  les  plus  aisés  à 
connaître,  pour  monter  peu  à  peu,  comme  par  degrés,  jusqu'à  la 
connaissance  des  plus  composés  ».  [Disc,  de  la  Méth.,  IL) 

La  sûreté,  la  régularité  de  la  méthode,  voilà  ce  qui  est  essentiel 
aux  yeux  de  Descartes,  voilà  ce  qui  doit  distinguer  la  science  mo- 
derne de  la  géométrie  ancienne,  ce  champ  clos  où  les  virtuoses  de 
la  démonstration  pouvaient  seuls  se  mouvoir  et  accomplir  leurs 
prouesses,  Descartes  se  propose  expressément  de  rompre  avec  la 
tradition,  et  c'est   par  là  qu'il  diffère  profondément  de  Fermai. 


(')  Lettre  à  ♦*♦,  octobre  1637,  apud  Œuv.  de  Descaries,  t.  I,  p.  458. 

y*)  Lettre  à  ♦♦♦,  ibid.,  p.  370. 

(^)  Sur  les  rapports-  de  l'algèbre  cartésienne  et  de  la  Mathesia  unwersalis 
dont  Des  CARTES  a  voulu  exposer  les  principes  dans  son  traité  inachevé 
des  Regulœ  (voir  t.  I,  p.  i  ro,  n.  1)  on  pourra  consulter  le  chapitre  vu  des 
Étapes  de   la  philosophie  mathématique  de  M.  Brunschwicg. 

(^)  Dans  le  Discours  de  la  Méthode,  Descartes  parle  en  termes  assez 
sévères  de  «  Talgèbre  des  modernes  b.  -II  ne  faudrait  pas  conclure  de  là 
qu'il  condamne  en  bloc  tout  ce  qui  est  algèbre,  car  lui-même  appelle 
souvent  sa  méthode  méthématique  c  mon  algèbre  »  :  le  jugement  sévère 
de  Descartes  s'applique  principalement  à  Viètb  dont  il  croit  te  séparer 
complètement,  ce  en  quoi  il  exagère.  —  Descartes  fit  composer,  sous 
sa  direction  en  i638,  une  Introduction  à  sa  géométrie  qui  est  un  traité 
d'algèbre  pure  (nous  l'avons  mentionné  déjà  au  n^  270). 
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606.  —  Nous  avons  dit  que  Fermât  pratiquait  la  méthode  des  ' 
coordonnées  et  qu'il  Tavait  exposée  dans  un  traité  didactique  an< 
térieur  k  la  «  Géométrie  ».  Cependant  Fermât  ne  prétend  pas  dé- 
considérer la  géométrie  antique  dont  il  se  dit  l'héritier;  il  croit  à 
un  progrès  continu  de  la  science;  si  cette  découverte,  — dit-il 
après  avoir  exposé  sa  méthode»  —  a  eût  précédé  notre  restitution 
((  déjà  ancienne  des  deux  livres  des  Lieux  plans  [vide  supra^  p.  i3, 
«  note  3J,  les  constructions  des  théorèmes  et  lieux  eussent  été 
(f  rendues  beaucoup  plus  élégantes;  cependant  nous  ne  regrettons 
«  pas  cette  production...  ;  il  est  important  pour  l'esprit  de  pouvoir 
«  contempler  pleinement  les  progrès  cachés  de  l'esprit  et  le  dévê- 
te loppement  spontané  de  Fart  (*)  (artem  sese  ipsam  promoven- 
«  tem)  «. 

Si  l'on  y  réfléchit,  d'ailleurs,  on  reconnaîtra  qu'il  n'y  a  dans  la 
méthode  des  coordonnées  aucune  difficulté  mathématique  :  les 
théorèmes  les  plus  élémentaires  de  la  géométrie  y  sont  seuls  sup- 
posés. Aiussi  ne  peut-on  pas  considérer  comme  une  découverte  le 
fait  d'avoir  déterminé  la  forme  de  l'équation  d'une  droite,  d'un 
cercle  ou  d'une  section  conique.  La  découverte  —  si  découverte 
il  y  a  —  consiste  à  prévoir  et  à  montrer  que  l'usage  systématique 
des  coordonnées  met  en  œuvre  une  méthode  d'une  puissance  et 
d'une  universalité  jusqu'alors  inconnues  en  mathématiques  ;  que 
cette  méthode  dispense  de  toutes  celles  qui  ont  été  imaginées  au- 
paravant et  qu'elle  les  supplantera  en  effet  ;  que,  par  l'intermé- 
diaire de  la  notion  de  fonction,  elle  va  révolutionner  et  régénérer 
toutes  les  sciences  qui  sont  en  relation  avec  l'espace  et  le  temps. 

Pour  Fermât,  comme  pour  ses  prédécesseurs,  les  questions  re- 
latives aux  figures  sont  des  questions  de  géométrie  :  si  l'algèbre  y 
intervient,  ce  n'est  qu'à  titre  d'adjuvant  et  par  procuration.  Avec 
Descartes,  c'est  l'algèbre  qui  passe  au  premier  plan:  l'algèbre  avec 
tous  ses  caractères  spécifiques  que  nous  avons  analysés  dans  le 
premier  chapitre  du  présent  livre. 

Nous  avons  dit  que  ralgcbre  n'est  pas  un  recueil  de  résultats  : 
c'est  une  technique,  c'est  une  méthode  de  combinaison  et  do 
construction.  Appliquée  à  l'élude  des  figures,  cette  méthode  per- 

(<)  Ad  locoa  pianos  et  »olidos  Isagoge,  trad.  Paul  Tanner  y.  Œuvr,  de 
Fermai,  t.  III,  p.  96. 


zedby  Google 


26  LA  GÉOUÉTRIE   ALGÉBRlQtE 

mettra  de  reconstruire  de  toutes  pièces  la  géométrie  en  faisant 
table  rase  des  connaissances  que  nous  a  léguées  l'antiquité.  Nous 
rédîQerons  sur  un  plan  nouveau,  mieux  ordonné  et  beaucoup 
plus  vaste  que  l'ancien.  Car,  après  avoir  dit,  par  exemple  :  «  les 
droites  sont  les  figures  définies  par  les  équations  polynomales  du 
premier  degré  en  x  et  y  (de  là  forme  ax  -h  by  -^  c  =  o)\  les 
sections  coniques  sont  les  courbes  définies  par  les  équations  poly- 
nomales du  second  degré  en  x  et  y  (de  la  forme  ûx*  -f-  bxy  -h  cy* 
-f-  r/x  H-  cy  -+-/^=  o),  rien  ne  nous  empêchera  d'ajouter  :  «  j'ap- 
pelle courbes  du  3*  ordre  les  courbes  définies  par  les  équations 
polynomales  du  3*  degré  en  x  et  y,  courbes  du  4""  ordre  les 
courbes  définies  par  les  équations  polynomales  du  4'  degré  en  x 
et  y,  ...;  et  des  équations  de  ces  courbes  je  vais  déduire  leurs  pro- 
priétés, ainsi  que  je  l'ai  fait  pour  les  sections  coniques.  »  Ainsi, 
parle  simple  jeu  du  mécanisme  algébrique,  nous  faisons  surgir 
un  monde  géométrique  illimité  que  ne  nous  eût  jamais  révélé  Tin- 
tuition  directe  de  la  figure. 

La  légitimité  de  la  nouvelle  géométrie  résulte  de  la  légitimité 
du  calcul  algébrique.  Ayant  adopté  deux  axes  de  coordonnées 
X'OX,  Y'OY,  je  puis  regarder  toute  fonction  y=f{x),  définie 
en  termes  algébriques,  et  toute  relation  implicite  F(x,  y)  =  o, 
comme  représentant  une  courbe.  Cette  figure,  —  que  Ton  pour- 
rait théoriquement  construire  par  points  —  est  complètement  et 
parfaitement  définie.  Tous  les  scrupules  des  géomètres  grecs 
touchant  la  définition  des  courbes  s'évanouissent  ici,  et  les  dé- 
tours qu'ils  employaient  pour  y  échapper,  perdent  leur  raison 
d'être.  La  théorie  de  la  construction  géométrique  (n"^  233s  qq.) 
devient  inutile,  remplacée  qu'elle  est  par  cette  synthèse  créatrice, 
autrement  féconde,  qu'est  la  construction  algébrique. 

607.  —  Indiquons  quelques-uns  des  aperçus  nouveaux  qui 
s'ouvrent  à  la  science  des  figures  grâce  &  l'apparition  de  celle 
géométrie  cartésienne  qui  s'est  popularisée  sous  le  nom  de 
géomélrie  analytique  (*). 

(<)  Cette  dénomination,  déjà  employée  par  Newton,  fut  consacrée 
par  le  titre  du  traité  de  Biot  paru  en  1805  i  Essai  de  géométrie  analytique 
appliqué  aux  courbes  et  aux  surfaces  du  second  ordre.  Dans  une  première 
édition    du  même    ouvrage  publiée  en    i8osk,  l'expression  c  géométrie 
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608.  Equations  des  courbes.  —  Nous  avons  signale  tout  à 
rheurc  la  possibilité  de  définir  une  infinité  de  familles  de 
courbes  nouvelles,  de  plus  en  plus  «  composées  »,  comme  disait 
Descartes  :  une  équation  pol^nomale  de  degré  n  par  rapport  aux 
deux  variables  x  et  y  représente  une  courbe  qui  sera  dite  algé- 
brique (*)  et  d'ordre  n;  plus  généralement,  une  relation  quelconque 
F{x,y)  =  o  définira  une  courbe  qui  sera  dite  algébrique  ou  irans^ 
cendanle  ('),  suivant  que  F  sera  une  fonction  algébrique  on  trans- 
cendante. 

Pour  que  ces  définitions  aient  quelque  valeur,  une  condi- 
tioQ  est  évidemment  requise.  C'est  que  la  qualité  {algébrique 
ou  transcendante)  et  Tordre  d'une  courbe  soient  indépendantes 
du  système  d'axes  de  coordonnées  auquel  la  courbe  est  rappor- 
tée. 

Supposons,  en  effet,  qu'une  même  courbe  soit  d'ordre  5  par 
rapport  à  un  premier  système  d*axes  de  coordonnées  et  d'ordre  6 
k>r8qu'elle  est  rapportée  à  un  second  système  :  s*il  en  était  ainsi, 
la  définition  de  la  courbe  comme  courbe  algébrique  d'ordre  5 
ou  6,  serait  relative  au  système  d'axes  choisi  :  elle  n'exprimerait 
iiucunement  une  propriété  intrinsèque  et  caractéristique  de  la 
figure  (');  elle  serait  en  désaccord  avec  ce  principe  de  géométrie 

analytique  i»  ne  figurait  pas  encore  ;  le  titre  était  :  Traité  analytique  des 
courbes  et  des  surfaces  de  second  degré.  Remarquons  que  si  l'on  se  place  au 
point  de  vue  de  l'étude  deFcriplive  des  figures,  la  géométrie  inaugurée 
par  Descartes,  est  bien  une  analyse:  l'équation  d'une  courbe  renferme 
tous  forme  condensée,  contient  en  puissance,  toutes  les  propriétés  de  la 
figure  ;  l'analyse  les  en  fait  sortir. 

(*)  Comparer  la  définition  des  fonctions  algébriques  d'une  variable. 

(*)  Nous  avons  vu  (349»26a)que  Descartes  ne  mentionne  ces  courbes 
dans  sa  Géométrie  que  pour  les  on  écarter.  C'est  qu'attachant  une  grande 
importance  au  principe  de  classification  des  courbes  algébriqnes  qu'il 
vient  d'introduire,  il  lui  semble  que  les  courbes  transcendantes,  dont  au- 
cun classement  systématique  ne  peut  être  fait,  sont  jusqu'à  nouvel 
ordre  des  outsiders, 

(*)  Pour  qu'une  propriété  dépendant  du  choix  des  axes  pût  être  regardée 
comme  une  propriété  géométrique  d'une  figure,  il  faudrait  que  les  axes 
par  rapport  auxquels  la  propriété  a  lieu  occupassent  uuc  situation  par- 
ticulière et  priviUgiée  relativement  à  la  figure  :  ainsi  la  forme  de  l'cq^i.^- 
tion  d'une  conique  rapportée  à  deux  diamètres  conjugues  est  l'expression 
d'une  propriété  géométrique  de  la  figure.  Mais  précisément  les  définitions 
du  iiO  6o6  sont  données  pour  dos  courbes  qui  sont  situées,  donc  par  rap- 
port auxquelles  les  axes  sont  situes,  d'une  manière  quelconque. 
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d'après  lequel,  pour  étudier  une  figure,  on  doit  faire  abstraclion 
de  la  situation  particulière  qu'elle  occupe  dans  Tespace. 

Mais  tel  n  est  pas  le  cas  pour  les  définitions  du  n""  606.  Nous 
verrons  en  effet  plus  loin  qu'une  courbe  algébrique  est  toujours 
algébrique  et  a  toujours  même  ordre  quel  que  soit  le  système 
d'axes  de  coordonnées  auquel  on  la  rapporte. 

609.  Remarque.  —  Afin  de  donner  aux  formules  de  la  géomé- 
trie analytique  une  certaine  uniformité,  on  a  coutume  d'écrire  les 
équations  des  courbes  —  dans  les  questions  d'ordre  général  tout 
au  moins  —  sous  la  forme  que  nous  avons  indiquée  ci-dessus« 
savoir 

F  (ar,  ^)  =  o    [fonction  de  x  et  de  y  =  zéro']. 

En  d'autres  termes,  étant  supposée  donnée  une  équation  (égalité) 
quelconque,  on  en  fait  passer  tous  les  termes  dans  le  premier 
membre  de  l'égalité  par  transformation  algébrique  (il  suffit  d'écrire 
que  la  différence  des  deux  membres  est  nulle). 

On  peut  d'ailleurs  écrire  l'équation  d'une  même  courbe  sous 
une  infinité  de  formes  différentes.  Si  en  effet  l'on  considère  une 
équation  4>(a;,  y)  =  o  équivalente  (*)  à  F(a;,  y)  =  o  [326J,  celte 
équation  représente  évidemment  la  même  courbe  que  F(x,r)==o. 

Exemple.  —  Les  équations 

3x^  -h  y  =  2xy  —  x,        3x^  —  2xy  -\-  x  ~h y  =  o, 

,        2         ,    X  -^  y 
x"  —  »  xy  H j-^  =  o 

représentent  la  même  courbe. 

(I)  Rappeloni  en  particulier  que  si  F  (o:,  y)  est  une  fonetîon  rationo elle 
de  xet  y,  quotient  de  deux  polynômes  P  [x,  y)  et  Q  {x,  y),  Téqualion 
F{x,y)  =  o  représente  la  même  courbe  que  1  équation  P  [x,  y)  =  o  [cf.  326, 4*). 
II  n'en  est  pas  de  même  en  général  si  Ton  multiplie  le  premier  membre  par 
une  fonclion  de  x  et  de  y.  Appelons,  en  effet  (c)  la  courbe  d'équation 
F  [x,  y)  =  o.  Une  équation  telle  que  (y  —  x)  F  {x,  y)  =  o  est  vérifiée  non 
seulement  pour  tous  les  peints  de  la  courbe  (c),  mais  en  outre  pour  tous 
les  points  dont  l'ordonnée  égale  l'abscisse  (car  si  y  =  a?,  l'égalilé  est  sa- 
tisfaite) :  l'ensemble  de  ces  derniers  points  est  la  bissectrice  de  l'angle 
des  axes  Ox  et  Oy.  La  nouvelle  cqualion  leprésente  donc  à  la  fois  la  courbe 
(c)  et  celle  hiseectrics. 
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En  particulier  (cf.  l.  I,  p.  386,  note  i)  lorsque  Texpression  de 
la  fonction  F  {x,  y)  de  x  et  y  est  une  expression  algébrique,  il  est 
toujours  possible  de  remplacer  l'équation  F{x,y)  =  o  par  une 
équation  équivalente4>{x,  y)  =  o,  dont  le  premier  membre  est  un 
polynôme  en  x  et  y. 

610.  Intersections.  —  Deux  courbes  étant  définies  par  leurs 
équations  : 

0)  F(rr,:^)  =  o.         G(.T,j)  =  o, 

la  recherche  de  leurs  intersections  est  un  problème  d'algèbre  pure  : 
il  s'agit  de  trouver  les  coordonnées  x  et  y  des  points  qui  sont  si- 
tuées à  la  fois  sur  les  deux  courbes,  c'est-à-dire  qui  satisfont  aux 
deux  équations  (i)  :  la  question  revient  par  conséquent  à  résoudre 
le  système  des  deux  équations  simultanées  (i). 

Le  problème  se  simplifie  lorsque  l'équation  de  Tune  des  deux 
courbes  est  donnée  sous  la  forme  explicite  y  =f{oo)  :  les  points 
d'intersection  des  deux  courbes  (') 

F{x,y)  =  o.         y—f{x):=o 

ont  pour  abscisses  les  racines  de  l'équation  en  x,  F  [x,  /(x)]  =  o, 
obtenue  en  remplaçant  y  par/(x)  dans  F(x,  y)  :  si  ces  racines 
sont  en  nombre  /z,  et  ont  pour  valeurs  x,,  ...,  Xn>  les  courbes  ont 
n  points  d'intersection  ayant  respectivement  pour  coordonnées 

[x  =  or,,  y  =/(rO],       [X2,  /(j-i)].       ...,       [XnJ{Xn)]' 

Supposons  en  particulier  que  la  courbe  y  — /(x)  =  o  soit  une 

droite   d'équation  ox  -4-  6y  -}-  c  =  o   {a,  b,  c   nombres   relatifs 

h          c 
quelconques)  ou  y  = x .  Les  abscisses  des  intersections 

de  la  courbe  F  (x,  y)  =o  avec  celte  droite  sont  les  racines  de 

Téquation  F(x,  *~   ^  "  <^\  __  ^    q^  ^oit  que,  si  la  courbe  est 

algébrique,  le  degré  de  cette  équation  sera  —  sauf  en  des  cas  ex- 
ceptionnels —  égal  à  l'ordre  de  la  courbe  ;  il  ne  sera  jamais  supé- 

(^)  C'est-à-dire  •  deux  courbes  définies  par  les  équations...  i.  Nous 
emploierons  souvent  cett3  locution  abrégée  qui  ne  comporte  aucune  am- 
biguïté. 
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rieur,  une  équation  de  degré  n  ayant  au  plus  n  racines.  —  Ainsi 
une  courbe  d'ordre  n  est  caractérisée  par  cette  propriété  quune 
droite  quelconque  la  coupe  en  n  points  au  plus. 

Une  section  conique,  par  exemple  ("courbe  d'ordre  a)  est  coupée 
en  2  points  au  plus  par  une  droite  :  une  droite  (courbe  d'ordre  i) 
coupe  une  autre  droite  en  an  point  au  plus. 

611.  liieuz  géométriques.  —  Nous  avons  déjà  observé  (594) 
que  représenter  une  courbe  par  une  équation,  c'est  la  déGnir 
comme  lieu  géométrique,  et  inversement.  Ainsi  la  géométrie  car- 
tésienne fournit  une  méthode  générale  et  régulière  pour  la  re- 
cherche des  lieux. 

Faisons  comme  si  la  courbe  était  connue  ;  ap|)elon8  a;,  y  les 
coordonnées  d'un  (quelconque)  M  de  ses  points,  et  exprimons  que 
ces  coordonnées  sont  telles  que  le  point  M  jouisse  de  la  propriété 
requise;  ceci  nous  donne  une  relation  entre  x  et  y  qui  est  l'équa- 
tion du  lieu  (*).  On  a  vu  au  n"  695  un  exemple  d'application  de 
cette  méthode. 

612.  EquationB  générales.  —  Supposons  que  Ton  ait  à  rai- 
sonner, non  snr  une  courbe  unique,  mais  sur  un  ensemble  ou 
famille  de  courbes  jouissant  d'une  propriété  commune.  La  «  géo- 
métrie analytique  »  facilite  considérablement  la  compréhension  du 
problème  en  représentant  l'ensemble  des  courbes  étudiées  par  une 
seule  équation,  dépendant  d'une  ou  de  plusieurs  quantités  varia- 
bles appelées  paramètres. 

Soit,  par  exemple,  ¥{x,  y,  X,,  Xj)  une  fonction  des  quatre  quan- 
tités oc,  y,  X,,  X|.  Pour  tout  système  de  valeurs  particulières  don- 
nées aux  quantités  X|  et  X^,  l'équation 

(a)  F(aî,jr.X,.X,)  =  o 

représente  une  courbe  (par  rapport  h  un  système  d'axes  donné 
dans  un  plan).  Autant  de  valeurs  différentes  de  Xi  et  X,,  autant  de 

(^)  Il  faudra  toutefois  avoir  soin  de  traduire  la  propriété  caractéris- 
tique du  point  M  par  une  relation  algébrique  où  ne  figurent,  en  dehors 
des  quantités  a;  et  y,  que  des  quantités  fixes  (ayant  la  même  valeur  quel  qu& 
soit  le  point  M  du  lieu  que  l'on  considère). 
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courbes,  en  général  différentes.  —  Ainsi  l'équation  (a)  peut  être 
considérée  comme  représentant  une  famille  de  courbes  ;  c'est,  dira-t* 
on,  r équation  générale  d* une  famille  ou  ensemble  de  courbes  dé- 
pendant  de  deux  paramètres,  —  On  définira  de  la  même  manière 
les  équations  générales  dépendant  d'un  nombre  quelconque  de  pa- 
ramètres. 

Le  fait  que  deux  courbes  quelconques  de  la  famille  sont  repré- 
sentées par  des  équations  s'exprimant  sous  la  même  forme  (a)  se 
traduit  par  une  propriété  géométrique  commune  à  ces  courbes. 

Réciproquement,  lorsqu'une  famille  de  courbes  sera  définie  par 
une  propriété  géométrique,  il  sera  en  général  facile  de  trouver  une 
équation  générale  de  ces  courbes  dépendant  d'un  ou  de  plusieurs 
paramètres. 

Exemple,  —  Considérons  f  ensemble  des  cercles  qui  passent  par 
t origine  des  coordonnées. 

Nous  démontrerons  plus  loin  (639)  que  l'équation  du  cercle  de 
rayon  r  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  les  nombres  a  et  6,  est 
l'équation  (x  —  a)*  -H  (y  —  6)*  —  r*  =  o,  ou,  en  développant» 

x*  -h  j'*  —  2  aar  —  a  6/  -+-  a*  -i-  6*  —  r'  =  o. 

Si  le  cercle  passe  par  l'origine,  son  équation  doit  être  satisfaite 
lorsqu'on  y  donne  à  x  et  i  y  la  valeur  o  ;  ceci  exige  que  l'on  ait 
o'  +-6*  —  r*  =  o;  réciproquement,  si  cetfe  condition  est  satis» 
faite,  le  cercle  passe  par  l'origine.  Ainsi  l'équation 

jji  ^  jr«  —  2  ax  —  a  6y  =  0, 

où  a  et  6  sont  deux  paramètres,  est  Féquation  générale  de  la  fa^ 
mille  de  cercles  considérée. 

613.  Tangentes  aux  conrbes.  —  La  théorie  des  dérivées, 
constituée  par  Leibniz  et  Newton,  nous  donne  le  moyen  de  for- 
muler très  simplement  en  termes  algébriques  toutes  les  questions 
relatives  aux  tangentes. 

Nous  avons  vu,  en  effet,  que  la  dérivée  y'  d'une  fonction 
y  =y(x),  pour  une  valeur  quelconque  de  la  variable,  est  le  coejji- 
cienl  angulaire  de  la  tangente  géométrique  menée  à  la  courbe  re- 
présentative de  la  fonction,  au  point  correspondant.  H  résulte  de 
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là  que  la  tangente  en  un  point  Mo  {(Tabscisse  x^)  à  la  courbe 
d'équation  y  =  f{x)  est  la  droite  qui  passe  par  le  point  M^  et  a 
pour  coefficient  angulaire  /'{xq).  Nous  apprendrons  au  n**  628 
à  former  l'équation  de  la  droite  ainsi  définie  ;   on  peut  l'écrire 

(3)  J  -  jo  =/  W  .  (x  —  Xo), 

en  appelant  x^  et  y^  [égal  &  /(iCo)|  les  coordonnées  de  M^,  et  a?  et  y 
les  coordonnées  d*un  point  variable  le  long  de  la  tangente.  — 
Lorsque  l'équation  de  la  courbe  sera  une  relation  entre  x  et  y,  soit 
F  (oc,  y)  =  o,  la  dérivée  de  la  fonction  implicite  y  de  x  (pour  la 

valeur  x©  de  x)  sera    ;  |^0'  y^'  ^  qui  remplacera  (*)  /'(a?o)  dans 

l'équation  (3). 

614.  Equations  des  surfaoes  et  des  courbes  gauches.  — 

L'étude  algébrique  des  surfaces  et  des  courbes  de  l'espace  à  trois 
dimensions  se  fera  dans  les  mêmes  conditions  exactement  que 
l'élude  des  courbes  planes.  Soit  z  =/(x,  y)  une  fonction  continue 
des  deux  variables  a;  et  y  [fonction  qui  peut  être,  à  volonté,  donnée 
sous  forme  explicite  ou  définie  par  une  relation  implicite]. 

Cette  fonction  fait  correspondre  à  tout  point  P  du  plan  des  xy 
(ayant  pour  coordonnées  x  et  y)  un  point  M  de  l'espace  (ayant 
pour  coordonnées  a;,  y,  z).  Lors  donc  qu'à  partir  de  l'une  de  ses 
positions,  le  point  P  se  déplace  avec  continuité,  d'une  manière 
quelconque,  dans  le  plan  des  xy,  le  point  M  se  déplace  d'une  ma- 
nière continue  et  engendre  une  figure  géométrique  :  cette  figure 
est  ce  que  l'on  appelle  une  surface  (").  La  relation  z  =  J{pSp  y) 

(*)  L'équation  de  la  tangente  (passant  par  M^)  sera  alors 
y-y,.  =  -g4îSLi^(:r-«.). 

ou  en  multipliant  par  la  quantité  constante  F',  (âïg,  ^q)  (supposée  non- 
nulle),  et  faisant  passer  tous  les  termes  dans  un  membre 

F'.  («0.  Vu)  '  (^  —  «o)  +  F'»  («0»  Vo)  •  (y  —  y«)  «  o. 

Voir  au  §  6  la  discussion  complète  à  laquelle  donne  lieu  la  définition 
des  tangentes  en  courbes  algébriques, 

(2)  Les  surfaces  les  plus  simples  sont  les  plans.  Une  eufface  non  plane 
fl9t  dite  courbe. 
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OU  z  — /(ar,  y)  =  o  sera  dite  «  équation  (*)  »  de  la  surface  décrite 
par  le  point  M. 

Si  la  fonction /est  déCnie  par  une  relation  implicite  F(a;,  y,  z) 
=  o,  c'est  celte  relation  qui  est  Téquation  de  la  surface.  D'une 
manière  générale,  Yéquation  d'une  surface  est  la  relation  entre  les 
quantités  x^  y,  z  et  des  quantités  constantes  à  laquelle  satisfont 
les  coordonnées  de  l'un  quelconqae  de  ses  points  (donc  de  tous  ses 
points). 

615.  —  Nous  appellerons,  ligne  ou  courbe  (*),  dans  l'espace  à 
trois  dimensions,  toute  intersection  de  deux  surfaces  (ensemble 
des  points  communs  à  deux  surfaces). 

.  Il  résulte  de  là  qu'une  ligne  sera  déûnie  par  deux  équations  (') 

F{x,  y,  z)  =  o,  G(a:,  y,  z)  =  o, 

savoir  les  équations  des  deux  surfaces,  puisque  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  ligne  doivent  satisfaire  &  ces  deux 
équations. 

Si  Tune  des  surfaces  est  un  plan,  la  ligne  (étant  tout  entière 
située  dans  ce  plan)  est  une  courbe  plane.  Sinon  c'est  une  coube 
gauche  (252). 

Les  lieux  géométriques  dans  l'espace,  de  même  que  les  familles 
de  surfaces  ou  de  courbes  (')  représentées  par  des  équations 
générales  dépendant  d'un  ou  de  plusieurs  paramètres,  pourront 
être  étudiées  par  les  mêmes  procédés  que  les  lieux  ou  familles  de 
courbes  dans  le  plan. 

616.  —  Telles  sont  quelques-unes  des  perspectives  du  vaste 
champ  qu'ouvre  devant  nous  la  géométrie  nouvelle.  Mais  n'an- 
ticipons pas,  et  cherchons  à  voir,  avec  un  peu  plus  de  précision, 
de  quelle  manière  fonctionne  ce  remarquable  instrument. 

(*)  Pour  distinguer  cette  forme  d'équation  de  la  forme  générale 
F  (*»  y 9  2)  =  ®»  o**  dira  que  l'équation  2  =  /  (x,  y)  ou  z  —  /  (x,  y)  =  o 
est  une  équation  résolue  par  rapport  à  z. 

(*)  Voir  supra,  t.  I,  p,  5o5,  note  3. 

(^)  Équations  que  l'on  peut  ou  non  supposer  résolues  par  rapport  à  z. 

BouTftoux.  —  Lf»  Principes  Je  l'Analyse  icaluémalique.  II  3 
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4.  —  LMm  géométrie  maalyUque  »  du  pima. 

617.  —  Descartes*  estimait  qu'une  fois  posés  les  principes  de  la 
«  géométrie  analytique  '>,  les  conséquences  devaient  se  dérouler 
naturellement  par  voie  de  transformation  et  de  combinaison  algé- 
brique. La  construction  effective  des  formules  était,  dans  sa  pensée, 
simple  affaire  de  métier,  ne  réclamant  de  notre  part  aucun  effort 
d'invention.  C*était  I&,  certes^  un  jugement  un  peu  hâtif  :  caries 
progrès  de  la  géométrie,  rendus  solidaires  de  ceux  de  l'algèbre, 
devaient  désormais  attendre  ces  derniers,  et  de  graves  diOicuItés 
techniques  restaient  à  vaincre  que  Descartes  n'avait  fait  qu'ef- 
fleurer. Aussi  arriva-t-il  que  Newton  dut  se  référer  encore  à 
Apollonius  lorsquMl  eut  besoin  d'approfondir  l'étude  des  sections 
coniques  :  il  crut  nécessaire  d'y  chercher  des  secours  que  la  géo- 
métrie cartésienne  ne  paraissait  pas  en  état  de  lui  fournir. 

Mais,  cette  réserve  faite,  il  nous  faut  constater  que  la  méthode 
de  Descartes  répondit  bien  aux  espérances  de  son  auteur  et  que 
très  vite  elle  accrut  son  rendement  dans  des  proportions  absolu- 
ment inconnues  auparavant.  Une  ère  nouvelle  s'ouvre  alors  en 
mathématiques,  que  M.  Zeuthen  compare  fort  justement  à  l'ère  de 
la  grande  industrie  dans  le  monde  moderne.  C'est  l'usine  succé- 
dant au  métier.  Les  résultats  oblenus  sont  si  nombreux  que  la 
difficulté  n'est  point  de  les  découvrir,  mais  bien  de  faire  un  choix 
entre  eux  et  de  les  classer.  Il  faut  que  s'accomplisse  un  immense 
travail  d'organisation  dont  peut  donner  une  idée  le  savant  ou- 
vrage encyclopédique  de  M.  Loria  (*),  que  son  auteur  compare 
spirituellement  à  un  indicateur  des  chemins  de  fer. 

618.  —  Lorsque  la  production  est  de  nature  impersonnelle,  le 
nom  de  l'ouvrier  importe  peu.  Nous  ne  nous  astreindrons  donc  pas  à 
suivre,  dans  Tordre  historique,  le  développement  de  la  géométrie 


(')  Les  familles  de  courbes  les  plus  simples  sont  les  iamîlles  de  droites 
de  l'espace  dépendant  de  un  ou  de  deux  paramètres  :  les  premières  sont 
«ppclées  congruences  et  les  secondes  complexes  de  droites. 

(*)  Il  passato  e  il  présente  délie  principali  ieorie  geometriche. 
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analytique;  nons nous  contenterons  d*en  recueillir  et  résumer  les 
formules  les  plus  simples. 

619.  Changement  ou  transformation  des  coordonnées.  — 
Le  premier  problème  qui  se  pose  en  géométrie  analytique  est  le 
suivant  : 

Etant  donné  les  coordonnées  d'an  point  —  ou^  plus  généralement^ 
téquation  d*une  courhe  —  par  rapport  à  un  certain  système  d'axes 
de  coordonnées,  quelles  seront  les  co- 
ordonnées du  point  ou  Téquation  de  \  i^       ^. 
la  courbe  par  rapport  à  un  nouveau 
système  daxes  que  Von  désire  substi- 
tuer au  pi'emier? 

Soient,  en  d'aulres  termes,  dans  un 
plan  [nous  nous  occuperons  au  S  7  de 
l'espace  à  trois  dimensions]  deux  systè- 
mes d'axes  de  coordonnées  rectangulaires  OXY  (*)  et  O'X'V,  puis 
M  un  point  quelconque,  isolé  ou  appartenant  à  une  courbe  G. 

J'appelle  XLiy  les  coordonnées  du  point  M  par  rapport  au  pre- 
mier système  d'axes  [x  =.  OP,  y^PM]  ;  et  si  le  point  M  est  assu- 
jetti i  être  sur  une  courbe  (G),  j'écris  sous  la  forme /(x,  y)  =  o 
la  relation  (qui  est  l'équation  de  la  courbe)  à  laquelle  satisfont 
les  coordonnées  X  et  j. 

Pour  calculer  les  coordonnées  du  point  M  pai*  rapport  aux 
axes  O'X',  O'Y',  il  faut  d'abord  définir  algébriquement  la  position 
de  ces  nouveaux  axes  par  rapport  aux  anciens  axes.  Cette  position 
estdéCniepar  trois  éléments^  par  conséquent  par  trois  nombres. 
On  voit,  en  effet,  que  si  Ton  se  donne  la  position  du  point  O' 
[position  qui,  par  rapport  aux  anciens  axes  est  définie  par  les 
2  coordonnées  a  =  OK,  *  =  KO'  (fig.  235)  du  point  O'J  et 
Tangle  d'inclinaison  de  l'axe  O'X'  sur  l'axe  OX  [c'est-à-dire 
l'angle  a  que  fait  la  parallèle  O'T  à  OX  avec  O'X],  le  nouveau 
systèoM  d'axes  est  entièrement  défini  et  peut  être  tracé. 

!-.«  problème  du  changement  de  coordonnées  se  pose  alors 
ainai  :  trouver  en  fonction  de  a,  6,  a  et  de  x^  y,  les  expressions' 

{^)  No«s  n'envisagerons  que  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires. 
On  raîsonneiaît  d'une  manière  analogue  sur  les  systèmes  d'axes  oblif|ueflt. 
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des  coordonnées  a;'  et  y  du  point  M  relatives  aux  nouveaux  axes 
[x!  ==  O'P',  y=  P'M].  Inversement  on  pourra  exprimer  a;  et  j' 
en  fonction  de  a,  t,  a,  x  et  / .  Portant  ces  expressions  dans/(x, 
y)  =  o,  on  aura  une  relation  entre  a/  et  y'  qui  est  Téquation  de  la 
Qourbe  (C)  par  rapport  aux  nouveaux  axes  ('), 

Pour  résoudre  le  problème  ainsi  posé,  nous 
tM  commencerons  par  traiter  deux  cas  particuliers. 


p*    X* 

620.  Premier  cas.  —  Les  nouveaux  axes 

0  «  K     p        X     sont  parallèles  aux  premiers  et  dirigés  dans  le 

Fig.  a36.  même  sens. 

On  a,  lorsque  la  figure  est  disposée  comme  ci* contre  : 

OP  =  OK  4-  KP,        PM  =  PF  -+-  FM  =  KO'  4-  FM,  ou 

(i)        x  =  a-{-  x\  y  =  b-h  y, 

et  Ton  vérifie  facilement  que  Ton  aura  les  mêmes  formules  (*) 
quelle  que  soit  la  situation  de  G'  par  rapport  à  OX  et  OY. 

621.  Deuxième  cas,  —  Les  nouveaux  axes  ont  même  origine 
que  les  premiers,  mais  des  directions  différentes.  En  nommant  les 
nouveaux  axes  l'un  OX',  l'autre  OY'  on  fera  en  sorte  que  la  dispo- 
sition  des  axes  soit  la  même  pour  les  deux  systèmes,  c'est-à-dire 
que  le  sens  dans  lequel  il  faut  faire  tourner  de  go  degrés  Taxe  OX 
pour  l'amener  sur  OY  ou  bien  Taxe  OX',  pour  l'amener  sur  OY', 
soit  le  même  sens  (sens  de  la  flèche,  voir  639). 

Soit  M  un  point  quelconque  dont  les  coordonnées  par  rapport 
aux  axes  OX,  OY  sont  x,  y.  Si  Ton  appelle  r  et  9  les  coordonnées 


(*)  Lorsque  M  décrit  la  courbe  (c),  les  coordonnées  «  et  t^  et  a^  et  y'  va- 
rient, tandis  que  a,  6,  a  restent  constants  puisque  les  deux  systèmes  d'axe» 
ne  bougent  pas;  ainsi,  dans  l'équation  do  la  courbe  (c)  les  nombres  a» 
b,  a  sont  des  constantes. 

(')  J'en  conclus  que  si  le  point  M  est  assujetti  à  décrire  la  courbe  (c) 
qui  par  rapport  aux  axes  OX,  OY  a  pour  équation  /  {x,  y)  =?  o,  l'équa- 
tion de  la  oourbe  (c)  par  rapport  aux  axes  0X\  OY'  sera  /  (a  -f  x\ 
h  4.  ^)s=  o.  —  Exemple.  Si  l'équation  de  la  courbe  par  rapporta  OX,  OY, 
est  x^  +  3xy  —  y«  =  1,  l'équation  relative  aux  axes  OX',  OY',  sera 
(a  4-  a^)«  +  3  (a  +  x)  (b  +  y')  -  (6  +  y')»  ==1  ou  a;'«  +  3  «'y'  —  y'* 
+  (2a  +  36)  x'  +  (3a  —  26;y'  +  a«  +  3a6  —  6»  —  i  =  o, 
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polaires  du  point  M  par  rapport  à  Taxe  polaire  OX,  on  a  (500) 
(a)  ac  =  r  .  cos  0,         y  =  r  .  sin  6. 

Appelons  d'autre  part  a  T angle  orienté  et  compris  entre  o  et  un 
que  fait  OX  {côté  origine)  avec  OX'  (le  sens 
positif  des  angles  est  le  sens  de  OX   vers 
OX'). 

Par  rapport  à  Taxe  OX'  les  coordonnées 
polaires  du  point  M  sont  évidemment  r  et 
e  —  oL  (angle  MOX');  et  les  coordonnées  ^'^s- ^^i- 

cartésiennes  oc',  y  de  M  par  rapport  aux  axes  OX',  OY'  sont  donc 

^3)  OF  =  x'  =  r  .  cos  (6  —  a),      /  =  r  .  sin  (0  — •  a). 

Les  égalités  (3)  permettent  —  a  étant  connu  —  d'exprimer  les 
nouvelles  coordonnées  oc'  et  /  en  fonction  des  anciennes  ou  inver- 
sement. On  a  [d'après  le  n^  381  et  les  égalités  (2)  ci-dessus] 

a/  =  r  .  cos  0  .  cos  a  -h  r  .  sin  0  .  sin  a  =  x  .  cos  a  4-  j' .  sin  et 
/  =  r  .  sin  6  .  cos  a  —  r  .  cos  0  .  sin  2  =  j'  .  cos  a  —  x  •  sin  « 


et  Ton  en  déduit 

(4) 


X  =  a/  .  cos  a  —  y  .  sin  a 
j'  =  x'  .  siua  -h  y  .  cos  a. 


On  démontre  aisément  que  ces  formules  sont  vraies  quelle  que 
soit  la  disposition  de  la  figure,  c'est-à-dire  quelles  que  soient  les 
valeurs  particulières  de  a  et  de  d. 

622.  Cas  général  (').  —  Dans  le  cas  général  où  les  nouveaux 
axes  O'X',  O'Y'  ne  sont  pas  parallèles  à  OX,  OY  et  ont  une  origine 
diflerenle,  on  pourra  décomposer  le  changement  d*axes  en  deux 
opérations  :  i**  on  passera  du  système  d'axes  primitifs  à  un  sys- 


(*)  Le  problème  du  changement  d*axes  fut  posé  pour  la  première  fois 
d'un  point  de  vue  général  par  Schooten  dans  ses  commentaires  sur  la 
géométrie  de  Desgartes  (éd.  lat.  de  la  Géométrie,  v.  supra  t.  I,  p.  284, 
note  t).  Aux  pages  191  sqq.  (Commentarii  in  librum  II)  Schooten  mon- 
tre «  quœnam  differentia  obtineri  possit  cu*n  curva  linca  ad  diversas 
lineas  rectas  refcrtur  ». 
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Urne daxes  O'X',  O^Y''  parallèles  à  OX,  OY  et  d'origine  0' ;  a* 
Y-  on  passera  de  ce  système  d'axes  au  système  O'X', 

\/-      O'T. 

oT^ S'         Les  nombres  a»  &,  a  ayant  la  sigatfication  uidi- 

1^  quée  plus  haut  (610),  appelons  x  et  j»  af^ty^ 

é       X        a?'  et  /  les  coordonnées  d'^un  même  point  M  par 
Fig.  238.         rapport  aux   trois  systèmes  d'axes.   Nous    avons 
(620  et  621) 

07*  =  a/  .  CCS  a  —  y^  *  aitk  a,      y'  =  ac'  .  sîa  a  -h  jr'  .  ooe  *  ; 
d'où  les  formule»  dé  passage  entre  x,  yeixf,  y'  :  . 

.-  (  X  =  a  H-  x'  cos  a  —  y  sîn  a 

(  y  =  6  -h  a:'  sin  a  H-  y'  ces  a. 

C'est  ainsi  que  se  résout  dans  le  plan  le  problème  du  change- 
ment d'axes  rectangulaires.  En  combinant  les  formules  (i)»  (4)f 

(5)  et  celles  du  n**  609,  on  obtiendra  les  formules  qui  permettent  de 
passer  d'un  système  de  coordonnées  polaires  à  un  autre. 

623.  Hemarque  relative  à  la  désignation  des  axea.  — 

Nous  avons  nommé  jusqu'ici  OX  et  OY  les  deux  axes  par  rap- 
port auxquels  un  point  quelconque  M  a  des  coordonnées  appelées 
xeiy.  Pour  simplifier  nous  désignerons  désormais  ces  axes  par 
les  symboles  Ox  et  Oy  où  O  désigne  l'origine  des  coordonnées; 
les  lettres  â?  et  yne  représenteront  pas  ici  des  pomts  déterminés  (les 
axes  indéûnimeoit  prolongeables  n'ont  pas  d  extrémités)  mais  seront 
simplement  destinées  à  spécifier  les  axes  (issus  du  point  0)  dont  il 
est  question. 

624.  Droites  du  plan.  —  Il  résulte  du  n^  540  que,  quels  que 
soient  les  nombres  relatifs  m  et  p,  l'équation 

(6)  yz=:^mx-j-p 

représente  une  droite. 

Le  nombre  m  est  le  coefficient  angulaire  (appelé  aussi  penle) 
dont  nous  avons  donné  au  n^  541  la  définition  géométrique  (^).  Le 

(*)  Tangente  ttigoDométrique  de  l'angle  que  fait  OX  avec  la  droite 
au-dessus  de  l'axe  des  x;  j'appelle  ici  m  et  p  les  nombres  qui  étaÎMit  i«- 

présentes  par  les  lettres  a  et  6  au  n0  54o. 
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nombre  p,  ordonnée  du  point  de  la  droile  y=:mx-h  p  qui  a  pour 
abscisse  G  (et  est  en  conséquence  situé  sur  l*axe  des  y),  est  appelé 
ordonnée  à  (origine  de  la  droite  y  =  mx  -^  p. 

625.  Droites  parallèles  aux  axes.  —  Si  m  =  o,  l'équation 
-{&)  se  réduit  à  y  =  p  et  elle  représente  une  droite  parallèle  i  l'axe 
des  X  (droite  dont  loua  les  points  ont  Hiéme  ordonaée). 

Si  au  ooolraire  l'on  donne  à  m  des  valeurs  arbitrairement 
grandes  en  valeur  absolue,  l'angle  de  OX  avec  la  droite  y=mx-\-p 
(ayant  pour  tangente  le  nombre  m,  n"*  541)  se  rapproche  arbitrai- 
rement d'un  angle  droit  [angle  dont  la  tangente  est  infinie].  C'est 
pourquoi  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  y  doit  être  considérée 
comme  ayant  un  coefficient  angulaire  infini.  Une  telle  droite  ne 
représente  aucune  fonction  de  a;  ;  elle  est  caractérisée  algébrique- 
ment par  ce  iait  que  tous  ses  points  ont  même  abscisse  : 
X  =i=  nombre  constant. 

626.  Forme    générale    de    réqaation   de    la    droite.    — 

Généralisant  les  conclusions  qui  précèdent,  je  dis  que  toute  équa- 
tion du  premier  degré  en  x  et  y,  c'est-à-dire  toute  équation  de  la 
forme 

(7)  A«-h  By  -i-C  =  o, 

oh  A,  B,  G  sont  des  nombres  constants  quelconques^  représente  une 
droite  et  réciproquement. 

En  effet  : 

i<*  Si  B  pif  G,  l'équation  (7)  définit  la  même  ligne  que  Téqua- 

A  C 

lion  y  =  —  K  a:  —  r ,  c'est-à-dire  une  droite  disposée  comme  il 

a  été  dit  ci-dessus.  Si  B  =  o,  l'équation  représente  l'ensemble 

C 

des  points  dont  l'abscisse  est  égale  ^  —  r«  c'est-à-dire  une  droite 

parallèle  à  l'axe  des  y, 

2*  Réciproquement,  considérons  une  droite  quelconque.  Si  elle 
n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  y,  elle  a  —  conformément  à  la  défi- 
nition géométrique  qui  a  été  donnée  de  ces  grandeurs  —  un  coef- 
.ficient  angulaire  et  une  ordonnée  à  l'origine  bien  déterminés  ;  il  lui 
correspond  donc  une  équation  (6).  —  Si  la  droite  est  parallèle  à 
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raxe  des  y,  lous  ses  points  ont  même  abscisse  et  elle  est  représentée 
par  réquation  x  =  h(h  nombre  positif  ou  négatif). 

Deux  droites  parallèles  ont  même  coefficient  angulaire  et  réci- 
proquement. 


627.  Quelques  droites  particulières.  —  Les  axes  de  coor- 
données, —  lieux  géométriques  des  points  dont  l'ordonnée  est 
nulle,  ou  dont  Tabscisse  est  nulle,  —   ont 
respectivement  pour  équations 


y=o 


et 


55  =  O. 


Fig    339. 


La  bissertrice  Z'OZ  de  Tangle  XOY  est  te 
lieu  des  points  dont  l'abscisse  est  égale  à  l'or- 
donnée (MP  =  MQ,  d'après  le  n*  175)  :  elle 
a  pour  équation  y  =  a;oua;-^j'  =  o. 
La  bissectrice  V'OV  de  l'angle  XOY'  jouit  de  la  même  propriété, 
i  cela  près  que  ses  coordonnées  ont  des  signes  contraires  :  son 
équation  est  y  =  —  a;  ou  a;  -h  y  =  o. 


628.  Quelques  équations  générales.  —  Nous  avons  dit  au 
n**  612  ce  qu'est  «  l'équation  générale  »  d'une  famille  de  courbes 
satisfaisant  à  une  ou  plusieurs  conditions  données.  Voici,  en  parti- 
culier, quelques  équations  générales  de  familles  de  droites  que  Ion 
a  souvent  occasion  de  considérer: 

Equation  générale  des  droites  passant  par  un  point  donné,  — 
Pour  que  l'équation 

Aa;  H-  B/  4-  C  =  o 

représente  une  droite  passant  par  le  point  (*)  (xo,  y^),  il  faut  et  il 
suffit  que  les  coordonnées  données  Xg,  y^  satisfassent  à  Axo-i-By^j 
H-  C  =  o,  donc  que  C  =  —  Ax^  —  Bjo-  L'équation  générale 
cherchée  s'écrira  donc 

A  (ar  —  xo)  -f-  B(y  —  yo)  =  o. 


(*)  Pour  nommer  le  point  donné,  je  le  désigne  par  ses  deux  coordon- 
nées. 
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OU  encore 

(8)  j-.Vo  =  X(x-^o). 

B 

en  divisant  par  B  el  posant  —  T  =  ^^• 

Le  nombre  relatirX  est  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  (8)  : 
c'est  le  paramètre  (cf.  612)  de  Téquation  générale  {'). 

Equation  générale  des  droites  passant  par  Vintersection  de  deux 
droites  données,  —  Soient 

(9)  Ax  -H  Bj  H-  C  =  o      et      Mx  -f-  B>  4-  C  =  p 

les  deux  droites  que  l'on  suppose  définies  par  leurs  équations.  Il 
est  clair  que  toute  droite  dont  Téquation  se  laisse  écrire 

(10)  (Ax  +  B:r  +  C)  H-  \{k'x  +  B>  -+-  a)  =  o. 

1  étant  un  nombre  quelconque,  passe  par  le  point  de  concours  des 
droites  données  :  car  pour  les  coordonnées  de  ce  point  de  concours, 
les  expressions  Ax -r  By  4- C,  Mx  -h  B'y  -\-C,  et  par  consé- 
quent le  premier  membre  de  (10),  s'annulent. 

Réciproquement,  Ton  démontre  aisément  que  l'équation  de  toute 
droite  répondant  à  la  question  peut  être  mise  sous  la  forme  (10) 
[où  Ton  donne  au  paramètre  X  une  certaine  valeur  constante]. 

L'équation  (10)  est  donc  Téquation  générale  cherchée.  Pour  la 
droite  \'x  +  B'y  -i-  C  =  o,  le  paramètre  X  a  la  valeur  00  ;  en 
eflet  l'équation  générale  (10),  divisée  par  X  s*écrit 

A'x  -f-  B>  -h  C  -H  ^  (Aj-  4-  Bj  -4-  G)  =  o; 

on  voit  que  si  l'on  y  fait  t  =  o  [c'est-à-dire  X  =  00  ]  elle  se 
réduit  à  k'x  -+-  B'y  +  C  =  o. 

620.  Equation  de  la  droite  passant  par  deux  points  donnés. 

—  Soient  (xi,  y,)  et  (x,,  3',)  deux  points  donnés  par  leurs  coor- 
données. Nous  savons  que  par  ces  deux  points  passe  une  droite  et 

(')  A  la  valeur  X  =  oo  correspond  encore  une  droite  de  la  famille  con- 
sidérée c'est  la  droite  de  Coefficient  angulaire  infini,  c'est-à-dire  la  pa- 
rallèle À  l'axe  des  y  menée  par  le  point  donné. 
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une  seule.  L'équation  de  celte  droite  est,  d'après  le  n^028  deia 
forme 

X  étant  un  nombre  constant  ;  d'ailleurs  on  doit  avoir 

J'2  — J't  =  X(aPi  — «,). 

ce  qui  donne  pour  X  la  valeur  ^^      ^^ . 

Xj  —  Xj 

Ainsi  l'équation  demandée  peut  s'écrire  (*) 

(iO  T-ri^£j:zIi. 

630.  Tangente  de  l'angle  de  deuit  droites.  —  Proposons- 
nous  de  déterminer  l'angle  de  deux  droites 
définies  par  leurs  équations;  les  coefficients 
angulaires  —  c'est -i-dire  les  tangentes  des 
angles  a,  ]3  que  fait  Taxe  Ox  avec  les  paral- 
lèles menées  par  Torigine  aux  droites  don- 
nées OD,  OD'  —  nous  sont  connus  ;  il  s'agit 
d'évaluer  l'angle  D'OD  (ou  ^  —  a). 
^  '  ^'  Appelons  m  et  m'  les  coejficienls  angulaires 

des  droites  données.  Nous  avons  m  =  tang  a,  m!  =■  lang  ]3. 

D'autre  part  (381) 


tang 


(p--)=.^°fl"  "'."!:.= 


1  -h  tang  a  .  tang  p        i  -h  mm! 


Nous  obtenons  ainsi  la^  tangente  de  l'angle  j3  —  a  qui  suffit  h 
déterminer  la  valeur  de  l'angle.  [Ayant  celte  tangente  on  saura  cal- 
culer toutes  les  lignes  trigonomélriques  de  l'angle.] 

Si  m  =  m' les  deux  droites  sont  parallèles  et  l'angle  D'OD  est 
nul  (OD'  coïncide  avec  OD). 

(^)  Dans  cette  éqaation  Xi,  Xf,  jfi,  t^^  sont  des  nombres  donnés  (fixes)'; 
X  et  y  sont  les  coordonnées  variables  d'un  point  qui  est  supposé  se  mou- 
voir sur  la  droite  considérée.-—  Si  Xt  »  d^i,  il  résulte  des  calculs  qui  pré- 
cèdent que  l'équation  de  la  droite  se  réduit  kx  —  xi  =  o.  Si  ys  =»  yi  «Ue 
réduit  ky  —  yi  =  o. 
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631.  Dvoitas  perpendioolairas.  —  Les  deax  droites  seront 
perpendtcahires  TiiBe  sur  l'antre  si  la  tangente  de  leur  angle  est 

égale  ^  ^  ~  9  c'esl-à-dire  est  infinie.  A  supposer  m  et  m' finis,  cette 

circonstance  se  présentera  si  i  +  mm^  =  o. 

Si  m  (ou  m')  est  infini,  l'une  des  deux  droites  est  parallèle  à 
^Taxe  des  y;  pour  que  Tautrelui  soit  perpendiculaire,  il  faut  qu'elle 
soit  parallèle  h  Taxe  des  x,  donc  que  m'  (ou  m)  soit  nul,  ce  qu^ 
•ora  lieu  encore  si  i  +  mm'  =  o. 

Cette  relation  est  donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  les  deux  droites  soient  perpendiculaires. 

632.  Appyo«liQa  :  éq[oc^oa  dm  la  parpeadlealalre  abaissée 
û'ma  peAnt  doimé  sur  use  droite  donnée.  —  Soient  x^^  y^  les 
coordonnées  du  point  donné  et  m  le  coefficient  angulaire  de  la 
droite  donnée.  L'équation  demandée  est  d'après  ce  qui  précède 

y  —  7o=  — ^(«  — af>)       ou      (ar— To)-hm(j  — 7o)  =o. 

équation  d'une  droite  passant  par  le  point  (xq,  y^)  et  ayant  pour 
coefficient  angulaire . 

633.  Distanee  de  deux  points.  —  Soient  M^  et  M^deux  points 
ayant  respectivement  pour  coordonnées  (x^,  y,) 

et  (x„  y,).  Formons  (fig.  'à/^i)  le  triangle  rec-  i*         yl 
langle  QM^H»  dont  l'hypoténuse  est  MiM.  et  dont  *^^  ^ 
les  cathètes  sont  parallèles  aux  axes.  On  voit  im- 
médiatement que  la  longueur  M^Q  est   la   va- 
leur   absolue  de  la  diflérencc   des   abscisses  a?,  °        ^    Pt     ' 
et  X,;  donc  M,Q*  ==  {x,  —  x.Y;  de   même  *"'»  '^' 
M,Q^  =  (y,  — y,)«  ;  le  théorème  de  Pythagore  (199)  donne  alors 

Ji.M;  =  (x,-a:,)'-f-(y2~yi)*; 

ainsi  la  distance  des  deux  points  (quantité  que  nous  regardons 
comme  essentiellement  positive)  est  égale  à  la  racine  carrée  posi- 
tive /(xa  —  x,)«  -iT^y^—y-y, 
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634.  Diatance  de  Torigine  ou  d'un  point  quelconque  aune 
droite  donnée.  —    Soit   Aa?  4-  By  4-  C  =  o   Téqualion  de  la 

droite  ;  son  coefficient  angulaire  est  —  g  et  la  perpendiculaire 

abaissée  de  l'origine  sur  elle  a  donc  pour  équation  y  =  jrx.  On 

calcule  sans  peine  les  coordonnées  (xj,  yt)  du  point  d'intersection 
de  cette  perpendiculaire  avec  la  droite  donnée  (voir  611)  :  ce  sont  : 

3C,  =  —  ^a   .   ]^i  *    yi  =  —  ^>   .   ^a  ;    le  carré    de   la  distance 

cherchée  a  donc  pour  valeurs  (d'après  633)  x\  4-  y^^   c'est-à-dire 
C«(A»-4-B«)  C* 

TSmTP^  ^"  A«  4-  B*  • 

Un  calcul  semblable  montre  que  la  distance  du  point  (x^,  y^)  à 
la  droite  Ax  4-  By  -H  G  =  o  a  pour  valeur  la  racine  carrée  posi- 
tive de  ^Aîi^t_§2X±^ . 
live  de ^2  ^  i^i 


635.  BiaaoGtrioe  d'un  angle.  —  La  bissectrice  d'un  angle  est 
le  lieu  géométrique  (^)  des  points  également  distants  des  deux 
côtés  de  l'angle. 

Or  soient 

Ax  4-  Bj  4-  G  =  o,      A'x  4-  B>  4-  G  =  o 

deux  droites  données  par  leurs  équations  ;  les  distances  d'un  point 
quelconque  (Xo,  jo)  ^  ces  deux  droites  seront  égales  si  l'exjpressîon 
indiquée  à  la  fin  du  n°  précédent  a  même  valeur  pour  les  deux 
droites  ;  il  en  sera  ainsi  si  les  coordonnées  Xq  et  y^  satisfont  &  la 
relation 

Axq  -f-  Bjo  4-  g  ^  X'xq  4-B>o  4-  G 
^X^^TB^  v/A'«  4-'  B"^ 

ou  (')  à  la  relation 

Axo4-Bjo4-G  ^  _  A^a-o  4-  B>o 4~  G^ ^ 
V^A*  -h  B«  v^A'2  -4-  B'« 

Il  en  résulte  que  le  lieu  géométrique  des  points  équidistants 

(*)  Sur  les  lieux  géométriques  en  géométrie  analytique  voir  n^'  611. 
(*)  Dans  les  deux  cas  Ks  carrés  des  deux  membres  seront  égaux. 
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des  deux  droites  données  se  compose  de  deux  droites»  lesquelles 
ont  pour  équations 

/Â?TF^  /A'«-4-B'*       ^       /Â»TB*  v^r^TB^ 

Ces  droites  sont  les  deux  bissectrices  des  quatre  angles  formés 
par  les  droites  données. 

636.  Coordonnées  d*un  point  d'une  droite  en  fonction  d*un 
paramètre.  —  Considérons  une  droite  D^MqU,  passant  par  un 
point  donné  M^  de  coordonnées  Xq»  y^,  et  orientée»  c'est-i-dire 
sur  laquelle  on  a  choisi  un  sens  positif 
'sens  MqD  indiqué  par  la  flèche  sur  la 
figure  2^2).  Les  coordonnées  d'un  point 
quelconque,  M,  de  cette  droite  se  lais- 
sent mettre  sous  une  forme  remarqua* 
ble. 

Le  point  M»  en  effet,  peut  être  défini 
par  l'abscisse  qu'il  a  sur  la  droite  don- 
née, c'est-à-dire  par  sa  distance  au  point  M^  (soit  X  =  MqM) 
afffectée  du  signe  -H  ou  —  suivant  que  M  est  sur  M,,D  ou  sur 
M,D'. 

Appelons  alors  (p  l'angle  que  fait  avec  M^D  la  parallèle  M^^x'  au 
demi-axe  Ooc.  Menant  également  Mo/  parallèle  au  demi-axe  Oy, 
nous  voyons  immédiatement  que,  quel  que  soil  le  point  M  sur  la 
droite  considérée ^  ses  coordonnées  a/  et  /  relatives  aux  axes  Mnx\ 
Mo/  sont  toujours  —  étant  donné  la  convention  iaite  sur  le  signe 
de  X  —  données  par  les  formules 

x'  =  X  CCS  o,         y  =\  sîn  o  ; 

il  résulte  dès  lors  des  formules  du  n"*  620  que  les  coordonnées  x  et 
y  du  point  M  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy  sont  (*) 

(12)  «  =  xo -h  Xcos<p, .      j'r^yo-H  X  sin  9. 

(*)  On  peut  se  servir  des  formules  (12)  pour  résoudre  le  problème  sui- 
vant :  division  d'un  segmsnt  dans  un  rapport  donné.  Soit  Mq  M,  un  seg- 
ment une  droite  D'D.  Désignons  par  M  le  point  qui  partage  ce  segment 
dans  un  rapport  donné  k  (nombre  positif),  c'est-à-dire  le  point,  situé 
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637.  Division  hmrmonlqmB.  —  Les  fomraks  qui  précédai 

sont  utiles  en  particulier  lorsque  l'on  a  à  considérer  une  division 
harmonique  (203)  sur  la  droite  D'D  :  elles  permettent  de  calculer 
irès  simplement  les  coordonnées  du  point  de  la  droite  donnée  qui 

est  conjugué  harmonique  de  Mj, 
par  rapport  i  deux  autres  points 
donnés. 

Soient  M,  et  M,  les  points 
donnés  qui  sont  définis  (sur 
D'D)  par  leurs  abscisses  d*ori- 
gine  Mq,  soitXj  et  X^  (nous  sup» 
posons,  sur  la  figure  3^3,  que 
ces  deux  nombres  sont   posi- 


Fig.  243. 


tifs).  L'abscisse  X,»  du  point  M,,  conjugué  harmonique  de  M^  par 
rapport  à  M,  et  M^,  n'est  autre  que  la  distance  MoM,;  d'après  une 
remarque  faite  plus  haut  (t.  I,  p.  âio,  note  i),  elle  est  liée  i  X, 
et  Xs  par  la  relation 


I 


1 


1 

h' 


d'où  Ion  tire X,  =  ,-i^; 

j'en  conclus  que  les  coordonnées  du  point  M,  sont 


(•3) 


aro 


aXjX, 


aXjXa 


5^-j-^^cos^.     Jo -i- 5^;-qrx, 


sin  9. 


Si  le  point  Mq  était  situé  entre  M^  etJMfi  ou  au  delà  de  M,,  l'un 
des  nombres  ou  les  deux  nombres  X^  et  X|  auraient,  d'après  ks 
conventions  du  n®  636,  des  valeurs  négatives.  On  démontrerait  fa- 
cilement qu'en  ce  cas  encore  Tabcisse  )^  (positive  ou  négative)  du 
conjugué  harmonique   Ma  de   Mo   est    liée   à   Xj   et  Xs   par    la 


MM 

entre  Mq  et  M,,  tel  que  î^|-  =  A\  On  trouve   que  si  Ton  désigne    par 

i^Oi  2/0)  et  {Xi,  yi)  loi  coofdonii^es  de  Mo  et  Mi,  celiet  de  M  sont  : 

k  k 

*  =  *o  +  T^k  ^'*  ■"  *<>^'     ^^  =  -^0  +  —çn  ^''i  ""  -^o^- 

En  particulier,  si  le  =  1,  U  point  M  est  la  milieu  de  Mq  M,  et  l'on  a  : 


=  «•  +  ^  ^«1  —  *9)  =  • 
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relation  t~  +  r  =  r  «  ^^  sorte  que  les  coordonnées  de  M3  sont 
toujours  données  par  les  formules  (i4). 

638.  E<|aation  du  oerole.  —  II  est  facile  de  former  Téquation 
du  cercle  dont  le  rayon  a  une  longueur  connue,  R,  et  dont  le 
"Cenlre  est  donné  par  ses  coordonnées  a,  6. 

Appelant  x,  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  cir- 
•conférence  du  cercle,  le  carré  de  la  distance  de  ce  point  au  point 
(a,  6)  est  {x  —  a)*  -t-  (y  —  by  [n**  633]  ;  exprimant  que  ce  carré 
•est  égal  à  R',  nous  avons  la  relation 


ou 


[X  —  fl)«  -i-  tr  -  by  =  R» 

a?»  -H  y*  —  a  oor  —  a  6/  -4-  (a«  -+-  6*  —  R*)  =  o, 


qui  est  Téquation  du  cercle  puisqu'elle  est  satisfaite  par  les  coor- 
données de  tous  ses  points. 

Réciproquement,  considérons  la  relation  obtenue  en  égalant  k  o 
un  polynôme,  du  second  degré  en  x  et  y  et  dont  les  termes  du 
second  degré  se  réduisent  à  (*)  a;*  4-  y*  ;  celte  relation,  que  Ton 
peut  écrire  sous  la  forme 

{i4)  X*  -H  j^*  -h  dap  -f-  «y  -f-/=  o,  (rf,  e^  f  constantes) 

^st  l'équation  d*un  cercle,  si  toutefois  elle  représente  effectivement 
«ne  courbe. 

En  effet  le  premier  membre  de  (i4)  peut  être  considéré  commet 
3e  développement  de  l'expression 

(— f)--(^-i)'-(î-'j-/) 

Si  donc  j-i-j  — />  o»  cette  équation  représente,  d'après  ce 
-qui  précède,  le  cercle  de  rayon  \/  j  -^j—f*  <loot  le  centre  a 
pour  abscisse et  pour  ordonnée  —  * 


a 


(*)  Ou  plus  généralement  au  produit  de  {afl  4-  y^)  par  une  constante; 
mais  en  dmsant  alors  par  cette  constante  nous  pouvons  toujours  mettre 
itL  relation  sous  la  forme  (i4). 
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Si  J-  +  J /<  o,   réquation   (i4)  ne   représente  aucune 

courbe  ;  on  ne  peut  trouver,  en  effet,  aucun  couple  de  valeurs  de  x 
et  y  pour  lequel  on  ait 

puisque,  quels  que  soient  a?,  y,  les  deux  carrés  du  premier 
membre  sont  des  nombres  positifs  dont  la  somme  ne  peut  être 
négative. 

Dans  le  cas  où  Ton  aurait  -r  -^  "i  —  /  =  o,  Tégalilé  (i5)  ne 
pourrait  être  satisfaite  que  pour  les  valeurs  de  o;  et  y  qui  annulent 
05  -H  -  et  y  -H  -  ;  Téquation  représenterait  donc  un  point  unique, 

de  coordonnées  —  -  et  —  - .  [On  peut  dire  qu'en  ce  cas  le  cercle 

a  un  rayon  nul  et  se  réduit,  par  conséquent,  à  son  centre.] 

Etant  donnée  l'équation  d'un  cercle,  la  valeur  du  rayon  et  les 
coordonnées  du  centre  s'en  déduiront  immédiatement  diaprés  ce 
qui  précède. 

639.  lotersection  d'une  droite  et  d'un  cerole.   —  Etant 

donnés  un  cercle  et  une  droite  d'équations 

(i6)    (x  —  ay  4-  (j  —  6)«  --  R*  =  o  Ax-hBy-hC  =  o. 

tes  coordonnées  de  leurs  points  d'intersection  [solutions  du 
système  des  deux  équations  (i6)]  s'obtiennent  immédiatement  en 
tirant  y  (en  fonction  de  x)  de  l'équation  de  la  droite  et  portant 
dans  l'équation  du  cercle;  on  est  ainsi  ramené  h  la  résolution 
(l'une  équation  du  second  degré  et  l'on  constate,  en  discutant 
cette  équation  et  interprétant  géométriquement  les  résultats  : 

1°  Que  réquation  a  deux  racines  distinctes  si  la  distance  du 
centre  du  cercle  à  la  droite  donnée  est  moindre  que  le  rayon  ;  la 
droite  coupe  alors  le  cercle  en  deux  points  ; 

2"*  Que  réquation  n'a  aucune  racine,  si  la  distance  considérée 
est  supérieure  au  rayon  ;  la  droite  ne  rencontre  pas  le  cercle  ; 

3*  Qu'elle  a  une  seule  racine,  si  cette  distance  est  égale  au  rayon. 
En  ce  dernier  cas,  la  droite  est  tangente  au  cercle. 
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640.  Equation  de  la  tangente  en  un  point  d'un  cercle.  — 

Soil  un  cercle  (x  —  a)*  -h  {y —  6)'  =  R*  et  oîi,  yi,  les  coor- 
données d'un  point  spécial  quelconque  de  ce  cercle. 

L'équation  de  la  droite  qui  est.  tangente  au  cercle  en  ce  point 
peut  être  déduite  de  la  théorie  des  dérivées  ainsi  que  nous  l'avons 
dit  au  n"*  613.  On  peut  aussi  l'obtenir  en  exprimant  que  la  tan- 
gente est  perpendiculaire  au  rayon  mené  du  centre  du  cercle  au 
point  (xi,  y,)  ;  on  obtient  ainsi  l'équation 

{x^  ^a)(x-^  X,)  4-  (jt  —  b){y-  y,)  =  o. 

641.  Changement  de  notations.  —  Lorsque  l'on  veut  écrire 
l'équation  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  d'une  courbe,  on 
désigne  souvent  par  (x,  y)  les  coordonnées  de  ce  point  quelconque 
[coordonnées  qui  satisfont  à  l'équation /(x,  y)  =  o  de  la  courbe] 
et  Ton  emploie  alors  d'autres  lettres,  telles  que  X,  Y,  pour  repré- 
senter les  coordonnées  des  points  de  la  tangente  [c'est-à-dire  les 
coordonnées  d'un  point  qui  est  supposé  se  mouvoir  le  long  de  la 
tangente].  Ainsi  l'on  écrira  que  l'équation  de  la  tangente  en  un 
point  du  cercle  (i6)»  a  pour  équation 

(17)  (x  -  a)  (X  ^  X)  4-  Cr  -  6)  (Y  -  y)  =  o, 

équation  du  premier  degré  par  rapport  aux  deux  variables  X  et  Y, 
que  l'on  appellera  souvent  coordonnées  courantes  (*). 

642.  —  Cas  particulier  où  le  centre  du  cercle  est  à  t origine,  — 
L'équation  du  cercle  s'écrit  en  ce  cas 

x«  -f-  j'»  =  R» 

et  l'équation  (17)  de  la  tangente  devient 

x(X  —  x)  -h  y  Ci  —  j')  =  o      ou      xX  -+-  yY  —  x'  —  j'*  =  o, 

ou 

xX-hj^Y  =  R«, 

puisque  l'on  a  x*  -h  y'  =  R*. 

(*]Ce  sont  ces  coordonnées  qui,  dans  l'équation  (17)  jouent  le  rôle  des 
coordonnées  appelées  x,  y  aux  n^  624  sqq.,  tandis  que  x,  y  sont  ici  des 
nombres  fixes  donnés. 

BocTmooz.  —  Lm  Priacipee  de  rAnaljM  mathématiqao.  II  h 
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5.  —  Les  sections  coniques» 

043.  —  Nous  allons  ao«s  •ccufwjr  miii»fe.nant  des  eoudbes 
planes,  autres  que  le  cercle,  qui  ne  peuvent  être  rencontrées  par 
une  droite  quelconque  en  plus  de  deux  points  :  U  résulte  du 
no  610  que,  par  rapport  à  un  système  d'axes  Oxy  Oy,  réquakioa 
d'une  telle  courbe  est  de  la  (orme 

(l)  f{x.y)  =  o, 

oiif{x,  y)  est  un  polynôme  du  second  degré  par  rapport  aux  deux 
variables  x,  y. 

La  géométrie  analytique  de  Tespace  à  trois  dimensions  montre 
que  les  courbes  ainsi  définies  sont  précisément  celks  et  toutes 
celles  que  Ton  peut  obtenir  en  coupant  un  cône  quelconque  par  un 
plan  quelconque  :  ce  sont  donc  bien  les  courbes  étudiées  par  les 
géomëtres  grecs  sous  le  nom  de  sections  coniques  (xwvtxà;  cf.  Prem, 
Liv.,  m,  S  5,  6). 

Suivant  une  notation  consacrée,  nous  écrirons  ainsi  T équation 
générale  des  sections  coniques  : 

(s)    f{x^  y)  ^s=^koa^  -4-  ihœy  -+-  C^"  -f-  aD»  h-  ylLy  ^-  F  =  o. 

Cette  équation,  lorsqu'on  y  donnera  aux  coeflicientls  constants 
Â,  B,  ...  F  des  valeurs  particulières  représentera,  telle  section 
conique  que  Ton  voudra. 

644.  Tangente  en  un  point  c^tnie  ooniquo.  —  Soit  (xq,  ^o) 
un  point  de  la  section  conique.  L'équation  de  la  tangente  à  la 
courbe  en  ce  point  est  fournie  par  la  règle  générale  établie  au 
n"  613  (voir  p.  Sa,  note  i)  : 

(3)        /,  (xo.  y^) .  {x  —  x;)  -+-  /;  {x^,  ^o)  •  (r  —  yo)  =  o 

où  x,  y  désignent  les  coordonnées  courantes  (*). 

Ainsi,  si/(a:,  y)  est  développé  sous  la  forme  (a),  l'équation  (3) 

((y  Gsnfonnëmttnt  aux  naClBfctKms  du  n^  64i,  oir  peut  amti  dKngmr  par 
X,  Y  Ast  coordonaéer  eoorantBs^  par  (x,  y)  le  point  coniid<!ré  «mrh 
conique. 
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de  la  tangente,  diTÎsée  par  a,  8*écrit  : 

(4)  {\x,  -4-  B/o  +  D)  (ar  -  x^)  -^  (Boco  H-  C^o  -h  E)  (7  -  y,)  =  o. 

ou  [en  combinant  a^ec  l'équation  {1),  a  laquelle  satisfont  Xq  et  jo]» 
(k^*)  (A«o-+-Bjo-+-I>)ar-+-(Bxo-4-C7o-h  E)7-h(Dar,-+-Ej'o-hF)=o, 

646.  Centre  d'une  conique.  —  Etant  donnée  la  conique 
d'équation  (a),  considérons  les  valeurs  de  x,  y  qui  satisfont  au 
système  des  deux  équations  du  premier  degré  : 

(K\      i/-(^»  J')  =  o  c'est-à-dire.  V  A«  +  Bj  -+-  D  =  o 

(f,{x,  y)  =  o,    en  dirisant  par  a:     (  Bx  -^  Cy  -^E  =  of 

Ces  valeurs  existent  et  sont  déterminées  d'une  manière  unique 
si  l'expression  B'  —  AC  est  non^nulle  (voir  n*  366).  Nous  nous 
placerons  pour  le  moment  dans  cette  hypothèse  et  appellerons 
centre  de  la  conique  le  point  dont  les  coordonnées  xety  sont  dé- 
terminées par  les  équations  (5). 

En  considérant  une  droite  de  coefficient  angulaire  quelconque 
passant  par  le  centre,  on  vérifie  aisément  la  proposition  suivante  : 
Toute  droite  passant  par  le  centre  et  rencontrant  la  conique,  la 
coupe  en  deux  points  également  distantes  du  centre. 

C'est  celte  propriété  fondamentale  du  centre  de  la  conique  qui 
en  justifie  le  nom. 

646.  Traoeport  de  1  origine  an  œntre.  —  Appelant  Xi,  y^  les 
coordonnées  du  centre,  faisons  un  changement  d'axes  de  coor- 
données, les  nouveaux  axes  étant  parallèles  aux  premiers  (et  de 
même  sens,  voir  n®  620)  et  ayant  pour  origine  le  centre  (ojj,  y^. 

Si  nous  désignons  par  x^,  y'  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  conique  par  rapport  aux  nouveaux  axes,  nous  aurons 
comme  nouvelle  équation  de  la  courbe  (cf.  p.  36,  note  2)  : 

l  A(:r.4-x')*-haB(x,-f-x')(j,+/)-hC(7, -+-/)* 4-aD(x,^x') 

^'^  f  4-2E(:r.+/)4-F=o. 

Ordonnant  par  rapport  à  x'  et  /,  et  tenant  compte  du  fait  que 
les  valeurs  Xi,  y^  sont  solutions  des  équations  (5),  nous  voyons 
que  l'équation  (6)  se  réduit  à 

Aa/ *  4- a  Bo// -h  Cy  * -H(Aa:Î4- a  Bx^.-hCjî-ha  D.T, -+.  a  Ej^, -H  F)  =0, 
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on  (en  désignant  par  F'  la  quanlité  constante  entre  parenthèses)  : 

\x'*  -h  aBx'y  H-  cy«  -+-  F  =  o. 

Cette  équation  ne  contient  pas  de  termes  du  premier  degré  en 
x'  et  /.  D'où  avantage,  lorsqu'on  veut  étudier  une  conique  parti- 
culière, h  prendre  le  centre  de  celte  conique  comme  origine  des 
coordonnées. 

647.  Axes  d'une  conique  à  centre.  —  Nous  appelons  conique 
à  centre  une  conique  qui  a  un  centre,  c'est-à-dire  telle  que 
B*  —  AG  ;zf  o  [en  supposant  son  équation  mise  sous  la  forme  (2)]. 

Prenant  le  centre  comme  origine  des  axes  de  coordonnées  rec- 
tangulaires Ox,  Oy,  nous  venons  de  voir  que,  quelle  que  soit 
d'ailleurs  la  direction  des  axes,  l'équation  (2)  se  réduit  à 

(7)  Ax*  -H  2Bxy  4-  Cy*  -+-  F  =  o. 

Faisons  un  changement  d'axes  de  coordonnées  sans  toucher  k 
Torigine  (voir  n"*  621).  Appelant  a  l'angle  que  fait  Ox  avec  le  nou- 
vel axe  des  abscisses  Ox\  nous  savons  que  les  nouvelles  coor- 
données x',  y  d'un  point  quelconque  de  la  conique  sont  liées  aux 
anciennes  par  les  relations  (^)  du  n^  621  en  sorte  que  la  nouvelle 
équation  de  la  conique  est  : 


(S))*'-' 


ces  «  —  j''  sin  a)'  -h  2  B  {x'  ces  a  —  /  sin  a)  (x'  sin  a  H-/  cos  a . 
-f-  C  (a/  si n  a  4-  /  ces  a)*  -f-  F  =  o. 


Supposons  en  particulier  que  l'angle  a  soit  choisi  de  telle  sorte 

que  l'on  ait 

aB    . 
tangaa  =  ^^— ^. 

en  développant  et  ordonnant  l'équation,  (8)  nous  constaterons  que 
les  termes  en  x'y'  se  détruisent  et  que  l'équation  se  réduit  à 

(A  cos*  a  -h  2  B  cos  or  C  sin  a  4-  «in*  a)x'* 

H-  (A  sin*  a  —  2  B  cos  a  sin  a  +  C  cos*  a)/*  -h  F  =  o. 

équation  de  la  forme  : 

(9)  A'ar'*-^Cy*.^F  =  o, 
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OÙ  A',  C,  F'  sont  des  constantes,  les  deux  premières  élanl  sûre- 
ment non-nulles  ('). 

Les  nouveaux  axes  de  coordonnées  Ox',  0/  (qui  se  rencontrent 
au  centre  de  la  conique)  sont  appelés  axes  de  la  conique;  ils 
jouissent  d*une  propriété  fondamentale  immédiatement  Yérifiablc 
à  l'aide  de  l'équation  (g)  :  les  points  de  la  conique  sont  deux  h 
deux  symétriques  par  rapport  à  eux  (').  Cette  propriété  permet 
d'établir  que  lesOx'  et  0/  sont  bien  les  mêmes  droites  qui  avaient 
reçu  le  nom  d'axes  dans  la  théorie  géométrique  den  coniques. 

Remarques.  —  La  détermination  de  l'axe  Ox' est  toujours  possible 

et  possible  de  deux  manières  (');  en  effet,  quel  que  soit  le  nombre 

aB 
^  _^  /^y  il  existe  toujours  deux  angles  (supplémentaires) ayant  une 

tangente  égale  à  ce  nombre.  Si  A  =  C,  B  ;zf  o,  on  a  : 

lang2a  =  oo  331  =  - ou — ,  «  =  7- ou -7-. 

Exceptionnellement  si  A  =  G  et  B  =  o,  la  valeur  à  laquelle 
doit  être  égal  tang  aa  se  présente  sous  la  forme  -  et  n'a  plus  de 

sens.  Mais  ce  cas  est  aisé  à  étudier  directement,  car  d'après  le 
n^  638  nous  avons  alors  affaire  à  un  cercle.  Or,  évidemment,  tous 
les  diamètres  du  cercle  jouissent  de  la  propriété  fondamentale  qui, 
dans  le  cas  général,  n'appartient  qu'aux  deux  droites  appelées 
axes. 

648.  Glassiiication  des  conl<|ues  à  centre.  —  Si  nous  pre- 
nons pour  origine  0  le  centre,  et  pour  axes  Ox,  Oy  les  axes  d'une 
conique  à  centre,  celle-ci,  d'après  ce  qui  précède,  a  une  équation 


(*)  On  véiifie  aisément  que  si,  comme  nous  l'avons  supposé,  B'  —  AG 
n'est  pas  nul,  les  coefficients  A',  C  de  l'équation  (4)  ne  sauraient  être 
nuls. 

(*)  Il  résulte  de  la  définition  de  la  symétrie  (176)  qu'un  point  de  coor- 
données (oTi,  2/1)  a  pour  symétriques  :  par  rapport  à  l'axe  des  x,  le  point 
(*, — yi)  ;  par  rapport  à  l'axe  des  y,  le  point  ( —  a?i,  y\).  Or  si  les  coor- 
données [xi,  y\)  satisfont  à  l'équation  (9),  il  en  est  évidemment  dé  même 
des  coordonnées  (rci  —  yx)  ou  { —  Xuy\)* 

(3)  On  peut  prendre  pour  axe  des  x'  l'un  ou  l'autre  des  deux  axes  de  la 
conique. 
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delà  forme 

(9^-)  Aa:»  4-  C/»  -f-  F  =  0. 

ou  bien,  en  divisant  par  —  F  {dans  t hypothèse  où  F  ;^  0)  : 

f^  Q 

(lo)      AiX»-4-Cj«=i        où        Ai  =— p-.  Cl  =~Y-. 

Nous  distinguerons  divers  cas,  suivant  les  signes  des  coeffi- 
cients (non-nuls)  Ai  et  Ci. 

640.  —  1°  Si  Al  et  Ci  sont  tous  deux  négatifs,  Téquation  (lo) 
ne  représente  aucune  courbe,  car  alors  le  premier  membre  de 
réquation  a  une  valeur  négative,  quelles  que  soient  les  valeurs 
données  i  x  et  y  et  ne  peut  par  conséquent  jamais  être  égal  k  i. 

2*  Si  A,  el  Cl  sont  tous  deux  positifs,  posons  (*)  :  Ai  =-j» 
G]  =  A;  réquatton  (lo)  s'écrit  alors  : 


(II) 


Fig.  244. 


Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  a  >  6;  nous  serions 
conduits  aux  mêmes  résultats  quand  6  >  a  en  intervertissant  les 

rôles  des  axes  de  coordonnées  ;  si  a 
était  égal  à  6,  la  courbe  serait  un 
cercle  de  rayon  a. 

Soit  donc  a  >  6.  On  voit  immé- 
diatement qu«  la  courbe  coupe  V^xt 
des  X  en  deux  points  A  et  A'  d'ab- 
scisses -h  a  et  —  a  [en  effet,  Téqua- 
lion  est  satisfaite  pour  y  ==  o,  x*  =  a*]  ;  elle  coupe  l'axe  des 
y  en  deux  points  B  et  B'  d'ordonnées  -4-  6  et  —  6.  En  déter- 
minant d'autres  systèmes  de  valeurs  de  a;  et  y  satisfaisant  à  Téqua- 
tion  (il),  on  se  fera  facilement  une  idée  de  sa  forme,  que  repré- 
sente la  figure  (244)*  Cette  courbe  nous  est  d'ailleurs  bien  connue, 

(1)  Nous  exprimons  ainii  qoe  Ai  et  Bi  sont  positifs,  puisque  lo  carres 
a*  et  &'  sont  nécessairement  positifs. 
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car  nous  aHoms  démovlrer  que  c'est  une  éSiffm  ayant  pour  gnamd 
axfi  ia  droite  A^A  et  pour  petit  axe  la  droite  B'B. 

Posant  c  =v/a'  —  6* ,  considérons  sur  Taxe  des  x  (axe  A' A)  les 
points  C  et  C  J'abscîsse  -f-  c  et  —  c.  'Nous  allons  montrer  que, 
quel  que  soit  le  point  M  que  Ton  considère  sur  la  courbe  d'équa- 
tion (ii)>  on  a  : 

MG-+-MG'  =  aa: 

il  en  résulte  que  la  courbe  est  une  ellipse  de  foyers  G'  et  C. 

Pour  faire  la  démonstration,  appelons  x  et  y  les  coordonnées 
de  M  ;  nous  avons  (633) 

longueur  MC  =  y{x  —  c)""  -h  y*  ;       longueur  MC  =  \/{x  -h  c)*  h-  y^ . 


Mais,  pui^giie  M  eaiscir  la  coorbe,  on  a  d'après  (i  i) 
d*Gi!i,  en  développant  et  ordonnant  sous  le  radical 


MG  =  y  x^ii  —  ^\  _  acx  +  b«  -h  c«; 
ou,  puisque  a'  =  6*  +  c*  : 


AiAÛ  :  longueur  MC  =  ±  /«  —  -«  )  » 

où  le  sigtte  k  prendre  est  le  si^ne  4-,  car  pour  tout  point  de  la 
coarbe  on  a  (*)  —  a<,x  <:,a,  donc  -x  <.a  (puisque  c  <  a), 
donc  -x  —  a<  o{or  la  lon^^ueur  MC  est  essentiellement  positive). 

Un  calcul  semblable  montrerait  que  :  longueur  MC  =  a  +  ~âp  ; 
on  a  donc  bien  :        MG  +  MC  :=  a  a. 

(^j  L'égalité  ]p  «  i  —  ^  dont  le  premier  membre  est  positil  ne  peut 
étriMtiifnteq«ssi  ^  <  t  ou  |x|  <  «. 
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La  longueur  2C  est  appelée,  comme  nous  l'avons  dit  au  n*  244 

distance  focale  de  Fellipse  ;  le  rapport  e  =  -est  VexcerUricilé  ; 

il  est  nul  si  a  =  6,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  l'ellipse  se  réduit  à 
un  cercle. 

660.  —  3*" Supposons  Aj>o,  Ci<o.  Posant  Ai=  -,,  C,  =  p, 
nous  avons  l'équation  de  la  conique  sous  la  forme 


(la) 


La  courbe  coupe  l'axe  des  a;  aux  points  A  et  A'  d'abscisses  -+-  a  et 
—  a;  elle  ne  coupe  pas  l'axe  des  y  (car,  pour  x  =  o,  aucune  va- 
leur de  y  ne  satisfait  à  l'équation).  Un  calcul  semblable  à  celui  du 
n*"  640,  montre  plus  précisément  que  la  courbe  d'équation  (la) 
est  une  hyperbole  dont  A'A  est  Taxe  transverse;  les  foyers  C  et  G 
de  cette  hyperbole  sont  les  points  de  l'axe  des  x  qui  ont  pour 

abscisses  -+-  c  =\/a}  -h  6»  et  —  c  =  —  ya^  -h  6*  ;  la  distance  fo^ 

c 
cale  est  2  c  et  l'excentricité  ^  =  r . 


Les  droites  d'équations  (*) 


X       y 
r  =  O, 

a        h 


X 

a 


Y 


o, 


CTA' 


représentées  en  pointillé  sur  la  figure,  sont  les  asymptotes  de  l'hy- 
M*.  perbole  :  si  l'on  considère  une  pa- 
rallèle PM  à  l'axe  des  y  qui  coupe 
la  courbe  en  M  et  Tune  des  asympto- 
tes en  M'  (fig.  2/i5),  on  voit  facile- 
ment (*)  que  la  distance  MM'  tend 
vers  G  quand  la  longueur  OP  aug- 
F»g-  2^6-  mente  indéfiniment. 

Cas  particulier,  —  Si  a  =  6,  l'hyperbole  est  dite  équîlalère. 

(^)  L'eosemble  des  points  de  ces  deux  droites  est  l'ensemble  des  points 

dont  les  coordonnées  satisfont  à  l'équation  (-  —  JJ  ( — hr)=  o  ou 

a:*       y* 

--z  —  Tï  obtenue  en  égalant  à  o  le  premier  membre  de  l'équation  (12)  ; 

cette  équation  des  asymptotes  est  du  type  envisagé  plus  bas  au  n^  65i. 
(*)  En  effet,  si  l'on  prend  par  exemple  M  et  M'  dans  l'angle   des  coor- 
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4**  Supposons  maintenant  que  dans  l'équation  (lo).  Ai  <^  o, 
Cl  >  o.  En  intervertissant  les  rôles  des  axes  Ox,  Oy,  nous  arrivons 
aux  mêmes  conclusions  que  dans  le  cas  précédent.  L'axe  trans- 
verse de  rhyperbole  sera  Taxe  des  y  au  lieu  d'être  Taxe  des  x. 

661.  —  5**  Pour  achever  la  discussion  de  l'équation  (g**^*),  il 
nous  reste  à  examiner  le  cas  (écarté  au  n^  648)  où  F  =  o. 
Considérons  donc  l'équation 

(i3)  Ax«=  —  Cj*. 

Si  (*)  A  et  ( —  C)  ont  des  signes  contraires,  Téquation  ne  repré- 
sente qu'un  point  unique,  l'origine  des  coordonnées  [pour  toutes 
autres  valeurs  de  x  et  y,  les  deux  membres  de  (i3)  ont  des  signes 
opposés  et  ne  peuvent  donc  être  égauxj. 

Lorsque  A  et  ( —  C)  ont  le  même  signe,  le  rapport  ^^^  est  po- 
sitif; appelons  ce  rapport  /«*;  Téquation  s'écrit  : 

y^  —  m*x*  =  p         ou         (y  —  mx)  (y  -\-  mx)  =  o. 

Les  points  dont  les  coordonnées  satisfont  à  cette  équation,  sont 
les  points  des  deux  droites 

y  —  mx  =  o,  y  -h  ma;  =  o  ; 


données  positives  (cas  do  la  fig.  245)  on  a,  en  posant  OP  =  x  : 

PM  {ordonnée  du  point  M)  =  -  y/x«  —  o«,  d'après  (la);  et  PM'  =  6  -, 

d'où  MM'  =  ^  /a?  —  /x2  —  aA. 

Pour  étudier  cette  expression,  multiplions-la  et  divisons-la  (ce  qui  ne 
la  change  pas)  par  une  même  quantité  (x+  ^x*  —  a*)  et  appliquons 
l'identité  (a  —  p)  (a  +  P)  =  a»  —  P*.  Nous  avons 


-  J^Iâ^  =  ("  -V^^î-inïs)  (x  +  /.»  -  g») 


X  +  y/xS  —  ai  X  4-  /x»  -f  a2 


quantité  qui  tend  manifestement  vers  o  (car  son  dénominateur  augmente 
indéfiniment)  lorsque  l'abscisse  tend  vers  Tinfini  par  valeurs  positives. 

(^)  D'après  les  hypothèses  faites  plus  haut,  A  et  C  ne  sauraient  être 
nuls  (voir  les  n«  648  et  647). 
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la  section  conique  se  iléoompo«e  donc  en  deux  droîles  qui  se 
coupent  à  l'origine  des  coordonnées. 

66X  GimiqMS  dépcarrueB  de  oestre.  —  Noos  avons  vu  que 

la  conique,  dont  Téqualion  est  mise  sous  la  forme  générale  (a),  ne 
possède  un  centra  que  si  les  coefficients  A,  B,  C  sont  tels  que 
B*  — AGt^o. 

Dans  le  cas  où  B«  —  AC  =  o,  la  conique  est  dépourvue  de 
centre  et  les  transformations  des  n^'  646-47  ne  sont  pas  possibles. 

Eludions  donc  directement  la  conique  dépourvue  de  centre,  dont 
l'équation  peut  s'écrire,  <^)  si  toutefois  A  psf  o  : 

B  B«  D  E  --   F       ^ 

(i4)  «*  4-  «  jJcy  -+-  jpy*  -h  a  jx  4-  2  j^j'  H-  ^  =  ^1 

ou      ix  -+-  j-yj  -h  2jrX  4-  a  jj  -+-  F  =  o. 

Faisons  un  changement  d'axes  de  coordonnées  en  conservant 
l'origine  O.  Appelant  Oxf,  0/  les  nouveaux  axes,  et  a  l'angle 
de  Ox  avec  Ox\  nous  obtenons,  d'après  les  formules  du  n*  621, 
la  nouvelle  équation  suivante  de  la  conique  : 

l  laf'cosa— /sina4-jfa/sina-h/cosaj  1  -ha ^-(x'cosa— /asîna) 

I  E  D 

f  4-ax(x'»ina4-/co8a)4-j-=0. 

Déterminons  l'angle  a  de  manière  que  le  coefficient  de  x'  à  Hn- 
térieur  du  crochet  soit  nul,  c'est-à-dire  de  manière  que 

B  .  ,  A 

cos  a -h -r  **^  "^  ^==  ^*         *^        4ang«=  —  g- 

A 
Quel  que  soit  le  nombre  —  g,  il  existe  toujours  deux  valeurs 

d'angles  (supplémentaires  Tune  de  l'autre)  dont  la  tangente  égale 
—  îj,  il  existe  donc  une  droite  unique  passant  par  0  dont  les  deux 

(*)  Dans  réqnatioii  générale  (a)  nous  remplaçons  C  par  ^,  puis  nous 
divisons  toute  l'équation  par  A. 
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moitiés  forment  avec  Ox  des  angles  ayant  ces  valeurs;  nous 
pouvons  prendre  comme  axe  Ox',  Tune  ou  Tautre  moitié  de  cette 
droite.  L*équation  de  la  conique  prend  alors  la  forme 

(i6)  Cy«  -^  aDV  +  aEy  H-  F  =  o, 

oh  G,  D',  E',  F'  sont  des  constantes. 

Admettons  provisoirement  que,  dans  cette  équation,  C  ne  soit 
pas  nul.  On  voit  aisément  qu'en  divisant  par  C,  ajoutant  et  re- 

E'* 

tranchant  une  même  quantité,  q^,,  et  groupant  convenablement 

les  termes,  on  peut  écrire  ainsi  Téquation  (si  loule/ois  D'  pz^  o)  : 
/  .       E'\«         D'  r  ,      /   E"  F  \] 

Faisons  alors  un  nouveau  changement  d'axes  de  coordonnées, 
les  nouveaux  axes  OV,  0"/  étant  parallèles  à  Ox',  0/  et  la  nou- 
velle origine  0'  ayant  pour  coordonnées  (par  rapport  à  Oaf,  0/) 

,  _    g»  F'  '  _      E' 


d*après  les  formules  du  n""  620,  la  nouvelle  équation  de  la  oo- 
nique  est  y^  4-  ^ttjX  =  o,  ou 

(i?)  /*  =  apx^. 

D' 
en  posant  p  =  j[y«  Nous  reconnaissons  dans  l'équation  (17)  la  re- 
lation qui,  chez  Apollonius  déji,  définissait  la 
parabole  (cf.  6118).  La  courbe  a  pour  Mm-    ^ 
met  l'origine  O',  pour  axe.  Taxe  OV  [c'est 
pourquoi  Ton  dit  que  (17)  est  Téquation  d'une 
parabole  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente 
au  sommet]. 

Un  raisonnement  anak^œ  à  celui  du  n*" 
649  permettrait  de  déduire  de  l'équation  (17) 
la  propriété  de  la  parabole  que  nous  avons 
prise  au  n*  246  comme  définition  de  cette  courbe  :  les  points  de  la 
courbe  sont  éqiiidistanls  du  foyer  et  (Tune  certaine  droùe  appelée 
directrice^ 


zedby  Google 


6o  LA    GÉOMÉTRIE   ALGÉBRIQUE 

653.  Paraboles  se  réduisant  à  deux  droites  parallèles  ou  à 
une  droite.  —  Nous  avons  fait  ci-dessus  deux  hypothèses  res- 
trictives en  admettant  que  D'  ;zf  o  et  C  ;zf  o  dans  Téquation  (i6). 
Il  nous  faut  examiner  les  cas  que  nous  avons  ainsi  laissés  de  côté. 

i*"  Si  D'  =  G  dans  l'équation  (i6),  C  n'étant  pas  nul,  l'équation 
ne  contient  pas  x'  et  ne  peut  être  satisfaite  que  si  /  est  égal  k  Tune 
des  racines  de  Téquation  algébrique  du  second  degré  : 

(i8)  cy'2-h2Ey  +  F  =  o; 

appelons  yji  et  ri%  ces  racines,  à  supposer  qu'elles  existent;  les 
points  qui  satisfont  à  l'équation  de  la  conique  [par  rapport  aux 
axes  Ox\  0/]  sont  les  points  des  deux  droites  d'équations 

/  =  '^i  y'  =  -rïi 

qui  soni  parallèles  à  taxe  des  x'  ;  la  conique  se  réduit  donc  à  ces 
deux  droites.  —  Si  l'équation  algébrique  (i 8)  a  une  seule  racine 
(double),  la  conique  se  réduit  à  une  droite  unique  y'  =  yj^.  —  Si 
l'équation  (i8)  n'a  pas  de  racine,  l'équation  (i8)  ne  représente 
aucune  courbe,  ni  point. 

2^  Soit  G'  nul  dans  l'équation  (i6).  Cette  équation  est  alors  du 
premier  degré  en  x\  y\  et  elle  représente  une  droite  (la  conique  se 
réduit  à  celte  droite). 

654.  Cas  où  A  est  nul.  —  Au  début  du  n"*  662,  nous  avons 
supposé  que  le  coefficient  A  était  non-nul  dans  Téqualion  première 
de  la  conique  dépourvue  de  centre.  Si  A  était  nul,  B  serait  nul 
aussi  puisque,  pour  la  conique  dépourvue  de  centre,  B*  —  AC  =  o  ; 
l'équation  (2)  se  présenterait  donc  sous  la  forme 

(19)  Cj'2  4-  aDx  -H  aE/  4-  F  =  o 

et  serait  par  conséquent  donnée  d'emblée  sous  la  forme  (16)  ; 
les  résultats  du  n^  652  s'appliqueraient  donc  immédiatement. 

655.  Résumé  de  la  olassification  des  sections  coniques.  — 

Il  résulte  des  n°'  648-54  que  la  conique  définie  par  1  équation 
générale  (2)  [n°  643]  peut,  suivant  les  valeurs  des  coefficients, 
être  :  une  ellipse,  qui  peut,  en  particulier,  être  un  cercle  (n®  649)  ; 
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une  hyperbole  (n"  660)  ;  une  parabole  (n*  652)  ;  ou  se  réduire  à  : 
deux  droites  se  coupant  (661);  deux  droites  parallèles  (653)  ;  une 
droite  (')  (653);  un  point  (651)  ;  il  se  peut  enfin  que  l'équation 
ne  représente  aucun  point  (*). 

Nous  avons  indiqué,  dans  le  cas  de  l'ellipse,  de  la  parabole  et  de 
l'hyperbole,  les  changements  d*axes  de  coordonnées  qui  conduisent 
aux  formes  d'équations  les  plus  simples  [équations  (ii),  (i!i), 
(17)].  Mais  il  n'est,  bien  entendu,  pas  obligatoire  de  faire  ces 
transformations  pour  étudier  les  propriétés  des  sections  coniqucfl. 
On  peut  raisonner  directement  sur  l'équation  de  forme  (a)  ;  on 
peut  aussi  —  et  cela  est  avantageux  dans  certains  problèmes  — 
choisir  des  axes,  rectangulaires  ou  obliques,  disposés  d'une  ma- 
nière particulière  dans  ]a  figure  et  qui  ne  sont  pas  cependant  ceux 
que  nous  avons  considérés  ci-dessus.  Ainsi,  par  exemple,  une  hy- 
perbole équilatère  (650)  rapportée  h  ses  deux  asymptotes  prises 
comme  axes  a  une  équation  de   la  forme  xy  =-  a  {a  nombre 

constant)  ou  y  =  ~  (cf.  n"  646  et  fig.  ig^). 


(')  On  assimile  souvent  ce  cas  au  précédent  en  disant  que  la  conique 
se  réduit  à  deux  droites  confondues. 

(*)  L'équation  de  la  conique  étant  donnée  sous  la  forme  générale  (2), 
peut-on  reconnaître  à  première  vue  si  la  conique  est  ellipse,  hyperbole, 
parabole,  ou  se  réduit  à  des  droites  ? 

En  se  reportant  aux  calculs  qui  précèdent  on  vérifierait  aisément  les 
faits  suivants  qui  fournissent,  des  critères  simples  permettant  de  déter- 
miner la  nature  de  la  conique. 

i<>  Si  l'expression  AC  —  D<  est  positivé,  l'équation  (2)  définit  une 
ellipâe  ou  ne  représente  aucune  courbe  (elle  peut,  dans  un  cas  particulier, 
représenter  un  point  unique).  La  conique,  en  ce  cas,  est  dite  appartenir 
au  genre  ellipse  :  on  constate  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  qu'elle  représente  effectivement  une  ellipse  est  que  l'on  ait  C^  <  o, 
où  l'on  désigne  par  À  l'expression  : 

^  =  —  AE«  -  CD»  —  FB>  +  aBDF  +  FAC. 

a^  Si  AC  —  B'  <  o  l'équation  (2)  représente  une  hyperbole  si  la  quan- 
tité A  e9t  non-nulle  et  deux  droites  se  coupant  si  A  =  o  :  la  conique  est 
dite  du  genre  h*/perhole. 

3^  Si  AC  —  B*  =s  o,  l'équation  représente  une  parabole  si  Ay^  o,  deux 
ou  une>  droite  si  A  :=  o  [savoir  deux  droites  parallèles  si  AF  —  D'  <  o, 
une  droite  unique  si  AF  —  D*  =  o,  elle  ne  représente  rien  si  AF  —  D* 
>  o]:  la  conique  est  dite  du  genre  parabole. 
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656.  Polaire  dNan  point  par  rapport  à  une  conique.  — 
En  parUnt  des  diverses  équations  que  nous  veaons  de  signaler,  on 
retrouvera  et  démontrera  facilement  tous  les  théorimes  de  géomé- 
trie, qui  se  rapportent  aux  sections  coniques.  Mous  allons  montrer 
k  titre  d'eiemple  comment  on  peut  obtenir  les  théorèmes  sur  les 
pôles  et  les  polaires  que  nous  avons  signalés  dans  notre  Premier 
Livre.  Considérons  une  section  conique  dont  l'équation  est 

(ao)    /(ar,  y)  =  Aa:*  -h  2'Rxy  4-  Cj*  +  aDx  -+-  aEy  -4-  F  =  o. 

et  un  point  Mo,  de  coordonnées  x^,  yo*   [Nous  supposons  sur  la 

figure  que  la  conique  est  une  ellipse, 
mais  nos  calculs  s'appliquent  k  une 
conique  quelconque.] 

Menons  par  le  point  Mq  une  sé- 
cante quelconque  D'MqD,  et  appelons 
M3  le  point  conjugué  liarmonique  de 
M^  par  rapport  aux  deux  points  de 
rencontre  Mi  et  M2  de  cette  sécante 
avec  la  conique.  Lorsque  la  sécante 
„.      ,  considérée  tourne   autour   du  point 

donné  Mq,  le  point  M3  décrit  une 
ligne  {lieu  géomélriqué)  qui  est  appelée  «  polaire  du  point  M^^  par 
rapport  à  la  conique  (20)  ». 

Je  vais  démontrer  que  cette  «  polaire  w  est  une  droite  dont  je 
déterminerai  Téquation. 

Ueportons-nous  aux  formules  du  n"*  637.  Appelant  Xi ,  X2,  X»  les 
distances  affectées  de  signes  de  Mi,  M2,  Ms  à  Mq  [le  sens  positif  le 
long  de  D'MoD  est  indiqué  par  la  flèche  sur  la  figure],  nous  avons 

/     V  a 2.       i.  • 

A8  Aj  Aj 

d'ailleurs  les  coordonnées  des  points  Mi,  M2,  M3  sont  respectif 
vement  (636) 

V  rr,  =  ar^  -+-  Xi  cos  ©,  7,  =  j'o  -+-  \  sin  o,  ... 
/  ara  =  a,  4-  X3  cos  g  et  yi  =  y^'^  X,  sîn  9, 

Tangle  9  (défini  au  n""  636)  déterminant  la  direction  de  la  droite 
D'D  que  Ton  considère. 
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Pour  calcnler  Xi  et  Xî,  il  fondrait  procéder  comme  il  suh. 
Exprimons  que  le  poiai  de  coordonnées  x^  •+•  h  cos  y»  y^.  H-  h  sîn  f 
[où  Xf  est  Tune  on  l'antre  des  quantités  Xi,  X»]  est  sar  la  conique, 
nous  écrivons  f{x^  -f-  Xi  coa  ç,  y»  -h  Xi  ain  ç)  =  o,  ou,  en  déve- 
loppant et  ordonnant  par  rapport  à  Xi  : 

[Aarî-t-aBaroyo-f-Cjo  +  aDaro-f  aE/o  +  F] 
-4-aX<[Axo  oosijp  -^B(iro8in7-H7oC05?)-+-C7o»înf-hDcos©-hEsino) 
H->.î(Acos*«p-i-2Bcososm7-f-Csin'ïp)=o, 

Les  nombres  Xi  et  Xz  doivent  satisfaire  à  cette  équation  algébrique  du 
second  degré  en  X.  et  en  sont,  par  conséquent,  les  deux  racines.  Mais 
nous  n'avons  pas  besoin  ici  de  connaître  ces  nombres  ;  pour  avoir 

X3,  il  nous  suf&t  de  déterminer  la  somme  s — i-  ^ ,  somme  des  in- 

verses  des  racines  de  Téquatioa  algébrique,  laquelle  est  égale  k  (^) 

2A3c^^costp-haB(agjMny-t-jiCOs<f)-l--aCyoSiny-t~aDcos9-f-aEsintp, 
AxJ  -h  2  Bx^o  -hC/o  V  2  Dto  -H  a  Ejo  -H  F  ' 

le  dénominateur  de  cette  expression  n*est  autre  que  /(xo,  yo)  et  1& 

numérateur  peut  s'écrire  (")  ://(^o»  ^o)  cos  (p  -^/^'(Xç,  y^)  sin  <p. 

Nous  écrirons  donc,  en  tirant  la  valeur  de^s  de  l'égalité  (ai)  : 

Mais  d'autre  part,  étant  données  les  expressions  (a a)  des  coor- 
données X9,  y3.de  Ma,,  nous  avons  aussi 

(a4)  g3~x,^ya^-;-yp^ 

^     '  cos  <p  sm  • 

Rapprochons Ifisformules  (a3)et(a4)f  en  appelant  désormaisxety 


{^)  I>'ane  maniirfc  g éaérsle^  si  Xi  «t  Xi  sobé  les  racMS  d*uiic  écpsiadon 
da  aoûond  dogra  ds  k  fosm»  en  X'  -^  6X  +  «r  »  o,  «n  a , 


_  5 


x,-^i.=-x-;x7 

a 

O  Nous  STons  éciit  au  n^*  645  les  expressions  (5)  des  dérivées  par- 
tielles f,  {x,  y),  ff  (x,  ]f)  ;  pour  les  valeurs  x^  et  y,  de  x  cl  y  elles  de- 
viennt  2(Axq  +  By^  +  C)  et  aBx^  +  Cy^  +  E). 
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{sans  indices)  les  coordonnées  du  point  inconnu  Ma  :  nous  obtenons 

u^)  ^  —  ^o^y-yo  = —2f{x,,r,) 

^     ^      cos  9  sm  <p        fx{x^,  y^]  .  ces  9  -h  fy  [xo,  y^)  .  sin  9 

Or  nous  cherchons  le  lieu  géométrique  du  point  {x,  y),  par  con> 
séquent  la  relation  entre  a;  et  y  —  satisfaite  quelle  que  soit  la  di- 
rection de  la  sécante^  c'est-à-dire  quel  que  soit  9,  donc  indépen- 
dante de  ç)  —  qui  constitue  l'équation  du  lieu.  Pour  l'obtenir, 
il  suffira  d^ éliminer  le  paramètre  9  entre  les  deux  équations  (a5). 

En  appliquant  les  propriétés  des  proportions  (*),  on  parvient, 
sans  peine,  à  la  relation  cherchée,  qui  s'écrit  : 

(a6)    (x  —  ar,)  .  /,'  {x^,  y^)  -h  (y  —  yoW(a?o*  Jo)  -+-  ^fi^o»  ïo)  =  o; 

c*est  une  équation  du  premier  degré  en  a;  et  y  qui  représente  une 
droite,  la  polaire  du  point  Mo  par  rapport  à  la  conique.  En  se  re- 
portant à  l'expression  (20)  de  la  fonction  /,  on  constate  qu'il  y  a 
dans  (26)  des  termes  qui  se  détruisent  et  que  l'équation  s'écrit  : 

(27)  {\x.  -h  By,  H-  D)x  -h  (Bxo  -h  Cy,  4-E)j4-(Da:„4-Ejp-+-F)=o. 

ou 

(a8)  kx^x  +  B  (xy^  h-  x^)  4-  Cy^y  +  D  («  -h  x^)  -+-  E  { j  +y^)  -h  F = o. 

657.  —  Ayant  ces  équations,  on  pourra  démontrer  très  facile- 
ment les  propriétés  fondamentales  des  polaires  que  nous  avons 
énoncées  aux  n""  205-208»  dans  l'hypothèse  particulière  où  la 
section  conique  est  un  cercle. 

Ainsi,  par  exemple,  siJ{xQ,  y^)  =  o,  c'est-à-dire  si  le  point  Mq 
est  sur  la  conique,  l'équation  (27)  coïncide  avec  l'équation  de  la 
tangente  à  la  conique  au  point  M^.  Donc  la  polaire  coïncide  avec 
cette  tangente,  ainsi  que  nous  pouvions  le  prévoir  a  priori  (d'après 
la  règle  du  n°  206).  D'autre  part,  on  voit  immédiatement  que 

(*)  Multipliant  parf*  (xq,  y^)  [j'écris  pour  abréger /*•]  leideux  termes  du 
premier  rapport  (ce  qui  n'en  change  pas  la  valeur),  par  fy  ceux  du  second 
rapport  et  appliquant  les  règles  du  n°  96,  j'écris: 

(a?— gp)//  __  {y  —  yp)  f\  _  (X— orp)/,  +  (y  — v^,)  f^ 
/.'  CO8  9  f\  sin  cp  /.  cos  9  +  J'y  sin  7 

Ce  rapport  devant  être  égal  au  troisième  rapport  (25),  on  a  néces- 
sairement 

(x-*o)A  +  (r-ro)/;  +  v  =  o. 
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Véqualion  (27)  ne  change  pas  si  Ton  remplace  x  par  x^,  y  par  y,  et 
inversement,  c'esl-à-dire  si  l'on  intervertit  les  rôles  des  points 
(x,  y)  et  (x^,  jo)»  le  premier  devenant  le  pôle,  et  le  second  un  point 
quelconque  de  la  polaire  correspondant  &  ce  pôle  :  on  en  déduit  le 
le  théorème  du  n""  307. 


6*  —  Etude  algébrique  des  courbes  plaass. 

658.  —  La  méthode  des  coordonnées,  —  dont  nous  venons 
<Vexi)érimenter  la  puissance  et  la  commodité  en  l'appliquant 
aux  sections  coniques,  —  permet  de  constituer  a  priori  une 
théorie  générale  des  courbes  planes.  Nous  allons  ajouter  quelques' 
compléments  à  l'aperçu  de  cette  théorie  que  nous  avons  déjà 
donné  au  S  3, 

650.  Définition  des  courbes.  —  Nous  avons  dit  que  les 
courbes  planes  sont  déQnies  (par  rapport  à  deux  aies  de  coor- 
données) par  une  équation  de  la  forme 

y  et  F  étant  des  fonctions  algébriques  ou   transcendantes  quel- 
conques de  a?  et  de  x  et)'. 

On  peut  également  —  et  il  sera  souvent  commode  d  adopter  ce 
point  de  vue,  —  regarder  la  courbe  comme  définie  (par  rapport 
aux  axes  considérés)  par  deux  relations  de  la  forme 

c'est  à-dire  par  deux  fonctions  d'une  même  variable  /  auxquelles 
les  coordonnées  x  et  y  sont  respectivement  égales. 

Les  relations  (i)  équivalent  évidemment  à  une  relation  entre 
X  et  y  :  en  effet,  la  seconde  définit  y  comme  fonction  de  /  qui  est, 
d'après  la  première,  fonction  de  a;;  on  obtiendrait  Téqualion  en 
a;  et  y  en  éliminant  t  (32Ô)  entre  les  deux  relations  (i). 

La  variable  auxiliaire  /  que  les  relations  (i)  font  intervenir  à 
côté  des  variables  x  et  y  est  appelée  paramètre,  et  les  relations  (i) 
constituent  ce  que  l'on  appelle  une  définition  paramétrique  cfune 
courbe. 

BouTAOux.  —  Les  Principes  de  l'Analyse  mathémali  ^nc.  II  6 
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Ce  mode  de  dcQnilion  des  courbes  est  parliculièrement  avan- 
tageux lorsque  les  fondions  9  et  ^  sont  toutes  deux  des  fondions 
univoques  de  /  [du  moins  pour  toutes  les  valeurs  de/  pour  les- 
quelles elles  existent].  A  toute  valeur  de  t  correspond  alors  un 
et  un  seul  couple  de  valeurs  de  x  et  y,  donc  un  et  un  seul  [K>iDt 
de  la  courbe.  Pour  obtenir  successivement  tous  les  points  de  la 
eourbe,  il  suffit  de  faire  varier  /,  toujours  dans  le  même  sens,  de 
—  00  à  4-  00  .  —  Les  fonctions  f  et  ^  seront,  en  particulier, 
«nivoques,  si  elles  sont  toutes  deux  rationnelles  :  en  ce  cas,  la 
courbe  est  dite  iinicursale. 

660  Exemple:  lemniscate.  —  Considérons  la  courbe  qui  a 
pour  équation  : 

Cette  courbe,  signalée  pour  la  première  fois  par  Jacques  Ber- 

noulli  (*)  et  étudiée  au  début  du  xviii* 

siècle,  a  la   forme  représentée    par   la 

figure  2^8  :  elle  est  appelée  lemniscate. 

Fagnano   (*)    a   remarqué  que    l'on 

peut  définir   la  courbe  au   moyen  des 

relations  suivantes,  qui  donnent  x  et 

'^'  ^    "  y  en  fonction  d'un  même  paramètre   / 

fi  remplacent  par  conséquent  Téquaiion  (2)  : 

On  peut  aussi  prendre  comme  paramètre,  au  lieu  de  /,  la  quan- 
tité Ô  =  -  arc  cos  /,  telle  que  /  =  cos  2  5.  On  aura  alors  : 

X  =  «v/a  •  cos  6y/cos  2O.  y  =  aya  '  sin  6  y/cos  a  0 . 

(')  Bernoulli  la  rencontia  dans  un  problème  da  m^anique  (  voir  Acim 
êrudiiorum,  sept.  1694  et  Jac.  Bernoulli  Opéra,  t.  I,  p.6oij  608:  Conetruclio 
turvas  etc.);  celle  courbe,  dit  Bernoulli,  a  la  forni€  «  oomplicatas  iu 
nod'im  fasciae,  sive  Icmmisci,  d  un  nœud  de  rulnm  gaitioe  : 

{*)  Cf.  nue  étude  de  F.  Siacci,  Bullet.  di  biUiogr.  d.  scienc.  moi/i.. 
I.  m,  p.  I  et  suiv.  ;  les  œuvres  do  Fagnano  ont  et j  publicss  en  lyâo  : 
Broduzione  malhematiche  del  Conte  Giulio  Carlo  di  Fagnano..,,  Pesaro, 
2  \oI.  A  l 'église  S.  Maria-Maddaiena  de  Sinigaglia  se  tjrouve  l'opltaphe  de 
ïagnano  surmontée  d'une  lemniscate. 
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661.  Cydoïde.  —  Une  autre  courbe  pour  laquelle  la  définition 
paramétrique  est  avantageuse,  est  la  roulette  ou  cycloïde,  qui  fut, 
au  xvu'  siècle,  Tobjet  de  travaux  célèbres.  Cette  courbe  est  celle 
que  décrit  (dans  l'espace)  un  point  invariablement  fixé  sur  un 
cercle  qui  roule  lui-même  en  ligne  droite  sur  une  surface  plane 
(par  exemple  un  clou  fiché  sur  la  circonférence  d'une  roue)  ;  elle 
fut  signalée  par  le  Père  Mersenne  en  France,  par  Galilée  en  Italie, 
étudiée  ensuite  par  Roberval  et  Torricelli  (^)  ;  elle  a  la  forme  re- 
présentée, ci-contre. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  sur  laquelle  roule  le  cercle  et 
pour  origine  0  un  point  de  rencontre  de  cette  droite  avec  la 
courbe  (fig.  249)-  Appelons  a  le  rayon  du  cercle.  Lorsque  le  point 


mobile  est  au  point  M,  le  cercle  roulan/  occupe  la  position  repré 
sentée  sur  la  figure  249V  son  centre  étant  C  et  le  point  de  contact 
avec  Ox  étant  I.  Désignons  par  t  la  mesure  de  l'angle  MCI  :  la 
longueur  de  l'arc  de  cercle  MI  sera  at  et  on  démontre  que  les 
deux  coordonnées  x  et  y  du  point  M  sont  données  parles  formules 

a;  =  a(/  —  sin  /),  y  =  a{i  —  ces  /). 

Pour  obtenir  toute  la  courbe,  il  faut  faire  varier  /de  —  00  à 
=  ûo  :  pour  les  valeurs  /  =0,  27t,  4?^,  ...  et  —  an,  — /i?r,  ... 
oh  a  côs  /  =  I,  donc  y  =  o  et  la  courbe  rencontre  Taxe  des  x  : 
on  démontre  qu'elle  se  compose  d'une  série  de  demi -boucles  (elles 
que  OAO',  placées  h  la  suite  les  unes  des  autres  le  long  de  Taxe 
des  X,  et  toutes  égales  entre  elles. 

662.  Tangente  et  normale.  —  Nous  avons  indiqué  (613) 
comment  on  forme  l'équation  de  la  tangenle  en  un  point  d'une 

(  )  Cf.  Sur  la  décoarertc  et  Iliistoîre  de  1 1  cycloïde,  les  Œuvres  de 
Pascal,  t.  VIII,  p.  181  sqq. 
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courbe.  En  particulier,  si  Ton  désigne  par  x,  y,  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  M  de  la  courbe,  par  y'  la  dérivée  de  la  fonction  y 
de  ic  et  —  conformément  aux  notations  du  n**  641  -^par  X,  Y  les 
coordonnées  courantes,  Téquation  de  la  tangente  au  point  M 
s'écrira  (*)  : 

(3)  Y-7=/(X-x). 

Considérons  maintenant  la  droite  menée  par  le  point  M  per- 
pendiculairement h  la  tangente.  Celte  droite  est  dite  normale  à  là 
courbe  aa  point  M  (c'est  la  normale).  Etant  perpendiculaire  <iux 
droilcs  de  coefficient  angulaire/,  elle  a  pour  équation  (')(n*  9S2^  : 

Dans  le  cas  où  la  courbe  serait  défmie  par  les  relations  para- 
métriques du  n"*  659,  nous  calculerions  le  coefficient  angulaire  de 
la  tangente  (ou  de  la  normale)  en  considérant  l'ordonnée  y  comme 
une  fonction  de  fonction  [y  =  ^{t)].  D'après  les  n'"  416-17» 
nous  aurons  Téquation  : 

yJ  =  yl  .  ^J     avec     U  =  ^;  donc         /  =  |r7^| . 

Mais  ces  équations  existent-elles  toujours?  Une  discussion  des 
cas  exceptionnels  qui  peuvent  se  présenter  est  ici  nécessaire.  Nous 
ferons  cette  discussion  sur  l'équation  générale  F(x,  }^)  =  o  non 
résolue  par  rapport  à  y, 

663  Etude  de  la  courba  F  [x,  y)  =  o  au  voiainage  d'un  point 
quelconque.  —  Soient  x^  et  y^  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque M  de  la  courbe  [on  a  donc  F(Xo,  yo)  =  o].  Supposant  la 
Tonction  F  (a:,  y)  et  ses  deux  dérivées  partielles  F,' (a:,  y),  Fj,'(x,  y) 
imivoqucs  et  continues  (^)  au  voisinage  des  valeurs  x^^  y^  de  x 


(')  Si  y  cstinGnî  au  point  considéré,  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe 
des  2/  et  a  pour  équation  X  —  a;  =  o. 

(i)  Si  y'  =  o,  le  coefficient  angulaire  de  celte  normale  est  infini  ;  elle 
est  parallèle  à  l'axe  des  y. 

(')  Ces  conditions  seront  en  particulier,  toujours  satisTaitcs  si,  la  courbe 
étant  algébrique,  F  (a:,  y)  est  un  [polynôme  en  a;  et  y  (Cf.  p.  a8,  note  i)» 
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et  j,    nous  allons,  en  faisant  diverses  hypothèses,  indiquer   les 
diflcrents  caractères  que  peut  présenter  la  courbe  au  point  M  : 

1*  Soient  les  deux  dérivées  partielles  VJ  et  ¥y  dijfférentes  de 
zéro   au  point  M;   en  d'autres  termes,    soit   Fj{x^t  y^)  ;zf  o, 

En  ce  cas,  la  courbe  admet  au  point  Mo  une  langente  bien  dé* 
terminée  (et  unique)  dont  l'équation  est  (p.  32,  note  i)  : 

(4)       f; (^0.  vo) .  (^ -  ^o)  -f-  f; (^0.  /o)  '  (y  -  r»)  =  o. 

Au  voisinage  du  point  M,  la  courbe  est  en  général  tout  entière 
du  même  côté  de  la  tangente.  Si  la  courbe  traverse  sa  tangente  au 
point  M  (ainsi  qu'il  a  été  expliqué  au  n**  556),  ce  point  est  dit 
point  d*inJlexion. 

2®  lien  est  encore  ainsi  sifon  a  Fy'(3îo»  Jo)  =  o  avec  Fx'(aîo,  y^)^o^ 
ou  ¥J{Xf^t  yo)  =  o  ^^^c  ¥,J  (xo,  yo)  7^  o.  En  ce  cas,  l'équation  (4) 
se  réduit  soit  h  x  —  Xq  =  o,  soit  ky  —  y©  ==  ^  •  ^"®  représente 
une  parallèle  h  l'axe  des  y  ou  une  parallèle  h  laxo  des  x, 

3'  Supposons  maintenant  que  l'on  ait  à  la  fois  FJ{xq,  yo)  =  o, 
Vy{x^,  yo)  -=  o.  En  ce  cas,  le  point  M  est  dit  point  multiple  de  la 
courbe  :  celle  appellation  provient  de  ce  fait  que  la  courbe  repré- 
sentative de  l'équation  présente  en  général  deux  branches,  ou  da- 
vantage, se  rencontrant  au  point  M. 

Sans  entreprendre  ici  l'étude  complète  des  points  multiples  des 
courbes  planes,  indiquons  brièvement  comment  on  pourra  la 
conduire. 

6d4.  Point  multiple  d'une  courbe  algébrique.  —  Bornons- 
nous  au  cas  où  ¥[x,  y)  est  un  polynôme  en  x,  y.  Déplaçons  les 
axes  parallèlement  h  cux-mômcs  en  prenant  pour  nouvelle  ori- 
gine le  point  M.  Un  point  quelconque  (de  coordonnées  primitives 
X,  y)  aura  pour  nouvelles  coordonnées  x  =  x^  -^  x,/  =  y^-h  J, 
et  la  nouvelle  équation  de  la  courbe  sera  de  la  forme  :  polynôme 
en  xf,  y  =  o.  Pour  simplifier  l'écriture,  nous  supposerons  que 
le  changement  d'axes  ait  été  préalablement  effectué  au  mo- 
ment ou  nous  abordons  la  question.  En  d'aulres  termes,  nous 
supposons  que  F  (x,  y)  =  o  est  l  équation  de  notre  courbe  par 
rapport  à  des  axes  de  coordonnées  ayant  pour  origine  le  point  mul- 
tiple que  nous  nous  proposons  d'étudier. 
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Ordonnons  le  polynôme  F(x,  y)  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  de  x  et  y.  Appelant  n  le  degré  du  polynôme,  nous  au- 
rons un  développement  de  la  forme 

OÙ  nous  réunissons  entre  parenthèses  les  groupes  de  termes  du 
même  degré.  D'ailleurs  a^^  est  nul  puisque  le  polynôme  est  sup- 
posé nul  lorsqu'on  y  fait  x  =  o,  y  =  o  (l'origine  des  coordonnées 
est  sur  la  courbo).  Je  dis,  d'autre  part,  que  les  deux  coefficients 
aïo  et  floi  sont  nuls.  En  effet,  les  deux  dérivées  partielles  F,' (a:,  y) 
et  Fy'(£C,  y)  s'annulent  par  hypothèse  lorsque  Ton  y  fait  a: -f-  o, 
y=ro.Or,  si  nous  calculons  ces  dérivées  partielles,  nous  constatons 
que,  lorsque  x  et  y  sont  nuls,  elles  se  réduisent  respectivement  à  aïo 
etaoï.  En  conséquence,  l'équation  de  notre  courbe  sera  de  la  forme 


(5)) 


¥{x,  y)  =  {ax^-^2bxy  H- cy*)-h (a^^-{-anX^y  -^...-hOfoy*)- 


où,  pour  simplifier  récriture,  nous  désignons  par  a,  nb,  c,  sans 
indices,  les  coefficients  des  termes  du  second  degré  (')  en  x  et  y. 

Nous  nous  contenterons  d'examiner  le  cas  où  les  nombres 
a,  b,  c  ne  sont  pas  nuls,  ou  du  moins  pas  tous  trois  nuls. 

Considérons  une  droite  de  coeflicient  angulaire  quelconque  m, 
passant  par  Torigine,  et  portons  notre  attention  sur  celui  des  points 
de  rencontre,  Ml,  de  cette  droite  avec  la  courbe  qui  est  le  plus 
rapproché  de  Toriginetout  en  en  étant  distinct.  Nous  aurions  les 
coordonnées  de  ce  point  en  réfolvant  le  système 

r  —  mx  =r  o,  F(t, y)  =  o. 

Son  abscisse  satisfait  donc  à  Téquation  ¥{x,  mx)  =  o,  ou 

et,  par  conséquent  à  Téquation  obtenue  en  divisant  par  x*  : 
(6)  (a4-26m-»-cm*)-4-3r(a3o4-aîim4-...)H-x"-*(a„o-4-...-f-ao«m")=o. 
Cela  posé,  voyons  quelle  suite  de  valeurs  nous  devrons  don- 
Ci  C'est  en  vue  de  simplifier  les  cUcuIs  ultérieurs  que  nous  désignons 
par  26  et  non  par  b  le  coefficient  du  terme  en  x,  y. 
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nor  au  coeflicient  angulaire  m  pour  que  le  point  M^  se  rapproche 
de  plus  en  plus  de  l'origine  et  vienne  finalement  coïncider  avec 
elle.  Il  faudra  que  Téqualion  (6)  —  dont  l'inconnue  est  x  — 
ait  une  racine  de  plus  en  plus  voisine  de  o.  A  la  limite, 
elle  devra  avoir  une  racine  égale  à  o,  ce  qui  exige  que  le  terme  in- 
dépendant de  X,  c'est-â-dire  la  somme  a  -h  26m  -f-  cm*  soit  nulle. 
Ainsi,  le  point  que  nous  appelons  Mi  viendra  coïncider  avec  l'ori- 
gine lorsque  le  coefficient  angulaire  sera  égal  à  tune  des  racines  de 
t équation  du  second  degré  en  /w,  cm}  -h  2  6m  H-  a  =  o. 

Il  y  aura  deux  telles  valeurs  de  /n,soit  m\  et  mj,  si  6'  —  ac>  o; 

il  y  en  aura  une  seule  (savoir  mi  = )  si  6*  —  ac  =  o;  il  n'y 

en  aura  pas  si  6*  —  ac  <:^  o,  l'équation  du  second  degré  n'ayant 
alors  pas  de  racines. 

On  peut  facilement  vérifier  que,  dans  ce  dernier  cas,  il  n'existe 
aucune  branche  de  courbe  satisfaisant  à  l'équation  F(a;,  ^)  ==  o  et 
passant  par  l'origine  (');  nous  pouvons  donc  écarter  ce  cas. 

Si  fc*  — oc  >  o,  il  résulte  évidemment  de  l'analyse  qui  précède, 
et  de  la  définition  de  la  tangente  &  une  courbe  (voir  n"*  555)  que 
chacune  des  deux  droites  y  =  m^x  et  y  =  m^x  est  tangente  à  une 
branche  de  courbe  passant  par  f  origine  et  satisfaisant  à  téquation 
F(^>  y)  =  o  :  ces  deux  branches  de  courbe  se  coupent  à  l'ori- 
gine, qui  est,  pour  cette  raison,  appelée /)om<  double  (fig.  25o). 

Si  i*  —  ac  =^  o,  on  peut  démontrer  qu'il  y  a  encore  deux 
branches  de  courbe  satisfaisant  à  F(x,  y)  =  o  et  se  rencontrante 


i 


Fig.  a5o.  F%.  aSi.  Fig.  aSa.  Fig.  a53. 

l'origine  :  elles  ont,  l'une  par  rapport  à  l'autre,  une  des  dispositions 
représentées  par  les  figures  ci-contre;  dans  les  deux  premiers  cas 

(')  Le  couple  de  valeurs  rr  =  o,  t/  =0  satisfait  cependant  à  TéquatioD: 
c'est  pourquoi  nous  dirons  tout  de  même  que  l'origine  est  un  point  de 
la  •  courbe  1  d'équation  F  («,  y)  =  o  :  c'ist  un  point  isolé,  auquel  ne  se 
rattache  aucune  branche  de  la  courbe. 
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(Gg.  a5i  et  a52)  Torigine  est  dite  pom/  de  rebroussement  (^)  de  la 
courbe  ^oonsliluée  par  renscmble  de  ses  branches). 

Cas  oàc  =  o.  —  Les  calculs  que  nous  venons  de  faire  sup- 
posent que  le  nombre  c  est  non-nul.  Si  c  =  o,  l'équation 
cni'^  H-  2  fc/?i  +  c  =  o  en  m  n'est  pas  une  équation  du  second  degré  : 
elle  ne  donne  (&  supposer  bçxio)  qu'une  seule  valeur  de  m,  à  la- 
quelle  correspond  u/i£  branche  de  courbe.  Maison  démontrera  faci- 
lement (*)  qu'il  existe,  en  ce  cas  encore  une  seconde  branche,  qui  est 
tangente  i  l'axe  des  y  à  l'origine.  Si  l'on  a  à  la  fois  c  =  o  et  6  =  b, 
il  existe  deux  branches  de  courbes  tangentes  a  l'axe  dcsj  à  Toriginc. 

665.  Branches  infinies  des  courbes.  Asymptotes  — 
Les  faits  que  nous  venons  d'exposer  concernent  ce  que  Ion  iK)ur- 
rait  appeler  l'étude  locale  des  courbes,  c'est-i-dire  l'élude  d'une 
branche  de  courbe  au  voisinage  de  points  particuliers  situés  à  dis- 
tance Qnie.  Pour  caractériser  complètement  la  nature  d'une  courbe, 
—  après  l'avoir  examinée  en  ses  points  les  plus  remarquables 
(principalement  les  points  multiples  et  les  points  d inflexion)  —  il 
Conviendra  d'étudier  l'allure  générale  des  branches  et,  en  particu- 
lier, de  rechercher  si  la  combe  a  des  branches  infinies  s'éloignant 
indéCniment  dans  des  directions  déterminées  ('). 

Nous  avons  déjà  eu  occasion  de  signaler  les  branches  infinies  de 
l'hyperbole  et  d'autres  courbes  classiques  (248)  et  nous  avons 
défini  les  droites  qui  sont  dites  asymptotes  à  ces  branches.  Consi> 
dérons  maintenant  une  courbe  algébrique  quelconque  d'équation 
F(x,  y)  =  o  [F  polynôme  en  x,  y]  Nous  décomposerons  noire 
étude  en  deux,  considérant  d'abord,  s'il  en  existe,  les  branches 
qui  s'éloignent  vers  l'inlini  dans  une  direction  parallèle  à  l'un 
des  axes  de  coordonnées,  cl  ensuite  les  autres  branches  infinies. 

(*)  li  est  pour  la  première  fois  question  do  la  notion  générale  do  peints 
de  rebroussement  dans  la  correspondance  de  Jean  Bernoult.t  et  de 
Leibniz  en  i6()S  (Leibniz,  Mathemat,  Wcrke.  éd.  Gerhardt,  t.  m,  p.  i85'. 

(')  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  chercher  l'ordonnée  du  point  quo 
nous  avons  appelé  plus  haut  Mi,  au  lieu  de  chercher  son  aLsci»8e  :  cctlo 
ordonnée  satisfait  à  une  équation  analogue  à  (6)  savoir. 


U.  +  J.)+-M- •)  +  •••  =  ' 


(^;  Cette  recherche  pariiculièro  pourrait  d'ailleurs  encoe  être  considérée 
comme  une  élude  le  cale  :  c'ist  i'éli  de  de  la  courbe  a  à  l'iufini  ». 
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666.  Branohes  iniiiiies  à  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  y. 
—  Nous  entendons  par  là  une  branche  qui,  en  se  dirigeant  vers 
finfini,  se  rapproche  indéfiniment  d'une  droile  délermincc 
[asymptote  d'équation  a?  =  a)  parallèle  &  l'axe  des  y,  Soil  M  un 
point  qui  s'éloigne  vers  l'infini  sur  une  telle 
branche;  son  ordonnée  augmente  indéfiniment 
en  valeur  absolue,  tandis  que  son  abscisse  tend 
vers  la  limite  a  (fig.  a84).  Donc,  pour  qu'une 
droile  d'oq nation  x  =  a  soit  asymptote  & 
la  courbe  d'équation  F  {x.  y)  =  o,  il  faut  que 
F(a:,  y)  tende  vers  o  lorsque  x  prend  la  valeur 
a  et  que  y  devient  infini.  Uéciproquemenl,  s'il  '^'  ^*** 

en  est  ainsi,  la  droite  a:  =  a  est  sûrement  asymptote  à  une  branche 
de  la  courbe. 

Ordonnons  alors  F(a:,  y)  par  rapport  aux  puissances  de  y  : 
nous  aurons  (n  étant  un  certain  entier  et  ç?n,  Çn-i,  des  polynômes 
en  x)  : 

F(x.  V)  =  7"  .  ç„(t)  -t-  V"-'  .  ?H-i(jr)  -h  ...  -i-  y  .  9i\^)  -+-  ?o(^)- 

L'équation  de  la  courbe  est  dès  lors  équivalente  à  la  suivante  : 

(7)     y  '  ÇnW-H^  .?„_,(x)-h ...  H- -u-i  •  *pi(^)  -+-3^.?o  ^)  =  o. 

On  voit  que  toute  racine  du  polynôme  r^n{x)  —  s'il  en  existe  — 
sera  un  nombre  a  satisfaisant  aux  conditions  voulues.  Car  le  pre- 
mier terme  de  Téquation  (7)  disparaîtra  purement  et  simplcniei:t 
si  l'on  fait  0:  =  a,  tandis  que  les  autres  termes  tendent  tous  vers  o 
quand  y  tend  vers  l'infini  (y~*  tendant  vers  o).  Réciproquement, 
si  la  droite  a:  =  a  est  asymptote,  a  est  nécessairement  racine  de 
On(x).  Donc,  on  obtiendra  toutes  les  branches  de  courbes  cherchées 
ou,  plus  précisément,  toutes  les  asymptotes  parallèles  à  taxe  des  y 
en  résolrant  r équation  polynomale  ^«(x)  =  o. 

On  obtiendra  les  «  asymptotes  »  parallèles  à  Taxe  des  x  par  la 

même  méthode,  en  intervertissant  simplement  les  rôles  des  coor- 
données X  ci  y, 

667.  Asymptotes  non  parallèles  aux  axes.  —  Considérons 
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une  branche   infinie  asymptote   à   (se  rapprochant  indéfiniment 

de)  une  droite  (A)  d'équation 
y  =  ex  -h  (L  Si  I  on  désigne  par 
Xi,  ji  les  coordonnées  d'un  point  M 
de  la  branche  et  par  ys  Tordonnéo  du 
point  de  la  droite  (A)  qui  a  pour 
abscisse  Xi,  les  trois  quantités  Xi, 
y\^  ji augmenteront  indéfiniment  en 

même  temps  (en  valeur  absolue);  et  de  plus  la  dilTérence  yt  —  y\ 

tendra  vers  o.  De  là  résulte  : 

à)  que  les  rapports  ^  ^'  ~  tendent  vers  la  même  limite  lorsque 

jxil  augmente  indéfiniment.  Or  on  a  ys  =  0X1  -t-  rf,  ou  —  =  c  -h-  —» 

d'où  limite  -^  =  c  pour  Xi  infini  ;  donc  lim  ^  =  c* 

b)  que  la  limite  ji  —  cXi  tend  vers  la  valeur  rf(égaleày<  —  cxi) 
lorsque  |  X\  \  augmente  indéfiniment. 

Réciproquement,  soient  c  et  d  deux  nombres  tels  que  lim  ^  =  c 

et  lim  yi  —  cxi  =  d.  On  constate  immédiatement  que  la  droite 
y  =  ex  -f-  dque  fournissent  ces  deux  nombres  est  asymptote  à  une 
branche  de  notre  courbe. 

Cherchons  donc  d'abord  —  pour  obtenir  toutes  les  «  asymp- 
totes ))  à  la  courbe  —  quels  sont  les  nombres  c  qui  satisfont 
aux  conditions  voulues.  Réunissant  dans  Téquation  F(xi,  y,)  =  o, 
à  laquelle  satisfont  les  coordonnées  du  point  M,  les  termes  de 
même  degré  en  xi  et  y  y,  écrivons-la  sous  la  forme  : 

(8)  /n(ari,  yi)  -f-/„_i(xi.  jj)  H-  ...  =  o, 

les  polynômes  /„,  /„_,  étant  homogènes  en  Xi  et  yi  (n*  292)  et  de 
degrés  /i,  /i  —  i,  etc.  [n  est  le  degré  de  F(x,  y)];  puis  posons 

^-  =  /.  Onaalors/n(x,,  y»)  =/n(X|,  ?Xi),  etc.,  et  on  démontre  fa- 
cilement que  l'équation  (8)  peut  s'écrire  (*)  :  x"  ./«(i*  0  -+-  x7~* 
/„_i(i,  /)+-...  =  o,  équation  équivalente  à  : 

/n(ï.  0-H:^/'«-i(i,  0  +  ...  =  o 

a;, 

(')  /«(i,  f  étant  un  polynôme  en  t  obtenu  m  remplaçant  dans  fjx,  y) 
X  par  I  et  y  par  i.  Exemple  :  soit  n  =  3  et  /«  (a;,  y)  =  x^  -{■  x*y  —  y^  : 
on  aura  x'^  +  xhj  -^  if  =  x'^  +  x'^  t  ^  V  x"^  =  x^  {i  -{-  t  —  V). 
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Ea  raisonnant  «iir  cette  équation  comme  snr  l'cquation  (7),  on 
voit  (*)  qne  les  nombres  c  qui  satisfont  aux  conditions  voulues 
sont  les  racines  du  polynôme  en  t,fn{i,  i). 

Supposant  obtenue  une  telle  valeur  c,  cherchons  (&  supposer 
qu'il  existe)  le  nombre  d  correspondant.  Posons  yi  —  cx^==^  u  et 
remplaçons  y,  par  cxi  -^  n  dans  l'équation  de  la  courbe.  Nous 
obtenons  une  nouvelle  équation  :  ^{xi,  u)  =  o,  ^  étant  un  poly- 
nôme en  Xi  et  u  que  je  puis  ordonner  par  rapport  &  ac,  : 

(9)  ^7  •  4'p(")  -+-  ^î"*  •  +P-t  {«) ....  =  o 

[pest  an  entier,  ^p,  àp^i,  ...  des  polynômes  en  u  de  degrés  p — i, 
p  —  2,  etc.].  Il  s'agit  de  trouver  des  valeurs  d  de  u  telles  que,  pour 
u=^d,  l'équation  (9)  soit  satisfaite  quand  \xi  \  augmente  indéfini- 
ment. On  résout  la  question  en  raisonnant  sur  l'équation  (9)  comme 
plus  haut  sur  l'équation  (7).  Les  valeurs  d  —  s'il  en  existe  —  sont 
les  racines  du  polynôme  en  u^  ^p{tJt^' 

688.  Remarque.  —  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer 
permet  de  ramener  à  la  résolution  d'équations  algébriques  le  pro* 
blèmc  de  la  détermination  de  toutes  les  asymptotes  à  une  courbe 
algébrique  donnée.  Mais  il  importe  de  remarquer  que  certaines 
courbes  présentent  des  branches  infinies  auxquelles  aucune  droite 
n'est  asymptote.  Telle  est  la  parabole, 

7.  "  La  tf  géométrie  analytique  »  de  l'espace. 

669.  —  La  géométrie  analytique^permelde  ramener  Télude  des 
figures  à  trois  dimensions,' comme  Vétude  des  figures  planes,  i 
des  transformations  de  formules  et  à  des  résolutions  d'équations. 
Et  le  secours  de  l'algèbre  est  ici  d'autant  pins  précieux  que  la  figu- 
ration des  constructions  effectuées  dans  l'espace  h  trois  dimensions 
est  difficile  à  imaginer  pour'la  plupart  des  hommes»  et  impossible 
à  réaliser  par  le  dessin. 

Tant  à  cause  de  la  variété  des  figures  auxquelles  elle  a  affaire 
qu'en  raison  des  applications  mécaniques  et  physiques  qu'elle 
suscite,  la  géométrie  à  trois  dimensions  a  pris   une  très  grande 

(M  L*équation  doit  être  satisfaite,  c'est-à-dire  que  son  premier  membre 
doit  tendre  vers  o,  quand  {  tend  vers  c  et  que  [xi]  augmente  indéfiniment. 
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extension,  et  Texposé  de  ses  formules  remplirait  plusieurs  vo- 
lumes. Nous  nous  bornerons  ici  à  de  très  sommaires  indications, 
suffisantes  sans  doute  pour  achever  de  mettre  en  lumière  le  rôle 
et  la  méthode  de  la  gépmélrie  analytique. 

670-  Transport  des  axes  parallèlement  à  eux-mêmes.  — 
Le  problème  fondamental  relatif  au  «  changement  ou  transfor- 
mation des  coordonnées  »  (voir  n*  619)  se  pose  en  ces  termes  : 

Elanl  données  les  coordonnées  d'un  point  —  ou,  plus  généralement 
téquallon  d'une  surface  (614)  on  les  équations  d'une  courbe  (615 
—  par  rapport  à  un  certain  système  d'axes  de  coordonnées  rectan- 
ijalaires,  quelles  sont  les  coordonnées  ou  équations  du  point,  de  la 
surface,  de  la  courbe,  par  rapport  à  un  nouveau  système  d'axes 
que  l'on  désire  substituer  au  premier  ? 

Considérons  un  premier  système  d^axes  constitué  par  un  trièdre  Iri- 
rcctanglcet  de  sens  direct  (»)  (602)  OX.  0\,  OZ,  et  soit  OX',  0\\ 
0Z\  le  trièdre  qui  défmit  le  nouveau  système 
d'axes.  Nous  allons  traiter  dans  ce  numéro  le 
cas  particulier  oiilesarélcsOX'.OY',  OZ',  sont 
rcpcctivemcnt  parallèles  à  OX,   OY,   OZ,  et 
;    *     dirigées  dans  le  même  sens  (cas  de  la  figure 
256)   La  position  des  nouveaux  axes,  par  rap- 
'^'  ^    '  port  aux  anciens,  est  alors  entièrement  déter- 

minée par  les  valeurs  a,  fe,  c  des  coordonnées  du  point  0'  relative- 
ment aux  axes  OX,  OY.  OZ. 

\ppelons  jc,  y,  z  les  coordonnées  primitives  et  x\  y\  z'  les 
nouvelles  coordonnées  d*un  point  quelconque  M.  Désignons,  d'autre 
part,  par  P  et  P'  les  projections  de  M  sur  le  plan  des  xy  et  sur  le 
plan  des  x'/.  On  voit  que  la  cote  PM  est,  toujours,  en  grandeur, 
et  signe,  la  somme  de  z'  (cote  de  iM  par  rapport  au  plan  des  x  y') 
et  de  la  cole  du  point  P'  par  rapport  au  plan  des  xy.  Mais  celte 
dernière  cote  (distance  des  deux  plans  des  a;y  et  des  x'y,  affectée 
des  signes  -h  ou  —  suivant  que  le  second  plan  est  au-dessus  ou 
au-dessous  du  premier)  n'est  autre  que  la  coordonnée  c  de  la  nou- 
velle origine  0'.  Donc  z  ^^  c  -h  z', 

La  môme  conclusion  s'applique  aux  coordonnées  x  et  y  et  nous 

(')  Nous  ne  considcroLs  que  de  tels  systèmes  d'axes. 


ff 
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ea  concluons  quo  lés  formules  de  passage  entre  les  anciemies 
coordonnées  et  les  nouvelles  sont  (*)  [cf  620]  : 

(i)  xz=za-\-x\      y^zzb-hy',       z  =  c -h  e . 

671.  Distance  de  deux  points.  —  Nous  allons  appliquer  les 
formules  (i)  au  calcul  de  la  distance  de  deux  points. 

Considérons  d'abord  la  distance  à  Torigine  d  un  point  quel- 
conque M  de  coordonnées  x,  y,  z.  Appelant  P  la  projection  de  M 
sur  le  plan  xy,  nous  avons  dans  le  triangle  OMP,  rectangle  en  P 

(lig.  a57)  : 

0M«  =  OP*  -f-  PM«  =  OP»  -+.  z\ 

D'autre  part,  étant  donné  que  le  point  P  a  pour  coordonnées  x 
et  y  dans  le  plan  des  axes  OX»  OY  (603),  nous  avons  (633)  : 

OP  «  =  X*  -f-  v«.  Donc  :  OM»  =  x«  -+-  j'»  -H  z'. 

Soient  maintenant  deux  points»  Mt  (de  cooi*donnéesxt,  yi,  Zt)  et 
M}  (de  coordonnées  Xi,  yt,  Zi).  Construisons  un  nouveau  système 


Fîg.  367.  Fig.  a58. 

d'axes  MiX',  M,\\  M,Z'  parallèles  &  OX,  OY,  OZ  (et  de  môme 
sens)  et  d'origine  M,.  Appelant  a?/,  yt,  Zt  les  coordonnées  da 
point  M,  par  rapport  h  ces  nouveaux  axes,  nous  avons  : 

X,  =  x,  -+-X,'.       jj==yjH-^j'.       Zi  =  zi-hz/, 
d'où  :  X,'  =  X,  —  X,,       y/  =  y^  —  Ji,       ^t  =  -2  —  -i. 


Mais,  d'après  ce  qui  précède,  le  carré  de  la  distance  M1M2  a- 
|M)ur  valeur  :  a?,'*  -h  yt  ^-  Zt*  ;  donc  : 

M.M;  =  (xt  -  X,)*  H-  (y,  -  yi)*  4-  (r,  -  z,y. 

(*)  Ces  formules  nous  permettent  de  former  immédiatement  les  nou- 
velles équations  des  surfaces  et  courbes  définies  primitivement  par  des^ 
cquatioQs  en  x,  y,  z  (cf.  §  4). 
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072.  Cosinus  direciaurs  d^uné  di-oite  orientée  on  d'une 
direotion.  — ^  DéCnir  la  direction  d*uoc 
droite  orientée  (sur  laquelle  oa  a  choisi  un 
sens  positif)  revient  à  définir  la  position  de 
la  demi-droite  issue  de  l'origine  O  parallèle 
h  la  direction  positive  di&  la  droite  donnée. 
Voyons  donc  coniiueflt  nous  pourrons  déter- 
^^'  '  '"^^  miner  une  telle  demi-droite  OA  (fig.  359)  par 

rapport  à  un  système  d*axe8  donnés. 

Appelons  respectivement  a,  |j,  y  les  mesures  des  angles  qiie  font 
les  demi-axes  OX,  OY,  OZ  avec  OA  :  nous  regai-derons  la  droite 
•OA  comme  déGnie  par  les  trois  cosinus^  cosa,  co8.p,.cos  7.  Ces 
irois  nombres  sont  déterminé»  d'une  manière  unique  lorsqu'on  se 
donne  OA  et  sont  positifs  ou  négatifs  suivant  que  les  angles  sont 
4iigus  ou  obtus,  ils  sont  appelés  cosinus  directeurs  de  la  demi- 
-droite  OA  ou  (*)  de  la  «  direction  OA  ». 

Les  trois  cosinus  (outre  qu'ils  sont  compris  entre  —  i  et  -h  1, 
fi*  154),  n'ont  pas  des  valeurs  quelconques.  Je  dis  qu'ils  sont  liés, 

quelle  que  soit  la  droite  OA,  —  par  la  relation  fondamentale 

suivante  : 

^2)  cos*  3  -f-  CCS*  p  -h  ces*  Y  =  1. 

En  effet,  prenons  le  point  A  (par  lequel  nous  définissons  géo- 
métriquement la  demi-droite  OA)  h  la  dislance  i  (unité  de  longueur) 

de  0;  appelons  a,  6,  c  ses  trois  coordonnées,  Q  sa  projection  sur 
'axe  des  x  (OQ  =a,  n"  6O3).  Dans  le  cas  de  la  ligure  269, 
-où  l'abscisse  a  est  positive,  le  triangle  rectangle  OQA  (rectangle 

en  Q)  nous  donne  (215)  : 

OQ  =  OA  ces  jf       ou       a  =  ces  a. 

•On  constate  sans  peine  que  celle  égalité  subsiste  quand  l'abscisse  a 
est  négative  (l'angle  a  étant  alors  obtus).  —  Projetant  semblable- 
ment  le  point  M  sur  les  axes  des  y  et  des  2,  nous  voyons  que 
b  =  cos  fi,     c  ==  cos  y.  —  Or,  nous  avons  a*  -1-  fr'  -h  c*  =  i, 

(>)  On  lea  rej^arJo  aussi  comme  let  cosinus  directeurs  de  toute  droite 
■^rieatce  parallèle  à  OA. 
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puÎBqne  a*  -f-  6^  4-  c*  esl  le  carré  de   la  dislance  du  |X>inl  A  à 
Torigiac  :  donc  la  relation  (3)  est  bien  satisfaite. 

673.  Cosinus  de  l'angle  de  deux  directions.  —  Soient  OA 
et  OA'  deux  denni-droîtes  issues  de  l'origine  (deux  directions)  dé- 
finies respectivement  par  leurs  cosinus  directeurs  cos  a,  cos  jS, 
cosy  et  cos  a',  cos  jS',  cos  y'.  Appelons  V  Tanglc  de  ces  doux 
droites.  Nous  démontrerons  ultérieuremeut  (705)  que  cet  angle 
se  Irouvc  défini  par  la  formule  (')  : 

(3)       cos  V  -=  cos  a  .  cos  ot'  4-  cot  ^  .  cos  ,3'  -f-  ces  7  .  cos  7', 


-A- 

A 


Supposant  dès  à  présent  cette  formule  cla- 
blie,  nous  en  pouvons  tirer  la  conséquence  sui- 
vante : 

La  condition  nécessaire  el  suffisante  pour  que        ^. 
deux  directions  soient  perpendiculaires  i  une  sur      / 
Fautre,  est  que  leurs   cosinus   directeurs   satis- 
fassent à  la  relation  '**  ^  *'^' 

cos  3    cos  a'  -f-  cos  ^  .  cos  p'  -h  cos  Y  .  cos  y'  =  o. 

674  Transformation  des  coordonnées  (cas  général).  — 
Nous  pouvons  maintenant  indiquer  comment  se  traitera  le  pro- 
blème général  du  changement  de  coordonnées.  Supposons  d'abord 
que  Foriffine  ne  change  pas.  Etant  donnés  deux  systèmes  d*axcs, 
de  même  origine  OX,  OY,  OZ  et  OX',  OY',  OZ',  quelles  sont  les 
expressions  des  anciennes  coordonnées  x,  y,  z  d*un  point  quel- 
conque en  fonction  des  nouvelles  coordonnées  xf,  y',  z'  ? 

Pour  calculer  ces  expressions,  il  nous  faut  d'abord  (cl.  621) 
définir  la  position  ou  direction  des  nouveaux  axes  par  rapport  aux 
■anciens.  Nous  les  définirons  par  les  cosinus  directeurs  de  ces  nou- 
veaux axes  (par  rapport  au  système  OX,  OY,  OZ),  soit  : 


00s  OL, 

co$p, 

cos  Y 

pour  OX' 

coso', 

cos^'. 

cos  y' 

pour  OY' 

cos  a". 

cos  Ji". 

cos  Y* 

pour  OZ'. 

(')  Si  les  deux  directions  coïncident,  on  a  a  =  a',  p  =  P',  y  =  y'  î  1® 
leeond  membre  de  l'égalité  (3)  devient  alors  cos'  x  -f  cos^  ^  -f-  cos^  y* 
•o'eti-4-dîre  i  (672),  cosinus  de  Tnii^le  do  mesure  o. 
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Cela  posé,  il  sera  possible  d'établir  les  formules  suivantes,  dont 
nous  donnerons  ultérieurement  (706)  la  démonstration  : 

/  X  =  x'  ces  3  -i-  y'  CDS  y  -f-  z'  ces  a" 

(4)  I  y  =  x'  cos  p  4-  /  cos  ?'  -4-  z  ces  f 

\  z  =  x'  cos  Y  -+-  ^'  COI  y  -f-  î'  cet  Y*. 

Ces  formules  admises,  soit  proposé  d'une  manière  générale  de 
passer  d'un  système  d'axe  OX,  OY,  OZ  è  un  autre  système  quel- 
conque OX',  0'Y\  0'Z\  ayant  même  disposition  (6.2).  Le 
u  changement  de  coordonnées  »  peut  être  réalisé  par  deux  opéra- 
tions successives  (cf.  622)  :  i"*  on  passe  (670)  des  axes  primitifs  ii 
un  système  d'axes  parallèles  (et  de  même  sens)  O'X',  O'Y' ,  O  Z 
ayant  0'  pour  origine  ;  2"  on  passe  de  ce  système  d^axes  au  sys- 
tème de  même  origine  O'X',  O'Y',  O'Z'.  —  Le  problème  de  la 
transformation  se  trouve  ainsi  entièrement  résolu. 

675.  Relations  entre  les  0  oosinus.  —  Arrêtons-nous  un 
nslant  sur  le  passage  d'un  système  d'axes  à  un  système  de  mème- 
originc.  Les  g  cosinus  que  nous  avons  appelé  cos  a,  ...,  cos  y 
n'ont  pas  des  valeurs  indépendantes  les  unes  des  autres.  Ils  sont 
liés  par  des  relations  ;  ainsi  l'on  a,  d'après  le  n°  672  : 


cos* a  -H  ces* fi  -H  cos" Y  =  l,        cos' a'  -+-  cos*?'  -*-  cos'y'  =  i^ 
cos»»"  -h  cos» fi"  H-  cos* y"  ==  I. 


(5)    j 

D'autre  part,  étant  donné  que  les  droites  OX',  OY'  OZ'  sont 
perpendiculaires  deux  h  deux,  on  a,  d'après  le  n*"  673  : 

S  cos  2'  cos  a"  -I-  cos  p'  cos  P"  -4-  cos  y'  cos  y"  =  o, 
cos  a"  cos  a'  -f-  cos  t"  cos  ^'  -h  cos  y'  cos  y'  =  O, 
V  cos  a  cos  a'  4-  cos  fi    cos  ^'  -f-  cos  y  cos  y'  =^  O- 

Les  6  relations  (5)  et  (6)  peuvent  être  considérées  comme  urt 
système  d'éqi^aUons  simultanées  dont  les  inconnues  sont  6  des 
g  cosinus.  En  les  résolvant,  on  obtient  les  expressions  de  ces 
C  cosinus  en  fonction  des  3  autres  ('). 

(>)  Plus  généralement  on  démontre  que  l'on  peut  considérer  las  9  co- 
sinus comme  des  fondions  de  3  quantités  (ou  paramètres)  dont  las  yaleuis^ 
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676.  Coordonnées  des  poiDts  d'une  droite.  —  Considérons 
une  droite  D'MoD  passant  par  un  point  donné  Mo,  de  coordonnées 
^0»  y»'  ^oi  appelons  cos  a,  cos  ^,  cos  y  les  cosinus  directeurs  de 


Fig    2G1. 

la  demi-droite  MqD  (autrement  dit  :  de  la  parallèle  à  MqD  menée 
par  Torigine,  672)  ;  nous  allons  donner  une  forme  remarquable 
des  coordonnées  d'un  point  quelconque  (comparer  636). 

déterminent  entièrement  la  position  du  système  d'axes  OX'  OY',  0Z\ 
par  rapport  aux  anciens  axes.  On  peut  choiâîp  de  bien  des  façons  les  trois 
quantités  que  Ton  adoptera  comme  paramètres.  Dans  de  nombreux 
problèmes,  on  aura  avantage  à  considérer  les  3  c  angles  d'Euler  »  définie 
comme  il  suit.  On  construit  l'inlersecticn  du  plan  des  xy  et  du  nouveau 
plan  des  art/',  et  sur  cette  droite  (qui  paikse  par  O)  on  choisit  une  di- 
rection positive  OL  Puis  l'on  appelle  : 

o  l'angle  orienté,  compris  entre  o  et  a7c,  que  fait  la  droite  OX  avec  01 
tle  Sens  de  l'angle  étant  le  sens  de  la 
rotation  (de  90^)  qui,  supposée  effec- 
tuée dans  l§  plan   lOX,   amènerait 
OX,  a  coïncider  avec  OY]  ; 

^  l'angle  orienté  que  fait  la  demi- 
droite  CI  avecOX'  [le  sens  de  l'angle 
étant  le  sens  de  la  rotation  (de  90^) 
qui  amènerait  OX'  sur  OY'j  ; 

0  l'angle  orieuté  que  fait  4a  demi- 
droite  OZ  avec  OZ' :  le  sens  adopté 
est  le  sens  de  la  gauche  vers  la  droite 
d'un  observateur  debout  le  long  de 
^I  les  pieds  en  O.  On  démontre  ai- 
sément que  l'on  peut  toujours  choi- 
sir la  direction  positive  01  de  manière  que  l'angle  0  compte  dans  le  sciii 
■direct  soit  moindre  que  r. 

Ayant  ainsi  choisi  01,  on  démontre  que  l'on  a  : 

C08  01  =  cos  ^  cos  ^  —  sio  o  sin  ^  cos  0  ; 
cos  ^  =  sia  (p  cos  i{/  -f  cos  O  sin  ^  cos  0  - 
cos  Y  =  sin  0  sin  tj/,  etc. 

fioLTRoux.  ~  Les  Principes  do  l'Analyse  mathématique.  Il  6 


I  ig.  262. 
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Par  le  point  Mo,  menons  des  axes  (*)  MoX',  Mo/,  MqZ'  parai- 
lèles  aux  nxes  Ox,  Oy,  Oz  (et  de  même  sens),  et  appelons  x,  y,  z, 
x',  /,  z',  les  coordonnées  anciennes  et  nouvelles  d'un  point  quel- 
conque M  de  la  droite. 

Si  nous  désignons  par  a  la  longueur  MqM  (affectée  du  signe  H- 
si  M  est  sur  MoD,  du  signe  —  si  M  est  sur  MoD'),  nous  avons 

a/  =  X  CCS  a,         /  =  X  CCS  p,         z'  =  X  ces  y: 

en  effet,  si  X  >>  o,  ces^  formules  résultent  de  la  démonstration  du 
n®  672;  d'ailleurs  on  voit  sans  peine  qu'à  deux  valeurs  de  X  égales 
et  de  signes  contraires  correspondent  des  valeurs  de  x\  de  /  e 
de  /  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires;  donc  les  formules 
sont  encore  valables  pour  X  <  o. 

D'autre  part,  les  coordonnées  x,  y,  z  sont  liées  k  x',  y,  z!  par 
les  relations  (i)  [670]  où  Ton  doit  remplacer  a,  6,  c,  par  a?p, 
jj,  Zo.  Donc  : 

(7)    rr  =  Xo  -4-  X  ces  a,       y  =  y^  4-  X  ces  p,       z  =  z^^  -+■  X  ces  y- 
De  ces  relations  on  déduit  les  deux  égalités  (')  : 

(g)  ^     ^^ y  "^  ïo  —  ^     ^0^ 

^    '  ces  a  ces  p  COS  Y 

auxquelles  satisfont  les  coordonnées  de  tous  les  points  de  la  droite 
D'MoD  :  ce  sont  les  équations  de  cette  droite.  D'où  ce  résultat  : 

Une  droite  quelconque  passant  par  un  point  donné  (»ot  Jo,  ^t) 
peut  être  représentée  par  deux  équations  de  la  forme  (8) . 

677.  Remarque.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  les 
équations  d'une  droite  sont  données  sous  la  forme  : 

^^^  l  m  n 

(1)  Pour  la  dééigaation  des  axes,  nous  userons  désormais  de  la  notation 
simplifiée  introduite  au  n^  6223.  Nous  déâignerons  les  axes  des  x  des  y 
et  des  z  d'origine  O  par  les  symboles  Ox,  Oy,  Oz. 

(2)  Si  l'un  des  trois  cosinus  est  nul,  il  résulte  dos  égalités  (7)  que  le  nu- 
mérateur correspondant  est  nul  :  ainsi  par  exemploi  si  cos  a  =«  o,  l'une 
deâ  équations  de  la  droite  est  x  —  Xq  =  o.  Etant  donné  la  relation  (a)» il 
est  impossible  que  les  trois  cosinus  soient  nuls  en  même  temps. 
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/,  m,  n,  étant  trois  nombre;  constants,  ces  trois  nombres  sont  pro- 
portionnels aux  cosinus  directeurs  de  la  droite.  En  effet,  les 
équations  (9)  ne  peuTent  être  équivalentes  aux  équations  (8)  que  si 

rona(M:"-?î-?=:£?!i  =  £2iI. 
I  m  n 

678.  Equations  d^uné  droite  passant  par  doux  pointa 
donnés.  —  Soient  M^  (de  coordonnées  x».  y«,  z^)  et  Mi  (de  coor- 
données a?i,  jj,  Zi)  les  deux  points. 

Les  coordonnées  des  points  de  la  droite  satisfont  à  deux  équa- 
tions de  la  forme  (8)  qui  sont  vérifiées  en  parliculiefpour  x  =  Xi^ 
y  =  jr,,  2  =  Zj,  c'est-à-dire  sont  telles  que 

(,o)  ^i-^o^yi-Jç^£L 


cos  a  co»  p  C05  Y   * 

Divisons  respectivement  les  rapports  égaux  des  égalités  (8)  par 
les  rapports  des  égalités  (10);  nous  obtenons  les  égalités 

(n)  ^-^o=y  — >^o  =  ^-^Q, 

a-,  —  aco       7,  —  yç,       z,  —  z^ 

qui  sont  satisfaites  par  les  coordonnées  de  tous  les  points  de  U 
droite  considérée  :  c'en  sont  les  équations  ('). 

679.  Equation  d'un  plan.  —  Je  dis  que  toute  équation  de  It 
forme  : 

(lî)  Ax  -^  Ej  -f-  G^  -+.  D  =  o, 

dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  linéaire  en  a?,  y,  z,  re- 

(M  il  est  facile  de  déduire  des  équatioM  (9)  les  cosinus  directeun  de 
la  droite  définie  par  ces  équationg.  Appelons  en  cfTet  q  la  valeur  des  trois 

rapports  égaux  ^|  -  ,  ...  ^^^\  nous  aurons  cos  a  =  £9,  ....  cos  y  =  aç  ; 

d'où  cos»  a  4.  cos*  p  +  cos*  7  =  Pc*  +  mV  +  n'^\  <>«  [d'après  l'égalité  (s) 

du  n*  672J  I  =  9*  (P  -f-  m*  +  n*)  ;  d'où  la  valeur  de  q  ;  remplaçant  q  par 
cette  valeur,  nous  obtenons  : 


y';*  ^  «1  4.  »î  ^tà  -j.  wl  ^.  »8  ^/t  ^  „S  _|.  „< 

(')  Si  Xj  89  â^,  Tune  des  équations  de  la  dr  ite  est  x  —  x^=  o  ;  même 
l^-tmarque  %\  yi  «  yo  ou  zi  =ai  ï(,. 
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présente  un  plan,  et  que  réciproquement  tout  plan  de  l'espace  est 
représenté  par  une  équation  de  cette  forme. 

En  effet,  soient  iVIq  (de  coordonnées  oîq,  ^o,  ^o)  ®^  Mi  (de  coor- 
données Xi,  ji,  Zi)  deux  points  quelconques  appartenant  au  lieu 
géométrique  des  points  dont  les  coordonnées  satisfont  à  l'équation 
(12)  :  je  vais  montrer  que  tous  les  points  de  la  droite  MoMi»  indé- 
finiment prolongée,  appartiennent  au  même  lieu  géométrique,  d'où 
résultera  que  le  lieu  est  un  plan  ('). 

Par  hypothèse  : 

(i3)  Ajto  h-  B/o  -h  Gzo  -h  D  —  o  et  \xi  -j-  B/,  4-  Cz,  -h  D  =  o. 
d'où,  en  retranchant  : 

(i4)  ACo-,  -  X,)  -h  B(vi  -y,)  -h  C(z,  -  z,)  =  o. 

Appelons  d'autre  part  x,  y,  z,  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque M  de  la  droite  MqM,.  Ces  coordonnées  satisfaisant  aux 

équations  (11),  nous  avons  en  appelant  -  la  valeur  commune  des 
Irols  rapports  (11)]  : 

Xi—x^  =  u{x-x,)i     Yi—yo  =  u(ji—y,)]     z, --z^=.u(z  ^  z,). 

Portant  dans  (i4)>  il  vient  : 

u[\'x  -  X,)  ^  B(y  -  y,)  4-  C(z  -  z,)]  =  0; 

d'où,  divisant  par  u  [car  u  n'est  pas  nul  (*)],  puis  développant,  et 
remplaçant  —  Axj  —  By^  —  Cz^  par  sa  valeur  D  tirée  de  (i3)  : 

\x  -h  Bv  H-  Cr  H-  D  =  o. 

Donc  les  coordonnées  du  point  M  satisfont  bien  à  l'équation  (12}. 

680.  —  Considérons  maintenant  un  plan  quelconque  II  de 
Fesp'^ce  cl  supposons  d'abord  que  ce  plan  ne  soit  parallèle  h  aucun 

(*)  C.ir  un  plan  peut  cire  de  fini  commo  une  surface  telle  que  toute 
droite  joignant  deux  de  ses  points  y  ist  contenue  tout  entière. 

(■)  Étant  donné  la  définition  de  u,  ce  nombre  ne  pourrait  être  nul  que 
si  l'on  avait  x,  —  Xq  =  î/i  —  yo  =  «i  —  «o  =  0|  c'ist-à-dire  si  les  deux 
foinls  Mq  et  M,  coïncidaient. 
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des  trois  axes  de  coordonnées.  Il  coupe  alors  l'axe  des  x  en  un 
point  F  dont  j'appellerai  a  l'abscisse,  l'axe  des  y  en   un  point  G 
dont  j'appellerai  b  l'ordonnée,  et  Taxe  des  z  en  un  point  H  de 
cote  c  {fig.  203). 
Déterminons  les  coefficients  A,  B,  C,  D,  par  les  conditions  : 


(i5) 


Aa  -f-  D  ==  o.         B6  -h  D  =  o.         Ce  h-  D  =  o 


Nous  pouvons  choisir  A  arbitrairement  et  udus  aurons  : 


D  =  —  Aa,       B  = 


D 


C  =  — 


D 


L'équation  Ax  H-  B/  H-  Cz  4-  D  =  o,  dont  les  coefficients  sont 
ainsi  déterminés,  est  satisfaite  lorsqu'on  y  remplace  x,  y^  z  par  les 
coordonnées  (a,  o,  o)  du  point  F,  les  coordonnées  (o',  6,  o)  du 


H.. 


Fig.  a63.  Fig.  36A. 

p^int  G  ou  celles  (0.  0,  c)  du  point  H.  Donc  le  plan  que,  d'après 
le  n**  679  elle  représente,  contient  les  trois  jwinls  F,  G,  II  :  c'est 
le  plan  H. 

Ainsi,  tout  plan  non  parallèle  aux  axes  est  représenté  par  une 
équation  de  forme  (12)  dont  un  coeficient  est  arbitraire. 

Dans  le  cas  où  le  plan  II  est  parallèle  à  l'axe  02  (//(/.  264), 
considérons  son  intersection  avec  le  plan  des  xy  ;  c*est  une  droite  A 
qui,  par  rapport  aux  axes  Ojc,  Oj,  a  une  certaine  équation  : 

(16)  AxH-  Bjr  4- D=.o; 

je  dis  que  cette  équation  (')  est,  —  par  rapport  aux  trois  axes  Ox, 

C)  C'est  une  équation  de  le  foime  (12,  mais  qui  ne  contient  pas  de 
terme  en  z 
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Oy,  Oz  —  Véquation  du  plan  II.  En  effet  le  plan  II,  parallèle  à  Oz, 
itant  perpendiculaire  au  plan  des  xy^  la  projection  Q  de  Tun  quel- 
conque M  de  ses  points  sur  le  plan  des  xy^  est  située  sur  la  droite 
A  ;  mais  Tabscisse  et  Tordonnéo  de  M  sont  celles  de  Q;  donc  celle 
abscisse  et  cette  ordonnée  satisfont  à  la  relation  (16).  Récipro- 
quement, tout  point  lie  l'espace  dont  Tabscisse  et  Tordonncc  sa- 
tisfont à  la  relation  (16)  est  situé  dans  le  plan  II. 

On  constatera  de  même  que  dans  le  cas  où  le  plan  II  est  parallèle 
i  Taxe  Ox  ou  à  Taxq  Oy,  son  équation  est  de  la  forme  (*)  : 

Bj  -h  Gz  -f-  D  =  o        ou        Ax  -4-  Gz  H-  D  =  o. 

681.  Intersection  de    deux  plans.    Plans    parallèles.   — 

CSonsidérons  deux  plans  quelconques  d*éqnations  : 

(17)    Aic  -hBj  4-Cz-4-D  =  o,     \'x-hB'y-hC'z-hD'  ^o. 

Nous  observons  que  les  équations  d'une  droite  peuvent  toujours 
être  mises  sous  la  forme  (17).  En  effet,  nous  avons  vu  qu'elles 
peuvent  élic  mises  sous  la  forme  (11).  Or  des  proportions  (1 1)  on 
lire  : 

(yt  —  ïo)  (^  —  «0)  =  (-^i  —  ^0)  {y  —  jo). 
(^1  —  ^0)  (^  —  ^0)  =  («1  —  ^0)  (^  ■—  ^)« 

se  qui  peut  s'écrire  (*)  : 

(yi  —  y^>  +  (^0  —  ^i)y  -*-  (jo^i  —  ^oji)  =  »• 

Réciproquement,  l'ensemble  des  points  communs  aux  deux 
plans  d'équations  (17)  (supposés  non-parallèles)  est  une  droite  A. 
Donc  l'ensemble  de  ces  deux  équations  représente  une  droite. 

Il  est  un  cas  cependant  où  les  équations  (17)  ne  définissent 
aucune  droite.  C'est  le  cas  où  les  deux  plans  ne  se  coupent 
pas,    c'est-à-dire  sont    parallèles.    Voyons    à    quelles   conditions 

(')  Réciproquement  si  l'équation  du  plan  est  l'une  de  ces  trois  formes, 
le  plan  est  parallèle  à  l'un  des  axes. 

(')  Ces  équations  sont  de  la  forme  (17)  puisque  xo»  ...  z,  sont  des  nom- 
bres déterminés  (fixes). 
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doivent  salis/aire  les  coefficienU  des  équations  (17)  pour  qu'il  en 
soit  ainsi. 

Supposons  C  non  nul.  Multipliant  la  première  équation  (17) 
par  C,  la  seconde  par  C  et  retranchant  la  seconde  de  la  première, 
j'obtiens  : 

(18)      (AC  -  CA')a:  -4-  (BC  —  CB')^  -h  (DC  —  CD  )  =  o. 

S'il  existait  un  syslème  de  valeurs  x,,  y,,  de  x  et  j  satisfaisant  à 
(18),  la  première  équation  (17)  donnerait  (pour  a;  =  aj»,  y  =  y^) 
une  valeur  correspondante  z,  de  z,  et  les  trois  valeurs  Xi,  y,,  Zj 
satisferaient  aux  deux  équations  (17)  [le  système  formé  par  (18)  et 
Tune  des  équations  (17)  est  équivalent  au  système  des  a  équations 
(17)].  Donc,  pour  que  les  deux  plans  n'aient  aucun  point  commun, 
il  faut  et  il  suffit  que  Téquation  (18)  ne  soit  satisfaite  par  aucun 
système  de  valeurs  de  x  et  y.  Or,  ceci  exige  que  l'oi)  ait  (*)  ; 
KG  —  CA'  =  G,  BC  —  CB'  =  G,  donc 

A  _  B       G 
A^  — F  — (?• 

On  parviendrait  au  même  résultat  si  G  était  nul  ;  on  multiplie- 
rait en  ce  cas  (*)  les  équations  (17)  par  B  et  B'  ou  A  et  A'  au  lieu 
de  C  etc. 

Ainsi  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  deux 
plans  d'équations  {i'])  soient  parallèles  et  que  les  coefficients  res- 
pectifs de  leurs  termes  en  x^yetz  soient  proportionnels. 

Remarque.  —  Si  l'on  avait,  en  outre,  DC  —  CD'  =  o,  par 

D        C  .  .        ,  .  ,     . 

suite   =;-  =  -jy,  les  deux  équations  (17)  seraient  évidemment  équi- 

valantes  et  représenteraient  le  même  plan. 

€82.  Droites  parallèles.  —   Supposons  les  équations  d'une 

(*)  Car  tî  par  exemple  AC  —  CA'  était  un  nombre  non-nul,  l'équation 

CD'  —  DC 
(18)  serait  satisfaite  par  le  système  de  valeurs  a;  =  ac^-^-^x"  ^  ~  o  ;  si 

CD'  —  DC 
BC  —  CB'  était  non-nul  elle  serait  satisfaite  par  x  z=  o,  y  ■=-__-- . 

(*)  Il  est  sûr  que  A,  B,  C  ne  sont  pas  tous  trois  nuls  :  autrement  la 
première  équation  (17]  ne  reprérenterait  aucun  plan. 
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droite  A  données  sous  la  forme  générale  (*)  : 

(19)  Ax  -f-  Bj  H-  C2  -h  D  =  o.     \'x  H-  B>  -h  C';:  4-  D'  =  o. 

Je  dis  que  les  équations  : 

(20)  Ax  -+-  BjT  +  C:  4-  D,  =  o,     A'x  +  B>  -h  C'z  -t-  D^'  =  o. 

011  Di  et  Di'  sont  deux  nombres  quelconques,  définissent  une  droite 
parallèle  h  A.  En  effet,  les  deux  nouvelles  équations  représentent 
deux  plans  respectivement  parallèles  aux  deux  plans  d'équations 
(ig)  :  par  conséquent,  leur  intersection  est  parallèle  à  chacun  de 
ces  plans,  donc  h  Tintersection  A. 

Réciproquement,  on  constate  que  les  équations  d'une   droite 
quelconque  parallèle  h  A  peuvent  être  mises  sous  la  forme  (20). 

683._  Intersection  de  trois  pians.  -  -  Soient  : 

AxH-Bj'H-Gj-i-D=o,  A'jc4-B>H-C'z+D'==o,  A^r+BV+Cz-^  D'=o, 

les  équations  de  trois  plans.  11  existe  en  général  (3^7)  un  et  un 
seul  système  de  valeurs  de  x,  y,  z  qui  satisfont  au  système  de  ces 
trois  équations  simultanées.  Donc  les  trois  plans  ont,  en  général, 
un  point  commun  et  un  seul.  En  discutanl  le  système  des  trois 
équations,  comme  nous  avons  appris  à  le  faire  en  algèbre,  nous 
déterminerions  et  interpréterions  les  cas  où  cette  conclusion  est  en 
défaut. 

684.  Droite  et  plan  perpendiculaires.  —  Donnons-nous  les 
quations  d'une  droite  A  sous  la  forme 


e 


a?  — a?o  ^  Y^ïo  ^  ^  — ^0^ 
CCS  3t  CCS  p  ces  Y 

les  noLilions  étant  celles  du  n**  676,  et  par  le  point  M^  (de  coor- 
données Xot  Jo»  ^0)  menons  deux  droites  Ai  et  A^  perpendicu- 
laires à  A.  Appelant  cos  a',  cos  /5',  cos  y'  et  cos  a",  cos  fi\  cos  y' 

(*)  Si  l'on  considère  des  droites  réprésentées  par  dis  équations  do  la 
forme  (8),  la  condition  qui  exprime  le  parallélisme  s'obtient  immédiate- 
ment :  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  droites  (-supposées  orientées  dans 
e  même  sens)  aient  les  mêmes  cosinus  directeurs. 
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les  cosinus  directeurs  respeclifs  de  ces  deux  droites,  nous  aurons 
comme  équations  de  Ai  et  As  : 

y  —  a-Q  __  y  —  Yq  _  z  —  Zq.       g  —  J-q  _  y  -~  Jo  __  g  —  ^0 

ces  a'       ces  p'      CCS  y  *     ces  Ol"  ces  ^'      C09  Y  ' 

les  cosinus  (673)  étant  tels  que  : 

V  CCS  a  cos  t!  4"  ces  fi  ces  ^'  4-  ces  y  ces  y  =  o  ; 
?  CCS  a  cos  a'  -h  cos  p  cos  ^'  -f-  cos  y  cos  7'  =  o. 

On  déduit  de  là  que  les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  quel- 
conque de  Al  ou  de  Ai  satisfont  à  la  relation  (*)  : 

cos  a  .  (a?  —  Xo)  +  cos  fi  .  (j  —  Jo)  -*"  cos  y  .  (z  —  Zq)   -  »• 

Cette  équation  est  celle  d'un  plan,  lequel  [puisqu'il  contient  les 
deux  droites  perpendiculaires  à  A]  est  le  plan  FI  mené  par  M^ 
perpendiculairement  à  A.  Nous  pouvons  l'écrire  : 

cos  a  .  a:  -f-  cos  ^  .  }•  -h  cos  Y  .  2  —  (^0  ^^^  ^  "^  J'o  c^*  ?  "*"  Xo  c^*  ï)  =^  ^• 

Cela  dit,  considérons  l'équation  d'un  plan  :  Xx  -{-  By  H- 
-4-  Cz  -+  D  =  o,  dont  les  coefficients  A,  B,  C  soient  proportion- 
nels h  cos  a,  cos  ^S,  cos  y.  Ce  plan  est  parallèle  au  plan  FI  (682)  ; 
donc  il  est,  lui  aussi  (■),  perpendiculaire  à  la  droite  donnée. 

685.  Plans  perpendiculaires.  —  Cherchons  maintenant  h 
quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  équations  de  deux  plans  : 

Ax  -+-  By  4-  Cz  -h  D  =  o,       A' a?  -1-  B'j  -f-  Cz  -h  D'  =  o. 

l>our  qu'ils  soient  pcri)endiculaires  l'un  sur  l'autre. 

Appelons  cos  a,  cos  (i,  cos  y  et  cos  a',  cos  ^\  cos  y'  les  cosinus 
directeurs  de  deux  droites  respectivement  perpendiculaires  h  l'un 

{^}  Appelant  on  cfTet  X  les  trois  rapports  égaux  fi;jfurant  dans  les  équa- 
tions de  ài  j'ai   cos    a'  =  ^-V^»     ^°'  f^  ==  "~Y^»     ^^^  ^  ~  ~~i^~' 
Porfanl  ces  valeurs  des  cosinus  dans  la  première  relation  (31),  je  vérifie 
lu  résultat  énoncé.  De  mémo  pour  A^. 

(*)  Réciproquement  ^la  démons  Ira  lijn  est  immédiate)  si  un  plan  est 
perpendiculaire  sur  la  droite  A,  ses  coefficien's  A,  B,  C  sont  nécessaire- 
ment  p 'jporlionnels  aux  cosinus  dire:teurs  dj  /j  droite  A. 
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et  h  l*aulre  plan.  D'après  le  n""  précédent,  il  existera  deux  nombres 
).  et  )/  tels  que  cos  a  =  AX,  cos  jS  =  BX,  cos  y  =  CX'  et 
cos  a'  =  A'X',  cos  |S'  =  B'X',  cos  7'  =  C'X'.  D'ailleurs,  les  deux 
droites  sont  perpendiculaires  et  Ton  a,  par  suite  :  cos  a.  cos  a' 
-h  cos  /3.  cos  |5'  -h  cos  /.  cos  y'  =  0.  Remplaçant  les  cosinus  par 
les  valeurs  ci-dessus,  et  divisant  le  premier  membre  (qui  doit  être 
nul)  par  XXS  nous  avons  la  condition  cherchée  : 

AA'  -+-  BB'  -f-  ce  =  o. 

686.  Plans  et  droites  remarquables.  —  Le  plan  des  xy  est 
le  plan  dont  tous  les  points  ont  une  cote  nulle  ;  son  équation  est 
donc  2=0.  Pareillement  les  équations  du  plan  des  yz  et  du  plan 
des  zx  sont  a;  =  o,  et  3'  =  o. 

Un  plan  parallèle  au  plan  des  xy  est  un  plan  dont  tous  les 
mêmes  points  ont  même  cote.  Son  équation  est  de  la  forme  z  =c 
{c  nombre  constant).  —  Un  plan  parallèle  au  plan  des  yz  ou  au 
plan  des  zx  a  une  équation  de  la  forme  x  =  c,  ou  y  =  f . 

Un  plan  passant  par  l'origine  des  coordonnées  a  une  équation  (1  a) 
satisfaite  par  x  =y  =^  z=  o.  Donc,  cette  équation  n'a  pas  de 
terme  indépendant  de  x,  y,  z  :  elle  est  de  la  forme  :  Ax  -f-  hy  -4- 
-h  Cz  =  o. 

Considérons  maintenant  l'un  des  axes,  par  exemple  l'axe  Ox. 
C'est  le  lieu  des  points  qui  ont  une  ordonnée  et  une  cote  nulles  [ou, 
si  l'on  veut,  l'intersection  du  plan  des  xy  et  du  plan  des  xz]  :  ses 
deux  équations  sont  donc  :  y  =  o,  z  =  o. 

687.  Equations  générales  de  pians.  —  On  formera  facile- 
ment les  ((  équations  générales  »  des  plans  qui  satisfont  à  une 
condition  simple,  par  exemple  sont  asujettis  à  passer  par  un  point 
donné  ou  par  une  droite  donnée. 

Soient  Xq,  y^,  Zq  les  coordonnées  d'un  point  donné  :  l'équation 
d'un  plan  quelconque  passant  par  ce  point  est  évidemment  de  la 
forme  (*)  : 

K^  -^o)-^^{y-  Jo)  -^  c(z  -  z,)  =  o. 

A,  B,  C  étant  trois  coefQcients  quelconques. 

(')  C'est  l'équation  (i4)   du  n^  67g,  le  point  Xi,  2/1,  zi,  étant  appelé  ici 


zedby  Google 


LA  GÉOMÉTRIE    A?ÏALYTIQUE    DE    L*ESPAGB  Ql 

Soit,  d'autre  part,  donnée  une  droite  définie  comme  inter- 
section de  deux  plans  et  ayant  pour  équations  : 

Aa;  +  Bj'  -h  Cz  -h  D  =  o,         X'x  -h  B'y  -h  Cz  -h  D'  =  o. 

on  démontre  facilement  que  l'équation  : 

(aa)    (\x  -h  Bj'  -+-  Cz  4-  D)  4-  X(A'x  -f-  Wy  -f-  Cz  -h  D')  =  o  : 

où  X  est  un  paramclre  quelconque,  est  Tcqualion  générale  des 
plans  qui  contiennent  la  droite  donnée. 

688.  Sphère.  —  Considérons  une  sphère  de  rayon  r  dont  le 
centre  a  pour  coordonnées  Xo,  jo»  ^o*  ^  "  point  quelconque  de  la 
sphère,  de  coordonnées  ar,  y,  z,  est  h  une  dislance   du  centre 

^gale  (671)  à  \^(x  —  x^y  -h  {y  -  Jo)*  ^-  (-  -  ^o)'-  Ecrivant  que 
cette  distance  est  égale  k  r,  nous  avons  une  relation  qui  est  Téqua- 

lîon  de  la  sphère  :  ^(x  —  x^y  -\-(y  —  yo^'^  -^  (^  —  ^o)*=  '*»  ^" 
(X  —  x,y  ~h  (y  —  yoY  -h{z  —  z,Y  =  r«. 

689.  Quadriques.  —  Les  quadriques  sont  les  surfaces  de 
l'espace  h  trois  dimensions  qui  font  pendant  aux  courbes  planes 
appelées  sections  coniques/Ce  sont  les  surfaces  dont  l'équation 
F(x,  y,  z)  =  o  a  pour  premier  membre  un  polynôme  du  second 
•degré  en  x,  y,  z.  La  forme  générale  de  Téquation  d  une  quadrique 
ost  par  conséquent  : 

<23)  Ax»  4-A>*+AV-f-Byz-+-B'zx-hB'xy-4-C.T4-C'y-f-G'2-hD=o. 

les  grandes  lettres  désignant  des  coefficients  quelconques.  On  voit 
immédiatement  qu'une  quadrique  coupe  l'un  quelconque  des  plans 
de  coordonnées  (si  elle  le  rencontre)  suivant  une  courbe  dont 
l'équation  (à  deux  variables)  est  du  second  degré;  cette  courbe 
•est  donc  une  section  conique  (qui  peut  exceptionnellement  se  ré- 
•duire  à  deux  ou  à  une  droite,  ou  h  un  point).  On  vérifiera  sans 
peine  que  l'intersection  d*u/i  plan  quelconque  awoc  une  quadrique 
est  toujours  une  section  conique,  et  qu'une  droite  quelconque 
coupe  la  quadrique  en  deux  points  au  plus. 

La  discussion   de   l'équation    générale  (aS)   nécessite   d'assez 
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longs  dcveloppemcnts,  mais  ne  présente  poinl  de  difficulté  :  elle 
conduit  h  une  classification  des  quadriques  (comparer  n**  648  sqq.) 
Sans  nous  engager  plus  avant  dans  l'étude  des  quadriques,  no- 
tons que  ces  surfaces  furent  distinguées  et  déGnies  dès  le  xvii*  siècle 
par  Desargues,  le  grand  spécialiste  des  sections  coniques.  Mais 
c'est  au  début  du  xix'  siècle  seulement  que  la  théorie  générale 
des  quadriques  prit  (ignrc  entre  les  mains  de  Monge,  et  fut  intro- 
duite dans  les  programmes  de  TEcolc  Polj* technique.  Elle  resta 
jusqu'à  ces  dernières  années,  dans  nos  lycées,  la  clef  de  voûte  de 
l'enseignement  des  mathématiques  spéciales. 


8.  —  Etude  des  surfaces  et  des  courbss  gauches. 

690.  Définition  des  Burlaoes  et  des  courbes.  —  Grâce  à  la 
méthode  des  coordonnées,  nous  pouvons,  ainsi  que  nous  l'avons 
fait  pour  les  courbes  planes,  édifier  a  priori  une  théorie  générale 
des  surfaces  et  dcsjcourbes  gauches. 

Supposons  donné  une  fois  pour  toute  un  système  d'axes  de 
coordonnées  Ox,  Oy,  0^.  Nous  déterminerons  une  surface  quel- 
conque (914)  si  nous  nous  donnons  une  équation  de  la  forme 
F(x,  y,  z)  ^=  o.  —  Souvent  l'équation  sera  «  résolue  par  rapport 
à  z  »  :  elle  se  présentera  alors  sous  la  forme  :  z  =  J{x,  y). 

Il  est  une  autre  manière  de  définir  une  surface  (comparer  659); 
on  peut  regarder  telle  figure  comme  déterminée  par  trois  relations 
de  la  forme  : 

(i)  x  =  o{u,v),        y  =  ^{u,v).       z  =  e(ii,  w), 

c'est-à-dire  par  trois  fonctions  de  deux  variables  u  et  v  auxquelles 
lei  coordonnées  x,  y,  z  sont  i*especlivemcnt  égales;  en  effet,  le 
système  des  deux  équations  x  =  o(u,  v),  y  =  J>((i,  v)  définit  u 
et  i)  comme  fondions  de  x,  y;  portant  ces  fonctions  à  la  place 
de  u  civ  dans  la  troisième  relation  z  =  0(«,  v],  j'obtiens  une  re- 
lation entre  les  variables  x,  y,  z  qui  définit  une  surface  [d  est  le 
rcsuUal  de  l'élimination  de  u  et  v  entre  les  trois  relations  (i)]. 
Semblablemont,  au  lieu  de  définir  une  courbe  comme  inter- 
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section  de  deux  surfaces  (*)  (615),  on  peut  la  définir  par  trois 
relations  : 

(2)  3r=:o(/),  y  =  ^.:/),  z  =  0(/}. 

c'est-à-dire  par  trois  fonctions  d'un  paramètre  t  auxquelles  les 
coordonnées  x,  y,  z  (d'un  point  quelconque  de  la  courbe)  sont 
respectivement  égales.  Si  en  effet  on  élimine  l  entre  les  rela- 
tions (i),  on  obtient  deux  relations  entre  x,  y  et  z  qui  sont  les 
deux  équations  de  la  courbe. 

691.  Surfaces  remarquables  t  surfaces  de  révolution.  — 
11  est  certains  types  remarquables  de  surfaces  que  nous  devons 
spécialement  signaler. 

On  appelle  sur/ace  de  révolution  une  surface  engendrée  par  une 
courbe  ou  portion  de  courbe  plane  {*)  »  tournant  »  autour  d*un& 
droite  fixe  (appelée  axe  de  révolution)  :  je  veux  dire  par  là  que  tout 
point  de  la  courbe  mobile  décrit  un  cercle  dont  le  centre  est  sur 
l'axe  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  :  un  tel  cercle  eet 
appelé  parallèle  de  la  surface. 

La  courbe  plane  génératrice,  dans  l'une  quelconque  de  ses  posi- 
tions, est  appelée  courbe  méridienne  de  la  surface  de  révolution  ;  le 
plan  d'une  courbe  méridienne  —  c'est-à-dire  un  plan  quelconque 
passant  par  Taxe  -  est  dit  plan  méridien. 

Quelle  est  la  forme  de  l'équation  d'une  surface  de  révolution.^ 
Nous  nous  bornerons  au  cas  où  Taxe  de  révolution  est  l'axe  des  z. 
Connaissant  la  forme  de  l'équation  dans  ce  cas,  nous  l'obtiendrions 
aisément  dans  le  cas  général  en  effectuant  un  changement  d*axes  de 
coordonnées  et  appliquant  les /ormufe^  de  passage  du  n**  674. 

Si  Ozest  l'axe  de  révolution,  le  plan  desxz  est  un  plan  méridien, 
et  ce  plan  contient  une  courbe  méridienne  (C)  dont  l'équalion  (par 
rapport  aux  axes  Ox,  Oz)  est  une  certaine  relation  enire  x  et  r, 
soil/(x,  z)  =  o. 

Menons  un  demi-axe  Oa  d'origine  0  dans  le  plan  desxy  et  con- 

(*)  C'rsL-à-dire  par  deux  équations  &iinuUané(8  de  la  forme  F  (x,  ?/, 
3)  =  o,  G  {x,  y,  z)  =  o. 

(*)  Il  n'est  pas  iudispensable  de  supposer  que  la  courbe  est  plane  :  maif, 
si  elle  était  gauche,  la  courbe  que  l'on  considère  comme  génératrice  de 
la  surface  ne  serait  pas  regardée  comme  une  «  méridienne  ». 
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sidérons  la  courbe  méridienne  (C)  située  dans  le  plan  méridien 
qui  passe  par  Ou.  Il  est  clair  que  si  l'on  regarde  Oz  et  Oa  comme 
un  système  d'axes  de  coordonnées  planes,  la 
courbe  (C')  a  pour  équation  par  rapport  k  ces 
axes  (*)/(  «,  z)  =  G. 

Soit  M  un  point  de  (C)  [de  coordonnées  ar,  y,  z 
par  rapport  aux  axes  Ox,  Or,  Oz].  La  coordonnée 
u  du  point  M  n*est  autre,  au  signe  près,  que  la  lon- 
gueur OP  (distance  de  Forigine  &  la  projection  de 
M  sur  le  plan  des  xy)  :  c'est  donc  (*)  u  =  \/ar*  -^  y* .  H  résulte  de 
là  que  les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  M  satisfont  à  la  relation  : 

f{\/x^-^y^,z)=o, 

obtenue  en  remplaçant  u  par  y/ar'  4- j*  dans  f{u,  z)  =  0.  Cette 
relation,  étant  satisfaite  par  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  surface  de  révolution,  en  est  l'équation. 

En  d'autres  termes,  t équation  d'une  surface  de  révolution  daxe- 
Oz  est  une  relation  entre  deux  quantités  variables  dont  tune  est 
y/x»  >f-  j«  et  tautre  z,  —  Réciproquement  —  il  est  facile  de  le 
vérifier  —  toute  relation  de  cette  nature  définit  une  surface  de  ré-^ 
volulion  d*axe  Oz. 

Exemple.  —  Considérons  Téquation  : 

x»  -4-  r*    .    z^ 

C'est  réquation  d'une  surface  de  révolution  dont  Taxe  est  Oz  et 
dont  la  méridienne  dans  le  plan  que  nous  avons  appelé  zOu  a  pour 

équation  -j  -H  r^  =  i  :  cette  méridienne  est,  d'après  le  n"  649, 

une  ellipse  ayant  pour  axes  Or  et  Ou.  La  surface  est  engendrée  par 

(*)  En  effet,  l'équation  de  la  courbe  méridienne  ns  change  pa$  lorêquê 
le  plan  des  axes  Oz,  Ou  tourne  autour  de  Oz.  Or  cette  équation  doit  être. 
f{XtZ)  =  o  lorsque  Ou  vient  coïncider  avec  Oj:, 

(>)  Par  ^^x*  +  y*  nous  entendons  ici  la  racine  cariée  aoil  positive^  eoil 
négative  de  x^  +  y*.  Pour  se  débarrasser  du  radical  dans  l'équation  de^ 
la  surface,  on  résout  celle-ci  par  rapport  à  ^x*  -\'  y^  sous  la  forma 
\fx^^  y^  =  fonction  de  2,  puis  on  élève  les  deux  membres  au  carré. 


zedby  Google 


ÉTUDE    DES    SOaFACES    ET  DES    COURBES   GAUCHES  qS- 

la  révolution  de  celte  ellipse  autour  de  Taxe  Oz  :  elle  est  dite 
((  ellipsoïde  de  révolution  » . 

692.  Surfaces  oylindriifaeB.  —  On  appelle  (^)»  d'une  manière 
générale,  surface  cylindrique  ou  cylindre,  une  surface  engendrée 
par  une  droite  qui  se  déplace  en  restant  parallèle  h  une  direction 
fixe  et  en  étant  assujettie  à  une  autre  condition.  —  La  droite  va- 
riable est  appelée  génératrice  du  cylindre.  —  La  condition  &  la- 
quelle elle  est  assujettie  consistera,  par  exemple,  à  toujours  ren- 
contrer une  certaine  courbe  fixe  de  l'espace  (appelée  directrice  du 
cylindre).  On  dira  alors  que  la  génératrice  se  déplace  en  restant 
appuyée  sur  la  directrice. 

Les  cylindres  que  nous  avons  définis  et  étudiés  dans  nolre^ 
Premier  Livre ^  sont  des  cas  particuliers  du  type  général  de  sur- 
faces que  nous  définissons  ici . 

Pour  déterminer  la  forme  de  l'équation  d'un  cylindre»  appe- 
lons (A)  une  droite  parallèle  aux  génératrices,  et  supposons  en 
connues  les  équations  : 

ax  -h  by  -\-  cz  -h  d  =  o,       a'x  H-  b'y  ■+-  c'z  -+-  d'  =  o. 

D'après  le  n^  682,  toutes  les  droites  parallèles  h  (A)  ont  des- 
équations de  la  forme  : 

(3J  ax  -h  6/  -f-  C2  -h  d  —  X  =  o,      a'x  -+-  fc^y  -h  c*2  -h  d'  —  f*  =  o, 

1  et  |ui  étant  deux  constances  quelconques.  —  Mais,  parmi  ces 
droites,  seules  appartiennent  à  notre  surface  celles  qui  corres- 
pondent &  des  couples  de  nombres  X  et  jtx  satisfaisant  à  une  certaine 
condition  ;  et  cette  condition  se  traduit  par  une  relation  entre  X 
elfx, 

(4)  /(X,  Ht)  =  o. 

Cela  dit,  il  est  clair  qu'à  un  point  quelconque  M  de  la  surface 
correspond  une  génératrice,  partant  un  couple  de  nombres  X  et  jtx 

(')  Plus  généralement,  on  appelle  surface  réglée  toute  surface  engen- 
drée par  le  mouvement  d'une  droite  qui  se  déplace  en  satisfaisant  à 
certaines  conditions.  Les  surfaces  cylindriques  et  les  surfaces  coniques- 
sont  des  espèces  particulières  de  surfaces  réglées. 
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satisfaisant  à  {f\)  ;  d'ailleurs,  d'après  les  relations  (3),  ces  nombres 
X  et  II  sont  respectivement  égaux  à  oc  4-  6y  -f-  cz  -f-  d  et 
a'x  -h  b'y  4-  c'z  -+-  (F,  où  x,  y,  z  sont  les  coordonnées  du  point  M. 
Donc  les  coordonnées  du  point  M  satisfont  à  la  relation  : 

(5)        f{ax  -f-  by  -{-  cz  -+-  d,       dx  -h  h'y  -+-  c'z  -h  à!)  =  o, 

obtenue  en  remplaçant,  dans  (4),  X  par  ax  +  6y  -+-  cc^  -^  c/ct  fx. 
par  àx  -h  b'y  -+-  c'z  -+•  d .  Cette  relation  (5),  vérifiée  par  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  la  surface,  en  est  l'équation. 

693.  Surfaces  coniques.  —  On  appelle,  d'une  manière  gé- 
nérale, surface  conique  ou  c6ne,  une  surface  engendrée  par  une 
droite  qui  se  déplace  en  passant  par  un  point  fixe  appelé  sommet 
du  cône  et  en  étant  assujettie  à  une  autre  condition.  —  La  droite 
variable  est  appelée  génératrice  du  cône.  —  La  condition  consiste, 
par  exemple,  à  toujours  rencontrer  (à  s'appuyer  sur)  une  courbe 
fixe  appelée  directrice. 

Soient  x^,  y^,  Zo  les  coordonnées  du  sommet.  Une  droite  quel- 
conque passant  par  ce  point  a  (676)  des  équations  de  la  forme  : 

^  —  ^o  ^  y  —  yo  ^  iziio, 

CCS  a  CCS  p  CCS  Y  * 

que  Ton  peut  écrire  ainsi  : 

y  —  yo  =  '>^{^  —  a-o).       z  —  zo  =  ii{x-'  o^o). 

ces  s      C05  Y 

7.  et  fx,  égaux  h  ^^^,  ^^^»  étant  deux  nombres  quelconques.  La 

condition  à  laquelle  sont  assujetties  hs  génératrices  s'exprime  ici 
encore  par  une  relation  fQ.,  u.)  =  o  entre  X  et  fx.  En  raisonnant 
comme  tout  à  l'heure,  on  constate  qu'à  un  point  quelconque  de  la 
surface,  de  coordonnées  x,  y,  z,  correspond  un  couple  de  valeurs 

de  X  et  a,  égales  à  j^"~{° .  Ir--^^  >  qui  satisfont  à  la  relation 

X  Xq       X  Xq 

/(X,  il)  =  o.  On  en  déduit  que  l'équation  de  la  surface  est  : 

^  '  "^  \a  —  a^o        x  —  ^J 
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Remarque  (*).  —  On  peut  toujours  regarder  un  cylindre  comme 
la  limile  d'un  cône  dont  le  sommet  serait  rejeté  &  Tinfini  dans  une* 
direction  déterminée.  Cette  remarque  fut  mise  h   profit  dès  le 
xvu*'  siècle  par  Desargues. 

694.  Tangente  à  une  courbe  dans  Tespace.  Plan  normal 

— -  Soit  la  courbe  définie  (690)  par  trois  relations  : 

et,  soit  Mo  (do  coordonnées  x^,  y^,  z^^)  un  point  particulier  de  la 
courbe  correspondant  à  une  valeur  /q  du  para- 
mètre. 

A  la  valeur  i^  -^  h  de  l  correspondra  un  (et 
en  général  un  seul)  (')  point  de  la  courbe,  Mi, 
très  voisin  de  Mq  si  h  est  très  petit  :  d'ailleurs, 
d'après  le  n**  678,  si  Ton  appelle  Xi,  ji,  Zj  les 
coordonnées  de  Mi,  la  droite  MoM^  aura  pour 
équations  : 


xi—x^      yi  —  Yo       zi 


ou,  en  remplaçant  o^o»  •.>>  Zi  par  leurs  valeurs  et,  divisant  par  le 
même  nombre  h  les  dénominateurs  des  trois  rapports  égaux  : 


(7) 


?(0       _      y  -  H^o) z  ~  e(/o) 


Lorsque  A  tend  vers  o,  Mi  se  rapproche  indéfiniment  de  Mo,  et  si 
la  droite  MoM,  tend  vers  une  position-limite,  cette  position  sera, 
par  définition^  la  tangente  à  la  courbe  au  point  Mq. 

(')  Observons  aussi^  en  passant,  qu'un  cylindre  ou  un  cône  peut  être, 
mais  aussi  ne  pas  être,  une  surface  de  révolution. 

(')  Il  n'en  correspondra  qu'un  si  les  branches  de  fonctions  cp  (<),  ^  (<;, 
0  {t,  qui  prennent  respectivement  les  valeurs  Xq*  Voi  zq  au  voisinage  de 
la  valeur  <o  de  t  sont  unîi^uea  au  voisinage  de  cette  valeur.  Nous  suppo- 
serons de  plus  qu'elles  sont  continues  et  ont  des  dérivées  pour  i=  t^, 
et  enfia  nous  supposerons  que  ces  dérivées  ne  sont  pn»  toutes  trois 
nulles  (si  elles  étaient  toutes  trois  nulles,  nous  nous  trouverions  en  pré- 
sence d'un  cas  d'exception  semblable  à  celui  que  nous  a  vols  étudié  au 
n»663). 

BouTmouz.  —  Les  FriDoipes  de  l'Analyse  mathématique.  II  7 
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Or  on  voit  que,  lorsque  h  tend  vers  o,  les  dénominateurs  des 
fractions  (7)  tendent  respectivement  vers  les  quantités  f'(lu), 
^(M«  ^(M)  Pâleurs  prises  pour  <  =  /o  par  les  dérivées  des  fonc- 
tions (p{t)t^{t),  0{t).  Donc  la  tangente  a  pour  équations  (')  : 

On  appelle  plan  normal  à  une  courbe  en  un  point  Mo  le  plan  mené 
par  Mo  perpendiculairement  à  la  tangente.  Pour  avoir  Téquatlon 
de  ce  plan,  on  appliquera  les  calculs  du  n""  684. 

695.  Plan  tangent  à  une  surface.  —  Considérons  une  sur- 
jhce  définie  par  une  équation  F(x,  y,  z)  =  o,  au  voisinage  d'un 
de  ses  points,  Mo,  de  coordonnées  Xo,  jo»  2:0.  Par  ce  point  sur  la 
surface  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  courbes.  On  obtiendra 
vne  telle  courbe  en  faisant  varier  simultanément  x,  y,  z  en  fonction 
d'un  même  paramètre  ^  c'est-à-dire  faisant  x  =  ç (<),  y  =  ^(/), 
z  =  S{t),  les  fonctions  (p,  ^etO  étant  telles  que  F[(p(/),  ^{l),  0{i)] 
soit  nul  quel  que  soit  /  [en  sorte  que  le  point  (a?,  y,  z)  ne  cesse 
pas  d'être  sur  la  surface]. 

Envisageons  la  courbe  ainsi  définie.  Les  équations  de  la  tan- 
gente au  point  Mo  peuvent  être  écrites  sous  la  forme  (8),  /„  étant 
h  valeur  du  paramètre  t  qui  correspond  au  point  Mo.  D*ailleurs, 
kl  fonction  F  (x,  y,  z).  Jonction  composée  de  t  (443)  est  nulle,  nous 
venons  de  le  dire,  quel  que  soit  t  :  donc  sa  dérivée  : 

F,'(x.  y,  z)  .  yXO  -+-  F;  .  V(0  -+-  F.'  .  0'(0» 
9st  nulle  aussi  quel  que  soit  /  :  en  particulier  pour  l  =:  to.  Ton  a  : 
}9)  F;(xo.  Jo.  ^o)  .  ^'(t^)  -H  FJ(xo,yo,  Zo) .  '^'('o)  -H  F^'  (xo,  jo,  V;  •  0'(/o)  =  c. 


(')  De  ces  équations  on  déduit  les  cosinus  directeurs  de  la  tangenle 
d  a;>rè8  la  règle  de  la  p.  83,  note  1.  —  Si  l'une  des  fractions  (8),  a  un  dc- 
BOBiinateur  nul,  le  numérateur  doit  êtrunul  aussi  (cf.  p.  82,  note  a)  ;  par 
•xemple.si  r^'(t^)  s>  o  l'une  des  équations  de  la  tangente  esix  —  ^{i^)  =  a. 

(*)  Bien  entendu,  puisque  les  rapports  (8)  dépendent  des  quantitt  s 
Tuiiables  x^  y,  z,  leur  valeur  u-^  n'est  pai  constante,  mais  bien  fonction 
4e  ia  variable  t.  Mais  peu  nous  importe  la  nature  de  cette  fonction  puis- 
%ii'e'.lo  disparaît  à  la  fin  de  notre  ca'cul. 
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Appelons  alors  (»)  -  la  valeur  des  trois  rapports  égaux  (8).  Nous 

avons  9' (fo)  =  u  .  {x  —  Xo),  ...,  &{k)  =  u  .  (z  _  z,).  Portant 
dans  régalité  (9)  et  divisant  par  a,  j  obtiens  : 

(to)       j 

Celte  équation  est  l'équation  d'un  plan.^Le  calcul  que  nous  venons 
de  faire  montre  qu'elle  est  satisfaite  par  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  tangente  en  Mo  à  la  courbe  que  Ton  envisage. 
Donc  le  plan  d'équation  (10)  contient  cette  tangente  tout  entière. 
D'ailleurs,  les  coefficients  de  l'équation  (10)  [dérivées  partielles  de  F 
calculées  pour  a?  =  Xo,  y  =  yo,  2:  =  zo]  sont  manifestement  indé- 
pendantes du  choix  que  Ton  a  fait  d'une  courbe  particulière  pas  - 
sant  par  Mo  sur  la  surface.  En  d'autres  termes,  le  plan  d'équation 
(10)  contient  les  tangentes  (en  Mo)  à  toutes  les  courbes  tracées  sur 
la  surface  et  passant  par  le  point  Me.  Il  est  le  Ueu  géométrique  de 
ces  tangentes.  On  l'appelle  plan,  tangent  à  la  surface  au  point  Mo. 

696.  Remarque.  —  Quand  nous  parlons  du  plan  d'équation  (10), 
nous  supposons,  bien  entendu,  qu'il  existe,  c'est  à-dire  que 
Téqualion  (lo)  définit  effectivement  un  plan.  II  n'en  serait  plus 
ainsi  si  les  dérivées  parUelIes  F.',  F;,  F,'  étaient  toutes  trois  nulles 
pour  X  =  Xo,  y  =  y,,  z  =  z^.  En  ce  cas,  l'équation  s'éva- 
nouirait et  la  surface  n  aurait  pas  de  plan  langent  au  point  Mo.  — 
Un  point  où  une  surface  n'a  pas  de  plan  langent  déterminé  sera 
dit  point  singulier  de  la  surface.  On  peut  faire  des  points  singuliers 
des  surfaces  une  étude  analogue  à  celle  que  nous  avons  faite  des 
points  multiples  d'une  courbe  plane. 

697.  Diverses  formes  de  lôquatiou  dujplao  tangent.  - 

Il  est  souvent  commode  de  désigner  par  des  lettres  majuscules  les 
coordonnées  d'un  point  variable  sur  le  plan  langent  {coordonnées 
courantes),  les  lettres  minuscules  x,  y,  z,  désignant  un  point  quel- 
^nque  de  la  surface  (cf.  641).  L'équation  du  plan  tangent  au  point 
(x,  y,  z)  de  la  surface,  s'écrira  alors  : 
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Supposons,  d'autre  part,  que  l'équalion  de  la  surface  soit 
donnée  sous  la  forme  z  =  f{x,  y)  [voir  690j.  Posons,  pour  sim- 
plifier récrilure  : 

Nous  obtiendrons  Téquation  du  plan  tangent  en  écrivant,  pour 
un  instant,  l'équation  de  la  surface  sous  la  forme  : 

et  calculant  F,',  F,/,  F.'.  Nous  avons  : 

Fx'  =fJ  =  p;       f;  =/;-7;       f;  =  -  i ; 
d'où  l'équation  du  plan  tangent  (')  : 

(12)  ..     p(X-x)-f-^(Y-j)  =  (Z-z). 

698.  Normale  à  une  surface.  —  La  droite  menée  par  M  per- 
pendiculairement au  plan  tangent  en  ce  point,  est  appelée  u  nor- 
male à  la  surface  au  point  M  » .  Les  calculs  du  n""  684  appliqués  h 
Téquation  (11),  nous  montrent  que  les  équations  de  la  normale 
s'écrivent  (en  appelant  x,  y,  z  les  coordonnées  de  M,  et  X,  Y.  Z, 
les  coordonnées  courantes)  : 


f;(x.  7,  z)  -  v,j(x,  yV'z)  -  F7(ïrj,  zy 


9.  —  L'Algèbre  des  vecteurs  (^). 

699.  —  C'est  un  chapitre  secondaire  de  la  géométrie  algébrique 
(|ui  l'ait  l'objet  du  présent  paragraphe  ;  ce  chapitre,  cependant^ 
donne  lieu  à  de  nombreuses  applications  mécaniques  et  physiques, 
(îl  il  va  nous  offrir  l'occasion  de  définir  et  de  formuler  un  «  calcul 
••oométrique  »  d'un  genre  nouveau,  fort  intéressant  en  lui  même. 

(^)  Il  n'y  aurait  pas  de  difficulté  à  former  réquation  du  plan  tangent 
en  un  point  d'une  surface  définie  par  les  relations  a;  =  9  (u,  p),  y  = 
6  (m,  (f,  z  =  0  (il,  v).  Nous  nous  dispenserons  de  faire  ce  calcul. 

(')  Cette  théorie  fut  baptisée  par  R.  W.  Hamilton  vers  iR/,o. 


•  •    • 
»  •   • 
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700.  Vecteur  libre  dans  le  plan.  —  Considérons,  dans  le 
plan,  un  segment  de  droite  AB  qui  soit  défini  en  grandeur,  di- 
rection et  sens  (*),  mais  non  en  position  :  nous  dirons  que  ce 
segment  est  un  veciear  libre. 

II  résulte  de  celte  définition  que  nous  pouvons  choisir  arbitrai- 
rement (c'est-i-dire  placer  à  noire  guise  dans  le  plan)  l'origine  A 
d'un  vecteur  libre  donné;  mais,  dès  que  Y  origine  A  est  fixée, 
Vexlrémité  B  et  le  vecteur  tout  entier  se  trouvent  complètement 
déterminés  en  position.  '  , 

Traçant  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  considérons 
les  projections  du  vecteur  AB  sur  ces  axes  :  La  projection  (')  sur 
Taxe  des  x  est  égale  en  grandeur  et  signe  à  la  différence  b  —  a  des 
abscisses  de  l'extréîtiité  et  de  l'origine  du     ^ 

vecteur;  la  projection  sur  Taxe  des  y  est    6' -• -,b 

égale  à  la  différence  des  ordonnées  6'  —  a';    ^. . 

les  deux  projections  sont  d'ailleurs  indé-       y^ 

pendantes  de  la  position  du  point  A  :  elles     ° 

sont  égales  en  grandeur  et  signe  aux  coor-  *''8-  a^7- 

données  du  point  particulier  B'  avec  lequel  coïncide  Teitrémité  du 

vecteur  lorsque  son  origine  est  placée  a  l'origine  des  coordonnées. 

Ainsi,  à  tout  vecteur  libre  correspond  un  couple  de  deux  nombres 
X  (?/  Y  positifs  ou  négatifs  (ses  projections  sur  les  axes)  :  récipro- 
quement à  tout  couple  de' deux  nombres  correspond  un  et  un  seul 
vecteur  libre  dont  ces  nombres  sont  les  projections. 

La  théorie  des  vecteurs  fournit  ainsi  un  mode  de  correspon- 
dance nouveau  entre  un  couple  de  nombres  rc- 
latirs  et  un  élément  géométrique.  .  ^ 


?  i 

I      • 
I      I 

t—lr 


^ 


701.   Vecteur  libre   dans^lespace.    — 

Considérons  maintenant  un  vecteur  libre  (dé- 
'y  fini  en  grandeur,  direction  et  sens)  dans  Tes- 

Pig.  a68.  pg^çg  j  jpQjg  dimensions  rapporté  à  un  sy- 

stème de  trois  axes  rectangulaires. 

(')  Pour  indiquer  le  «en»  d'un  vecteur  défini  par  2  points  nous  nommerons 
toujours  en  premier  le  point-origine  du  vecteur  et  en  second  le  point- 
eitrémiié. 

(')  La  projection  de  AB  sera  définie  comme  un  vecteur  dont  l'origine 
est  la  projection  de  l'origine  A  et  l'extrémité  la  projection  de  l'extrémité  B. 
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Dans  Tespace  comme  dans  le  plan,  les  projections  du  vecteur 
sur  les  trois  aies  sont  égales  en  grandeur  et  signe  aux  coordonnées 
du  point  avec  lequel  coïncide  Texlrémité  du  vecteur  quand  on  lui 
donne  pour  origine  Torigine  des  coordonnées.  —  Le  vecteur  libre 
est  entièrement  dëûni  par  ses- projections  X,  Y,  Z  aur  les  aies. 

702.  Valeurs  algébriques  des  pro)ectiaii8.  —  Appelon» 
a,  p«  7  les  angles  que  font  les  aies  de  coordonnées  avec  un  vecteur 
dont  on  place  l'origine  h  Torigine  des  coordonnées,  —  et  r  la 
longueur  (essentiellement  positive)  de  ce  vecteur.  Les  trois  pro- 
jections X,  Y,  Z  du  vecteur  AB  [coordonnées  du  point  B'  sur  la 
figure  268]  ont  pour  valeurs  (d'après  le  raisonnement  du  n*"  672)  : 

(  1  )  X  =  r  CCS  a,         Y  =  r  ces  p,         Z  =  r  ces  -y. 

(chacune  d*clle  est  positive  ou  négative  suivant  que  l'angle  corres- 
pondant est  aigu  ou  obtus).  Les  égalités  (i)  ayant  lieu  pour  des 
axes  de  coordonnées  quelconques,  nous  pouvons  énoncer  le  théo- 
rème suivant  :  La  projection  d*iin  vecteur  sur  un  axe  orienté  est 
égale  à  la  longueur  du  vecteur  multipliée  par  le  cosinus^^  de  f  angle 
que  font  les  deux  droites  orientées  (vecteur  et  axe), 

11  résulte  immédiatement  de  Ténoncé  du  théorème  que,  si  le 
vecteur  est  parallèle  à  l'axe,  sa  projection  lui  est  égale  en  gi'andeur; 
si  l'angle  du  vecteur  et  de  l'axe  est  droit  (^)»  la  projection  est  nulle. 

703.  Somme  géométrique.  ^ —  La  somme  géométrique  de 
deux  vecteurs  libres  doimés  sera,  par  défmition»  le  vecteur  libre  qui 
a  pour  projections  sur  les  axes  de  coordonnées  les  sommes  (sommes 
algébriques  s'entend,  puisque  les  projections  sont  affectées  de 
signes)  des  projections  des  vecteurs  donnés. 

On  voit  immédiatement  que  le  vecteur-somme  sera  fourni  par 
la  construction  suivante  :  Plaçant  arbitrairement  le  premier  vec- 
teur (suivant  AB,  fig.  369),  prenons  pour  origine  du  second 
l'extrémité  B  du  premier  ;  le  second  vecteur  occupe  la  position  BC  ;: 
joignons  A  et  C  ;  le  vecteur  d'origine  A  et  d'extrémité  C  est  le 
vecteur  demandé. 

(^)  En  ce  cas  le  vecteur  et  Taxe  seront  dits  rectangulaires  ou  (pcr  ex- 
tension da  sens  de  ce  mot)  perpendiculaires ^  lors  même  qu'ils  ne  se  ren- 
contrent pas. 
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La  même  conslriictîoii  fournira  la  somme  d'un  nombre  quel- 
conque de  vecteurs  libres.  Ainsi,  sur  la  figure  270  le  vecteur  Y  csC 
la  somme  des  vecteurs  Vi,  V2,  Vj  [dont  les  flèches  indiquent  les 
sens].  —  Les  vecteurs  [tels  que  V,,  V»,  V3]  placés  bout  à  bout 
comme  il  a  été  dit,  forment  une  figure  appelée  contour  polygoiud; 
ce  contour  est  orienté  (le  sens  de  parcours  étant  celui  que  défi- 


nissent les  vecteurs  plaoés  bout  à  bout)  ;  l'origine  du  premier  vœ- 
leur  est  Vorigine  du  contour,  l'extrémité  du  dernier  vecteur  en  est 
Vexlrémité,  —  La  somme  géométrique  des  vecteurs  composant  le 
contour  est  appelée  ré&ultanie  [du  conloar  ou  des  vecteurs  c^mu/- 
dérés].  Si  Textrémité  du  contour  polygonal  coïncide  avec  son  ori- 
gine, le  contour  est  dit  fermé  ;  sa  résultante  est  alors  un  vecteur 
nul  0). 

La  propriété  fondamentale  de  la  résultante  est  souvent  présentée 
sous  la  forme  suivante  :  La  projection  de  la  résultante  d*un  con- 
tour polygonal  sur  un  axe  orienté  est  égal  à  la  somme  algébrique 
des  projections  sur  cet  axe  des  vecteurs  qui  composent  le  contour. 

La  proposition  ainsi  énoncée  est  le  théorème  des  projections, 
dont  on  se  sert  souvent  pour  établir  les  formules  fondamentales  de 
la  trigonométrie. 

704.  Application.  —  Voici,  par  exemple,  comment  on  dé- 
montre la  formule  qui  donne  l'expression  de  cos  (a  +  6).  Repor- 
tons-nous à  la  figure  et  aux  notations  du  n""  216,  et  considérons 
la  projection  sur  OA  du  contour  polygonal  OQNO,  nous  avons  : 

proj,  ON  =  proj.  OQ  -h  proj.  QN. 

Or  le  vecteur  OQ,  égal  à  cos  fc,  forme  avec  OA  l'angle  a  ;  k 
vecteur  QN»  égal  à  sin  6,  forme  avec  le  prolongement  de  OA 

l'angle  -  -t-  a  (d'après  le  théorème  du  n*  170  sur   la  valeur  de 
(')  J'appelle  ifeeUur  mU  un  recteur  qui  se  réduit  à  un  point. 
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Tangle  exlérieui);  quant  à  la  projection  de  ON,  c'est  par  défi- 
nition C09  (a  -+-  6)  ;  donc  : 

ces  (a  4-  6)  =  ces  6  .  ces  a  -4-  sin  6  .  ces  (  -  -h  a  J  • 


ou 


ces  (a  -H  6)  =  ces  a  .  ces  6  —  sîn  a  .  sin  6.  C  Q  F.  D. 


Etant  donné  les  conventions  faites  sur  les  signes  des  angles  et  le 
sens  des  vecteurs,  la  démonstration  ainsi  présentée  se  trouve  abso- 
lument indépendante  des  nombres  a  et  6,  c'est-à-dire  des  positions 
occupées  par  les  points  M  et  N  sur  le  cercle.  Il  n'est  donc  pas  né- 
ccssaire,  ici,  de  distinguer  et  de  traiter  séparément  les  divers 
cas  de  figure  qui  peuvent  se  présenter  ainsi  que  nous  lavons  di\ 
faire  précédemment  chaque  fois  que  nous  avons  établi  une  formule 
trigonométrique.  Suivant  l'esprit  de  sa  méthode,  l'algèbre  — 
qui  régit  le  calcul  des  vecteurs  —  permet  de  fondre  en  un  tous  les 
cas  de  figures  diflérents. 

706.  Angle  de  deux  directions  en  géométrie  analytique. 

—  Nous  avons,  au  n®  673,  indiqué  sans  démonstration  la  formule  : 

(a)         ces  V  =  ces  a  .  ces  a'  -4-  ces  ^  .  ces  p'  H-  ces  y  .  ces  /, 

qui  donne  le  cosinus  de  l'angle  de  deux  demi-droites  orientées 


Fig.  371. 

OA,  OA'  (issues  de  l'origine)  en  fonction  des  cosinus  directeurs  de 
ces  droites.  Nous  allons  justifier  cette  formule  en  nous  appuyant 
sur  le  théorème  des  projections. 

Prenons  sur  OA  le  point  M  à  la  distance  i  de  l'origine;  appe- 
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Ions  K  sa  projection  sur  le  plan  des  xy  et  H  la  projection  du  point K 
«ur  Taxe  des  x.  —  Projetons  ensuite  sur  la  droite  Ok!  le  contour 
polygonal  OtiKM  de  résultante  OM  et  écrivons  : 

(3)  proj.  OM  =  proj.  OH  -t-  proj    HK  4-  proj.  KM. 

La  projection  de  OM  est  cos  V  [puisque  OM  =1]. 

D'antre  part,  OH,  HK,  KM  sont  respectivement  l'abscisse,  l'or- 
donnée et  la  cote  du  point  M  et  ont  pour  valeurs  (672)  cos  a, 
cos  |S,  cos  y.  L'angle  de  OH  avec  OA'  est  (/!  par  définition;  et  les 
segments  HK  et  KM,  étant  respectivement  parallèles  à  O7  et  à  Oj, 
et  de  même  sens,  forment  avec  OA'  des  angles  égaux  à  /5',  7'; 
donc  les  projections  sur  OA'  de  OH,  HK,  KM  sont  respectivement 
cos  a  .  cos  a',  cos  j3  .  cos  j5',  cos  y  .  cos  y';  porLint  ces  valeurs 
dans  Tégalilé  (3),  celle-ci  donne  la  formule  {2).  G.  Q.  F.  D. 

706.  Translormation  des  coordonnées  dans  Tespaoe.   -- 

Mous  nous  servirons  également  du  théorème  des  projections  pour 
démontrer  les  formules  du  n""  674  relatives  au  changement  d'axes 
de  coordonnées  (cas  où  l'origine  ne  change  pas). 

Conservons  les  notations  du  n""  674,  et  considérons  un  point 
quelconque  M  de  l'espace,  de  coordonnées  x,  y,  z  et  od ,  y\  z' 
par  rapport  aux  anciens  et  aux  nouveaux  axes.  J'appelle  A  cl  A' 
les  projections  du  point  M  sur  le  plan  des  xy  et  sur  le  plan  des  a;'/, 
puis  B  la  projection  de  A  sur  Taxe  des  x,  B'  la  projection  de  A' 
sur  l'axe  des  x' , 

Projetons  sur  l'axe  des  x  le  contour  OB'A'MAB  qui  a  pour  ré- 
sultante OB  ;  nous  avons  : 

(4)  OB  =  proj.  OB'  -+-  proj.  B'A  -+-  proj.  A'M -h  proj.  MA  -h  proj.  AB. 

Or  OB  est  l'abscisse  x;  OB',  B'A',  A'M  sont  respectivement  la 
nouvelle  abscisse  x',  la  nouvelle  ordon- 
née y'  et  la  nouvelle  cote  z'  ;  ces  trois  seg- 
ments font,  par  hypothèse,  avec  OX  les 
angles  a,  a\  a",  et  leurs  projections  sont 
donc  x'  cos  a,  y'  cos  a',  z'  cos  ol\  Quant 
aux  projections  de  MA  et  de  AB  sur  l'axe 
des  X,  elles  sont  nulles,  car  ces  vecteurs 
respectivement  parallèles  à  OY  et  à  OZ  P'«-  ^72. 

sont  perpendiculaires  sur  OX  [voir  p.  102,  note  1].  Ainsi  l'cga- 
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lilé  (4)  se  réduit  à  :  ac  =  a?'  cos  a  -f-  y'  cos  7.'  ■+•  z'  cos  a' 
En  opérant  sur  les  axes  des  y  et  des  z  comme  nous  venons 
d*opérer  sur  Taxe  des  x,  on  obtiendra  des  formules  semblables 
donnant  y  et  z. 

707.  Produit  géométrique.  —  Après  la  théorie  de  Taddition^ 
une  théorie  de  la  multiplication  des  vecteurs  peut  à  son  tour  être 
constituée.  Nous  n'en  ferons  pas  Texposé  et  nous  nous  bornerons 

5  définir  ce  qu'on  est  convenu  d'entendre  par 
ces  mots  :  produit  géométrique  de  deux  vecteurs. 
Le  produit  géométrique  de  deux  vecteurs  est 
la  quantité  algébrique  égale  au  produit  des  lon- 
gueurs des  deux  vecteurs,  multiplié  par  le  cosinus 
PifiT-  273.  de  Vanglc  de  leurs  directions. 

Ainsi,  sur  la  figure  273,  le  produit  des  deux  vecteurs  Yi,  Ys» 
sera  la  quantité  AB  X  AC  X  cos  0. 

On  remarquera  que  le  produit  géométrique  n*est  pas  défmî 
comme  vecteur,  mais  comme  nombre  algébrique. 

708.  Moment  par  rapport  à  un  point  d'un  vecteur  défini 
en  position.  —  Soit  AB  un  vecteur  que  nous  supposons  cette  fois 
défini  en  grandeur,  direction  et  en  position,  et  soit,  d'autre  part, 
0  un  point  de  l'espace  choisi  arbitrairement.  On 

appelle  moment  du  vecteur  par  rapport  au  point 

0  le  vcctcnr  OM  (fig.  274)défini  comme  il  suit  : 

vecteur  perpendiculaire  au  plan  OAB,  égal  en 

grandeur  au  double  de   la  surface  du  triangle 

OAB  (*)  [produit  AB  x  OH  sur  la  figure]  et  di-  ^*^  '^^' 

rigé  dans  un  sens  tel  qu'un  observateur  adossé  à  OM,  les  pieds  en 

0  et  face  au  vecteur  ABj  voit  A  à  sa  droite  et  B  à  sa  gauche. 

Il  résulte  de  cette  définition,  que  si  le  point  O  est  situé  sur  le 
vecteur  AB  ou  sur  Tun  de  ses  deux  prolongements,  le  moment  du 
vecteur  est  nul. 

La  considénition  des  vecteurs  moments  d'autres  vecteurs  joue» 
en  mécanique  rationnelle,  un  rôle  très  important. 

(*)  C'cfit-à-dire  ayant  pour  mesure  en  mètres  le  double  du  nombre  qui 
est  eu  roôtrcs  carres  la  mesure  de  Taire  OAB  [le  mètre  peut  bien  entendu 
être  remplacé  par  une  uni  lé  de  longueur  ([uelcoiique]. 
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709.  Projections  d*un  moment.  Moments  par  rapport  à  un 
axe,  —  Donnons-nous  un  systènne  d'axes  rectangulaires  d'ori- 
gine O  et  appelons  X,  Y,  Z  les  trois  projections  sur  les  nxcs  d'un 
vecteur  AB  et  x,  y,  z  les  trois  coordonnées  d'un  point  C  choisi 
arbitrairement  sur  le  vecteur  ou  sur  son  prolongement  [le  vecteur 
étant  donné  en  position»  les  deux  équations  de  la  droite  qui  le  porte 
sont  déterminées;  les  trois  coordonnées  que  nous  appelons  x,  3%  z 
doivent  donc  satisfaire  &  ces  deux  équations]. 

Désignons,  d'autre  part,  par  OM  le  vecteur  défini  comme 
moment  du  vecteur  AB  par  rapport  au  point  0  et  appelons 
L,  M,  N  les  trois  projections  de  ce  vecteur  OM  sur  les  axes  de 
coordonnées. 

Un  calcul  fort  simple,  que  nous  nous  dispenserons  de  reproduire 
ici,  fournit  les  valeurs  de  L,  M,  N.  Ces  valeurs  (qui  peuvent  être 
positives  ou  négatives)  sont  : 

L  =  yZ  ~  zY,        M  =  zX  —  a^Z,         N  =  xY  —  jX  ; 

on  constate  qu'elles  sont  indépendantes  (*)  du  choix  du  point  C 
pris  sur  la  droite  qui  porte  le  vecteur;  il  devait  évidemment  en  être 
ainsi,  puisque,  d'après  la  définition  même  du  moment  OM,  ce- 
lui-ci ne  change  pas  de  valeur  si  le  vecteur  AB  (conservant  sa 
^'randcur  et  son  sens)  se  déplace  le  long  de  la  droite  qui  le  porte. 
Les  quantités  L,  M,  N,  sont  appelées  moments  du  vecteur  AB 
par  rapport  à  Faxe  des  .x,  à  Taxe  des  y,  à  taxe  des  z, 

710.  Vecteur  fnyant  sur  une  droite  (■).  —  Nous  avons,  au 
début  de  ce  paragraphe,  défini  et  étudié  le  vecteur  libre.  Consi- 
dci-ons  maintenant  un  vecteur  que  nous  supposons  défini  en  gran- 
deur et  sens  et  situé  sur  une  droite  indéfinie,  donnée.  Ce  vecteur 
n'est  pas  libre,  mais  sa  position  dans  l'espace  n'est  cependant  pas 
complètement  déterminée,  puisqu'il  reste  maître  de  glisser  le  long 

C)  Etant  données  les  expressions  (i)  de  X,  Y,  Z  (702),  nous  pou- 
voBJ   écrire  ainsi  les  équations  de  la  droite  mises  sous  la  foime  (8)  du 

n«  678  :  ^  T7  °  =  ^  TT  =  ^-y~  [en  désignant  par  a,  fr,  c  les  coordon- 
nées d'un  point  spécial  de  la  droite,  voir  cependant  p.  108,  note  i]» 
Il  en  résulte,  «Y  — -  yX  «  «Y  —  6X,  yZ  —  zY  «  6Z  —  cY, 
zX  —  jrZ  =  cX  —  aZ. 

(^)  Nous  traduisons  ainsi  une  expression  souvent  employée  parles  géo- 
mètres allemands  :  linienflûchtiger  Vekton 
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de  la  droite  qui  le  porte.  Les  vecleùrs  de  celle  sorte  se  prêtent, 
comme  les  vecteurs  libres,  h  un  n  calcul  »  sui  generis,  analogue 
au  calcul  algébrique. 

Soient  X,  Y,  Z  les  projections  du  vecteur  sur  les  axes  de  coor- 
données, a,  6,  c  les  projections  d'un  point  pris  arbitrairement  sur 
la  droite  qui  le  porte  ;  les  deux  équations  de  la  droite  (')  : 

X  —  a       y  —  h       z  —  c 

et  les  valeurs  des  projections  X,  Y,  Z  déterminent  entièrement  le 
vecteur  fuyant  sur  une  droite,  lequel  par  conséquent  est  drfiiii 
par  les  6  quantités  (nombres  relatifs)  a,  6,  c»  X,  Y,  Z;  les  mo- 
ments du  vecteur  par  rapport  aux  3  axes  de  coordonnées  sont 
d'ailleurs  : 

(/i)       L  =  6Z  — cY.        M  =  cX-aZ,        N  =  aY  —  6X, 

relations  linéaires  (équations  du  i*'  degré)  par  rapport  aux  quan- 
tités a,  6,  c,  et  qui  permettent  donc  d'exprimer  ces  trois  quantités 
en  fonction  de  X,  Y,  Z,  L,  M  et  N.  En  conséquence,  nous  pou- 
vons regarder  le  vec leur  fuyant  sur  une  droite  comme  défini  par 
le  groupe  des  6  nombres  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  :  ces  6  nombres  (3  pro- 
jections et  3  moments)  seront  appelés  coordonnées  du  vecteur. 

Remarque.  —  Un  vecteur  donné  en  grandeur  et  position  cbt 
manifestement  défini  par  6  paramètres;  il  est  en  effet  entièrement 
déterminé  par  les  positions  de  ses  deux  extrémités,  points  définis 
chacun  par  3  coordonnées.  Le  vecteur  fuyant  sur  une  droite  con- 
serve un  degré  de  liberté  :  on  peut,  en  d'autres  termes,  le  regarder 
comme  un  vecteur  défini  en  grandeur  et  position  par  6  paramètres 
parmi  lesquels  l'un  est  susceptible  de  varier  arbitrairement  ('). 
Comment  donc  se  fait-il  que  nous  soyons  conduits  h  attribuer 

C)  Cf.  p.  107,  nolo  I.  Nous  supposons  que  la  droite  n'est  pas  paraUèl»> 
à  un  plan   de   coordonnées.  Si  elle   était   parallèle  au  plan  des  xy  par 

exemple,  les  équations  se  réduiraient  à  —y —  =  ' — y~~  t  *  =  c* 

(')  Nous  le  voyons  immédiatement  6i  nous  définifisons  le  vecteur  par 
les  f^  nombres  a,  b,  c,  X,  Y,  Z  ;  car,  des  trois  coordonnées  a,  b,  c,  as- 
sujetties simplement  à  satisfaire  aux  deux  équations  de  la  droite,  il  est 
évident  que  Tune  est  arbitraire  ;  X,  Y,  Z  sont  déterminés,  d'autre  part, 
par  la  grandeur  et  la  direction  du  vecteur. 
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6  coordonnées  — et  non  5^ —  au  veclenr  fuyant  sur  une  droite? 
—  La  réponse  est  aisée.  Considérant  les  expressions  (4)  de. 
L,  M,  N,  formons  LX  -h  MY  -h  NZ;  nous  constatons  que  celte 
expression  est  idenliquemeni  nulle.  Ainsi  les  6  coordonnées  du 
vecteur  ne  sont  pas  indépendantes;  elles  sont  liées  par  la  relation  : 
LX  -h  MY  -f-  NZ  =  o,  qui  est  satisfaite  quel  que  soit  le  vecteur 
considéré;  si  Ton  se  donne  (arbitrairement)  les  valeurs  de  5  coor- 
données du  vecteur,  la  sixième  est  déterminée  par  cette  relation. 

711.  L'AuBdehnungslehre  de  Grassmann.  —  Les  vecteurs, 
objets  de  Talgëbre  spéciale  dont  nous  venons  de  formuler  les- 
règles  fondamentales,  sont  les  éléments  géométriques  les  plus 
simples  que  Ton  puisse  considérer  (éléments  à  une  dimension).  On 
peut  faire  une  élude  semblable  d'éléments  géométriques  plus  com- 
pliqués à  deux  ou  à  trois  dimensions  :  par  exemple,  surfaces  de 
triangles  déHnies  en  grandeur  et  inclinaison  (')  et  affectées  du 
signe  -f-  ou  —  (suivant  une  convention  spéciale),  —  ou  bien,  vo- 
lumes de  tétraèdres  également  affectés  de  signes. 

L'algèbre  de  ces  grandeurs  (segments  plans  ou  segments  solides) 
est  formulée  dans  TAusdehnungslehre  (théorie  de  l'extension)  de 
Ilcrmann  Grassmann  [Lineale  Ausdehnungslehre^  Berlin,  iS^A.]. 


10.  —  La  €(  géométrie  synthétique  ». 

712.  —  A  la  (In  du  xvui*  siècle,  après  les  travaux  d'Euler,  la 
!^tlprcmatie  deTalgèbre  dans  toutes  les  branches  des  sciences  ma- 
lliémaliques  est  dérinitivcment  établie.  Non  seulement  Talgèbre 
[lermet  de  coordonner  et  de  démontrer  avec  la  plus  grande  facilité 
tous  les  théorèmes  de  la  géométrie  classique,  mais  elle  est  en  me- 
sure de  leur  donner  une  extension  indéflnie.  L'ancienne  méthode 
>lc  démonstration  géométrique,  cette  merveilleuse  création  dur 
i:i'*nie  grec,  semble  définitivement  détrônée. 

(')  C'est-à-dire  situées  dans  un  plan  dont  nous  ne  précisons  pas  la  po- 
rtion mais  qui  est  parallèle  à  un  plan  donné  :  une  telle  surface  de- 
triangle  est  un  segment  plan  libre  [Ebenenteil,  Plangrôsse,  dit  Grassmann]  ; 
si  le  triangle  est  assujetti  à  être  dans  un  plan  donné,  on  a  afiairo  à  uik 
segment  plan  fuyant  dans  un  plan  donné. 
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C'est  alors  que  certains  géomëtrest  chez  qui  Tintuitioa  de  la 
figure  et  le  seus  de  l'espace  sont  particulièrement  vifs,  s'efforcent 
de  réagir.  Pourquoi,  demandent-ils,  ne  serait-il  pas  possible 
d*étever  la  géométrie  pure  â  la  hauteur  de  la  méthode  algébrique, 
•de  lui  conférer  la  même  puissance  et  la  même  généralité P  —  Et, 
passant  aussitôt  à  Tacte,  ces  savants  fondent  une  nouvelle  gco- 
«ictrie,  que  Ton  a  appelée  «  géométrie  synthétique  (^)  »  pour  l'op- 
poser à  la  «  géométiie  analytique  ». 

713.  —  Le  véritable  père  de  la  a  géométrie  synthétique  i>  ne 
fut  autre  que  Gaspard  Monge,  créateur  de  la  géométrie  descriptive 
[vide  supra  n**  236>.  Si,  en  effet,  la  géométrie  descriptive  était 
-destinée  en  premier  lieu  à  servir  Taii  du  dessin  et  celui  de  l'in- 
génieur, son  rôle  ne  s'arrête  pas  là.  La  corrélation  que  Monge  éta- 
blit entre  les  (Igures  de  l'espace  et  leurs  projections  orthogonales 
•sur  deux  plans  rectangulaires,  permet  d'interpréter  les  propriétés 
•des  unes  par  celles  des  autres.  De  sorte  qu'il  n'est  point  d'épvwe 
-de  géométrie  descriptive  (*)  qui  n'exprime  quelque  théorème  de 
géométrie.  Mais,  surtout,  les  tendances  générales  de  la  géométrie 
descriptive  ne  pouvaient  manquer  de  créer  des  habitudes  nouvelles 
chez  le  théoricien  comme  chez  le  praticien,  a  Par  la  nature  de  ses 
opérations,  dit  Cliasles  [loc.  cit.,  p.  190),  elle  familiarisa  avec  les 
formes  des  corps,  les  fit  concevoir  idéalement  avec  exactitude  et 
promptitude,  et  doubla  de  la  sorte  nos  moyens  d'investigation 
dans  la  science  de  Tétendue.  » 

C'est  ainsi  que  Monge  et  ses  élèves  de  l'Ecole  Polytechnique  se 
trouvèrent  conduits  à  une  conception  nouvelle  de  la  géométrie, 
conception  qui  mûrit  et  se  précisa  dans  l'esprit  d'un  officier  du 
^énie,  J.-V.  Poncelet,  lors  de  son  séjour  à  la  prison  de  Saratoff 
pendant  la  guerre  de  Russie. 

(')  Cette  appellation,  mise  ea  honneur  par  le  géomètre  Stcint.r  (pro- 
fesseur à  l'Université  de  Berlin)  et  par  ses  disciples,  est  particulièrement 
usitée  en  Allemagne.  Les  épithèles  «  synthétique  »  et  c  analytique  » 
n'ont  pas  ici  de  sens  bien  précis  et  sont  assez  mal  choisies  (voir  ccpen- 
dunt  supra  r.  a6  note,  i.  Cf.  Klein.  Elementarmath,  iHtn  hôherem  Stand- 
jfunkle  auê.  11  1909  p.  1 10.112). 

(')  Cf.  Chasles.  Aperçu  historique^  1^  éd.  p.  19a.  Chaalee,  premier  pro 
fesseur  de  géométrie  supérieure  à  la  Sorbonne  rendit  classique  en  France 
i'en:if)gnement  de  la  géométrie  synthétique. 
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714.  —  Poncclet  se  pose  la  question  que  nous  avons  formulée 
au  début  de  ce  paragraphe  :  €  Tandis,  écrit-il  ('),  que  la  géométrie 
aoalytîque  oiïrc,  par  la  marche  qui  lui  est  propre,  des  moyens  gé- 
fiéraux  et  uniformes  pour  procéder  à  la  solution  des  questions  qui 
se  présentent,  à  la  recherche  des  propriétés  des  figures,  tandis 
qu'elle  arrive  à  des  résultats  dont  la  généralité  est  sans  bornes, 
l'autre  procède  au  hasard  ;  sa  marche  dépend  tout  à  fait  de  la  sa- 
gacité de  celui  qui  l'emploie  et  ses  résultats  sont  presque  toujours 
bornés  à  Tétat  particulier  de  la  figure  que  l'on  considère.  » 

Poncelet  se  propose  de  remédier  à  «  ce  défaut  de  généralité  et 
d'extension  de  la  géométrie  ordinaire  »  et  de  créer  une  méthode  de 
géométrie  pure  qui  puisse  rivaliser  avec  V  «  Analyse  géométrique  ». 
€ette  méthode  est  principalement  fondée  sur  deux  principes  déjà 
pressentis  par  Monge,  le  principe  de  continuité  et  le  principe  de 
projection. 

«  Considérons,  dit  Poncelet  (foc.  cit.,  p.  22),  une  figure  quel- 
conque, dans  une  position  générale,  et  en  quelque  sorte  indéter- 
minée, parmi  toutes  celles  qu'elle  peut  prendre  sans  violer  les 
lois,  les  conditions,  la  liaison  qui  subsistent  entre  les  diverses 
parties  du  système  (constitué  par  la  figure  aux  termes  de  sa  défi- 
nition); supposons  que,  d'après  ces  données^  on  ait  trouvé  une 
ou  plusieurs  i*elations  ou  propriétés,  soit  métriques,  soit  descrip- 
lives  {*)^  appartenantes  à  la  figure...  N'est-il  pas  évident  que  si, 

(')  Traité  des  propriétés  projecUves  des  figures,  par  S.  Y.  Poncelet 
-ancien  élève  de  l'École  PulytechDique,  capitaine  au  corps  royal  du  génit* , 
P.«ns  1822.  —  t  Cet  ouvrage,  dit  la  préface,  est  le  résultat  des  recher- 
ches que  j'ai  entreprises  dôs  le  printemps  de  i8i3,  dans  les  prisons  do 
Russie  ;  privé  de  toute  espèce  de  livres  et  de  secours,  surtout  distrait 
par  les  malheurs  de  ma  patrie  et  les  miens  propres,  je  n'avais  pu  d'abord 
leur  donner  toute  la  perfection  désirable.  Cependant  j'avais  dès  lors  trouve 
les  théorèmes  fondamentaux  de  mon  travail...;  j'avais  fait  part  de  mes 
recherches  à  plusieurs  anciens  élèves  de  l'École  Polytechnique,  mes  com- 
pagnons d'infortunes  à  Saraloil  ;  et,  dès  mon  retour  en  France,  en 
septembre  i8i4f  je  m'empressai  de  les  communiquer,  d'abord  à  M.  Fran- 
çais, et  peu  de  tem7S  après  à  M.  Scrvois,  tous  doux  savants  professeurs 
aux  Écoles  de  l'Artillerie  et  du  Génie  à  Metz  ». 

(*)  Nous  a«ons  vu  dans  notre  premier  livre  (ch.  m)  ce  qu'il  faut 
-entendre  par  ces  mots  :  propriétés  métriques.  ~  «  Les  figures  que  con- 
sidère la  géométiîo  et  leurs  parties,  —  dit  Cbasleb  —  ont  entre  elles 
•deux  sortes  de  relatious  :  les  unes,  qui  concernent  leurs  formes  et  ieuis 
£1  :  nations,  appela  es  relations  (ie«crep/iVe9,  et  les  autres,  qui  concernent 
je  :  18  grandeurs,  appelées  relations  métriques.  » 
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en  conservant  ces  mêmes  données,  on  vient  h  faire  varier  la  figure 
primitive  par  degrés  insensibles,  ou  qu*on  imprime  à  certaines 
parties  de  cette  figure  un  mouvement  continu  d'ailleurs  quel- 
conque, n'est-il  pas  évident  que  les  propriétés  et  les  relations, 
trouvées  pour  le  premier  système,  demeureront  applicables  aux 
états  successifs  de  ce  système,  pourvu  toutefois  qu'on  ait  égard 
aux  modifications  particulières  qui  auront  pu  y  survenir  ?...  » 

715.  —  Tel  est  le  principe  ou  la  loi  de  coniiniiilé.  Quant  au 
principe,  ou  à  la  méthode  des  projections,  voici  comment  elle  est 
introduite  par  Poncelet  : 

«  En  réfléchissant  attentivement,  —  dit-il  {loc.  ciL^  p.  28)  —  à 
ce  qui  fait  le  principal  avantage  de  la  Géométrie  descriptive  et  de 
la  Méthode  des  coordonnées,  à  ce  qui  fait  que  ces  branches  des 
Mathématiques  offrent  le  caractère  d'une  véritable  doctrine,  dont 
les  principes,  peu  nombreux,  sont  liés  et  enchaînés  d'une  manière 
nécessaire  et  par  une  marche  uniforme,  on  ne  tarde  pas  à  recon- 
naître que  cela  tient  uniquement  à  l'usage  qu'elles  font  de  la  pro- 
jection, liln  eflet,  la  Méthode  des  coordonnées  rapporte  les  objets, 
décrits  dans  un  plan  ou  dans  l'espace,  à  deux  droites  ou  à  trois 
plans  fixes  au  moyen  de  deux  ou  de  trois  systèmes  de  droites 
abaissées  des  différents  points  de  la  figure  parallèlement  k  ces  axes 
ou  à  ces  plans  ;  ce  qui  revient  proprement  à  faire  la  projection  de 
ces  points  sur  les  axes  et  les  plans  dont  il  s'agit.  La  Géométrie 
descriptive  considère  également  les  projections  des  figures  dans 
l'espace,  mais  seulement  sur  deux  plans  coordonnés,  ce  qui  est  un 
degré  de  simplification...  )> 

Partant  de  là,  Poncelet  définit  et  étudie  divers  modes  de  pro- 
jection (en  particulier  la  projection  conique  ou  centrale ^  cf,  supra 
197-98),  et  il  est  ainsi  conduit  à  attribuer  une  importance  parti- 
culière à  certaines  propriétés  des  figures  :  «  Les  relations  ou  pro- 
priétés, —  dit-il  —  soit  métriques,  soit  descriptives,  qui  subsis- 
teront à  la  fois  dans  l'une  et  dans  l'autre  figure  (ligures  se 
correspondant  par  projection),  auront  nécessairement  toute  la 
généralité,  toute  l'indétermination  possible  ;  elles  devront  être 
indépendantes  de  toutes  grandeurs  absolues  et  déterminées  telles 
qu'ouvertures  d'angles,  distances,  paramètres  constants,  etc.  ;  en 
un  mot,  elles  seront  des  propriétés  de  genre  et  non  d'espèce...  » 
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Les  propriétés  aiasî  caractérisées  —  que  la  projection  conserve  — 
«ont  appelées  propriétés  projecUves. 

716.  —  L'emploi  de  la  méthode  des  projections  ou  perspective 
n'était  point,  en  i8i3,  une  nouveauté.  Nous  avons  vu  que  cette 
méthode  est  celle  de  Desargues  et  de  Pascal  (*),  et  si  les  travaux 
de  ces  géomètres  n'ont  point  tout  de  suite  porté  leurs  fruits,  c'est 
qu'au  lendemain  même  de  leur  apparition  le  monde  savant  se 
trouva  soudainement  et  pour  longtemps  ébloui  par  les  progrès 
foudroyants  de  la  méthode  algébrique. 

Après  la  publication  du  Traité  de  Poncelet,  la  méthode  des  pro« 
jeclions  se  développa  rapidement  (')  et  se  fondit  dans  une  théorie 
plus  vaste,  qui  a  pour  objet  l'élude  générale  des  correspondances 
(entre  figures)  ou  transformations  (•).  • 

717.  Gorrespondanoe  et  transformation.  —  Imaginons 
qu'en  vertu  d'une  loi  définie  d'une  manière  quelconque,  à  tout 
point  M  de  l'espace  corresponde  un  point  déterminé  N  :  lorsque 
le  point  M  décrira  une  courbe  (*)  —  que  je  désigne  par  le  sym- 
bole C  —  le  point  correspondant  N  décrira  aussi  une  courbe, 
qui  sera  dite  correspondante  à  la  courbe  C  ;  les  deux  courbes  se 
correspondent  point  par  point  ('). 

C)  La  théorie  des  transversales,  ébauchée  par  Apollonius  et  Pappus, 
si  heureusement  développée  par  Desargues 
et  Pascal,  et  continuée  parCARNOT  (Essai  sur 
la  théorie  des  transverstUes,  Paris  1806),  n'est- 
elle  même  qu'une  application  de  la  méthode 
des  projections  :  car  les  points  de  rencontre 
d'une  même  transversale  issue  d'un  point  fixe 
O  avec  deux  droites  ou  courbes  C,  C  (fig.  276) 
peuvent  être  «^gardés  comme  deux  points  qui  p*     ,5 

se  correspondent  par  projcelion  centrale. 

(')  Parmi  les  promoteurs  de  la  méthode  nouvelle  citons  Steiner  {wide 
p.  110,  note  i)  auteur  de  la  Systematische  Entwickelung  der  Abhângigkeit 
Gêometrischer  Gtstalten  ^^n  einander  (Berlin  1837),  et  G.  v.  Staudt,  auteur 
de  la  Géométrie  der  Lage  (Nuremberg,  1847). 

C)  Cette  étude  avait  bien  entendu  été  elfleurée  par  plusieuis  auteurs 
antérieurs.  Au  xix®  siècle,  l'innovation  consistait  à  en  faire  une  théorie 
-systématique. 

(*)  C'est-à-dire  occupera  toutes  les  positions  possibles  sur  une  même 
•courbe. 

p)  Ces  correspondances,  qui  ont  lieu  de  point  à  point,  sont  dites 
jsondiieUtfS.  Nous  considérons  au  n^  726  un  autre  type  de  correspondance. 

BooTAoos.  —  Les  Principes  de  VAnftljse  mathématique.  II  S 
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Ainsi,  par  exemple,  si  «ne  Cgiirc  est  projection  conique  ou  pro- 
jection oiihogonalc  <riine  auirc  figure,  les  deux  figures  sont  cor- 
respondantes .  —  Doux  figures  symétriques  par  rapport  à  un 
point  ou  un  plan  (181)  sont  correspondantes. 

I-n  notion  de  correspondance  entre  figures  est,  on  le  voit,  par- 
faileuicnt  claire,  môme  si  elle  demeure  abslraite.  Cependant 
l*usage  s'est  établi  d'en  donner  une  interprétation  concrète.  Au 
lieu  de  dire  que  deux  figures  sont  correspondantes,  on  dit  que  la 
seconde  est  transformée  de  la  première.  Ainsi  deux  figures  inverses 
par  rapport  à  un  point  donné  (M 4)  sont  dites  transformées  par 
rayons  vecteurs  réciproques. 

D'ime  manière  générale  les  transformations  géométriques  seront 
de  deux  sortes.  Il  y  en  a  qui  changent  simplement  la  situation 
des  corps  ou  figures  dans  l'espace  sans  modifier  leurs  formes  :  ce 
sont  des  déplacements.  D'autres  portent  atteinte  à  la  forme  en 
même  temps  qu'à  la  position  :  ce  sont  des  transformations  entraî- 
nant déformation.  Ainsi  un  aimant  attirant  une  barre  de  fer  la 
déplace;  la  cbaleur  qui  dilate  la  barre  la  déforme. 

Toute  combinaison  de  transformations  (que  l'on  peut  consi- 
dérer comme  effectuées  successivement  à  partir  d'une  figure 
donnée)  (*)  est  également  une  transformation  de  la  figure.  En 
particulier,  toute  combinaison  de  déplacements  est  un  dépla- 
cement. 

718.  —  Les  déplacements  les  plus  simples  sont  la  translation 
et  la  rotation, 
C-^\  ^^  appelle  translation  d  une  figure  un 

(.-■5)  déplacement  continu  de  cette  figure  tel  que 
tous  ses  points  décrivent  des  droites  paral- 
lèles à  une  direction  donnée.  [On  démontre 

„.        _  qtic  les  segments  de  droites  AA\  BB',  CC 

tig.  370. 

décrits  par  des  points  quelconques  de  la 
figure  sont  alors  nécessairement  égaux  et  dirigés  dans  le  même 
sens]  {fig.  276). 

,*)  J'ditends  là  que  sur  la  figure  donnée  (F/  on  opérera  une  première 
Iransforrantion,  la  transformant  en  une  figure  (Fj);  puis  sur  (Fi)  on 
opère  une  seconde  transformation  qui  donne  une  figure  (Fs),  et  ainsi  d» 
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On  appelle  rotaUon  d'une  figure  autour  d'un  point  0  un  dépla- 
cement continu  de  celle  figure  tel  que  tous  ses  points  décrivent 
des  arcs  de  circonférences  de  centre  O  [on  démontre  que  les  an- 
gles AOA',  BOB',  COC  dont  tournent  des  points  quelconques 
de  la  figure  sont  alors  nécessairement  égaux  et  dirigés  dans  le 
même  sensj. 

Deux  figures  égales  (congruentes)  que  Ton  peut  transporter  lune 
sur  l'autre  par  translation  ou  par  rotation  seront  dites  déduit«8 
Tune  de  Tautre  par  translation  ou  rotation. 

Nous  conviendrons  de  regarder  encore  comme  un  déplacement^ 
ou  plutôt  d'assimiler  à  un  déplacement,  la  réflexion^  ou  iransjor- 
malion  (Tune  figure  en  la  figure  symétrique  par  rapport  à  un  point 
ou  à  un  plan  {renversement,  n^  181)  :  les  éléments  (droites,  angles 
dièdres,  etc.)  des  deux  figures  sont  en  effet  égaux  chacun  à 
chacun,  et  le  passage  de  Tun  à  lautre  pourrait  être  réalisé 
par  déplacement  continu  dans  un  espace  idéal  h  4  dimensions  {(  . 

La  projection,  en  revanche,  —  conique  ou  parallèle  à  une  direc- 
tion donnée  —  et  la  transj  or  malion  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, allèrent  en  général  la  forme  des  figures. 

(*)  Il  nous  faut  donner  ici  quelques  explications  complémeutaires  qui 
se  ratUchent  aux  remarques  déji  faites  au  n«  i84  au  sujet  des  trièdras 
symétriques.  Plaçons-nous  d'abord  dans  un  plan,  et  considérons  deux 
figures  (par  exemple  deux  triangles  ABC,  A'  B'  C)  symétriques  par  rap- 
port à  une  droite  x'x.  Ces  deux  figures  sont  égales  au  sens  du  n«  172  ;  et 
cependant,  si  l'on  ne  fait  pas  sortir  le  triangle  A  B  C  de  son  plan,  on  ne 
pourra  jamais,  de  quelque  n.anière  qu'on  le  déplace  (en  le  faisant  glisse  • 
et  tourner)  sur  la  feuille  de  papier,  l'amener  à  recouvrir  le  triangle  ABC 
On  ne  peut  réaliser  la  coïncidence  des  deux 
figures  qu'en  les  déplaçant  dans  Tespacc  à  trois  ^ 

dimensions.  On  pliera  par  exemple  la  feuille  f 

de  papier  suivant  x'x,  puis,  faisant  tourner  la  B        1         n* 

moitié  droite  de  la  feuille  autour  de  x'x  comme       y^K  /^ 

charnière,  on  la  rabattra  sur  la  moitié  gauche.    i^^^^A  Ly^  ^ 

Si  nous  nous  plaçons  maintenant  dans  l'es:-  v        €r 

pace  à  trois  dimensions  et  considérons  la  figtre 
(F)  symétrique  d'une  figure  donnée  (F)  par 
rapport  à  un  plan  P,  nous  ferons  des  consta- 
tations    analogues.    De  quelque  manière   que  '^*  ^^* 

nous  déplaciona  la  ligne  (F')  dans  l'espace  nous  ne  puuvous  jamais 
l'amener  à  eolneider  aveo  (F)  [cf.  i84].  C'est  pourquoi  deux  figures 
symétriques  par  rapport  à  un  plan  ne  sont  pat  déclarées  égalée  (cou* 
gmcnfes),  mais  seulement  symétriques. 

Cependant  ces  figures  sont  exactement  dans  les  mêmes  conditions 
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//.  —  Les  transformations. 

719.  —  L'aperçu  que  nous  venons  de  donner  sur  les  principes 
de  la  ((  géométrie  synthétique  n  nous  met  à  même  d*on  com- 
prendre le  succès.  Il  n'est  pas  étonnant  qu'elle  puisse  rivaliser 
avec  Tari  du  calcul  puisqu'elle  résout  les  mêmes  difiGcultés  par  les 
mêmes  moyens.  Combinaison  et  transformation,  ne  sont -ce  pas 
là  les  fonctions  propres  de  l'algèbre?  Correspondance  et  conti- 
nuité, ne  sont- ce  point  les  caractères  mêmes  qui  définissent  la 
notion  de  fonction?  A  cela  près  que  l'une  exprime  par  des  for- 
mules numériques  ce  que  l'autre  énonce  dans  un  langage  géomé- 
trique, les  méthodes  dites  synthétique  et  analytique  suivent  la 
même  marche;  et  les  différences  qu'un  contemporain  dePoncelet 
pouvait  noter  entre  elles,  et  qui  étaient  souvent  à  l'avantage  de  la 
première,  ces  différences  mêmes  s'effacent  depUis  en  plus  depuis 
que  Talgèbre  a  constitué  pour  son  propre  compte  une  théorie 
quantitative  de  la  transformation  et  de  la  déformation  des  fonc- 
tions. Ainsi  nous  n'avons  plus  aujourd'hui  aucune  raison  d'éta- 
blir une  démarcation  entre  la  géométrie  et  le  calcul,  et  c'est 
pourquoi  nous  nous  servirons  du  langage  algébrique  pour  donner 
quelques  indications  complémentaires  sur  les  transformations  de 
figures. 

l'une  par  rapport  à  l'autre  que  les  deux  triangles  plans  de  la  fig.  377  : 
leurs  éléments  (tels  qu'arêtes,  angles  dièdre»)  sont  égaux  chacun  à  chacun. 
Et  si  l'on  disposait  d'un  espace  à  quatre  dimensions  dans  lequel  on 
pût  les  rebattre  l'une  sur  l'autre  comme  nous  avons  fait  tout  à  l'heure 
pour  nos  deux  triangles,  on  pourrait  les  amener  à  coïncidence.  C'est 
pouoquoi  nous  conviendrons  d'assimiler  la  transformation  par  réflexion 
à  un  déplacement. 

La  réflexion  par  rapport  à  un  point  dans  l'espace  à  trois  dimensions, 
donne  lieu  aux  mêmes  remarques  :  les  lignes  qu'eUe  fait  correspondre 
l'une  à  l'autre  ne  sont  pas  congruentes.  D'ailleurs  il  est  facile  de  démon- 
trer que  la  réflexion  par  rapport  à  un  point  Ô  peut  être  considérée  comme 
la  résultat  de  trois  réflexions  successives  effectuées  par  rapport  à  trois 
p!ans  rectangulaires  passant  par  0,  c'est-à-dire  à  trois  plans  de  coordonnées 
d'origine  0  (cf.  p.  118,  note  i). 

Dans  le  plan,  la  réflexion  par  rapport  à  un  point  n'est  autre  chose 
qu'une  rotation  de  180^  autour  de  ce  point.  **"  " 
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720.  Déplaoementa.  —  Donnons-nous  une  fois  pour  toutes 
un  système  de  trois  axes  rectangulaires  auxquels  nous  rapportons 
les  figures  de  Tespace. 

Lorsqu'une  figure  plane  subit  une  transformation,  Tun  quel- 
conque de  ses  points  (de  coordonnées  x,  y,  z)  se  transforme  en 
un  nouveau  point  de  coordonnées  x',  y',  z'.  Les  coordonnées 
x'j  y\  z  sont  —  en  vertu  de  la  correspondance  établie  entre  la 
ligure  et  sa  transformée  —  des  fonctions  de  x,  y,  z  : 

(1)         x' =  (p  (a-,  ;K,  z),       /  =  x(^»r-«)»       2'=4'(^.  r»  ^)- 

Voyons  quelle  sera  la  nature  des  fonctions  <p,  /,  ^j^  relatives  aux 
transformations  les  plus  simples. 

Dans  le  cas  où  la  transformation  est  un  déplacement  nous  con- 
naissons déjà  la  forme  des  9.  /,  ^  :  nous  avons,  en  effet,  formé 
ces  fonctions  lorsque  nous  avons  résolu,  aux  $$  '^  et  7  le  problème 
du  changement  de  coordonnées  : 

Imaginons  (')  que  par  des  tiges  rigides  fictives  nous  attachions 
indissolublement  à  notre  figure  trois  droites  rectangulaires  0,a: , 
Oiju  0,Zj,  qui,  pour  la  position  primitive  de  la  figure,  coïncident 
avec  les  trois  axes  Ox,  Oj',  Oz.  Lorsque  la  figure  se  déplace,  les 
trois  droites  0,Xj,  Oiy,,  0,r,  sont  entraînées  avec  elle  :  elles 
constituent  un  système  d'axes  de  coordonnées  mobile  et  a  invaria- 
blement lié  au  corps  (d  la  figure)  )\  tandis  que  le  système  d'axes 
Ox,  Oy,  Oz  esi  fixe. 

Pour  déterminer  la  nouvelle  position  occupée  par  la  figure  à  la 
suite  d'un  déplacement,  il  suffit  évidemment  de  déterminer  la  nou- 
velle position  du  système  d'axes  0,x,,  Oji,  0,z,  par  rapport  aux 
âxcs  fixes.  Or  c'est  là  précisément  ce  que  nous  avons  appris  à  faire 
au  S  7.  Après  le  déplacement,  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque M  delà  figure  par  rapport  aux  axes  invariablement  liées 
à  la  figure  n'ont  pas  cessé  d'être  égales  à  x,  y,  z.  Les  coordonnées 
de  M  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz  ont  de  nouvelles  valeurs 
^'*  /»  ^9  qui  seront  données  par  les  formules  des  n"  670,  674,  à 
cela  près  que  les  lettres  x',  /,  z'  figureront,  celte  fois,  dans  les 

{^)  Nous  envisageons  tout  de  suite  le  cas  général  où  la  figure  que  Ton 
considère  se  déplace  dans  l'espace  à  Irois  dimensions.  Le  lecteur  établira 
facilement  lui-même  les  formules  relatives  au  déplacement  dans  un  plan. 
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fftmiers  membres  et  les  lettres  x^  y,  z  dans  les  seconds  membres. 

721.  —  Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  où  le  déplacement  est 
«ne  translation,  nous  avons 

x'  =  X  -f-  a,       y  =z  y  -\-  b,       z'  =  z  -\-  c 

les  nombres  a,  6,  c  étant  les  coordonnées  (par  rapport  aux  axes 
fixes  Ox,  Oy,  Oz)  de  la  position  occujïée  par  l'origine  O,  après  la 
iFanslalion. 

Si  le  déplacement  est  une  rotation  ou  une  combinaison  de  rota- 
tions effectuées  autour  d'un  même  point  0,  les  coordonnées  x\y\  z 
sont  données,  en  fonction  des  coordonnées  a?,  y,  z  par  les  for- 
mules établies  au  n**  674,  où  Ton  remplacera  les  lettres  x,  y,  z 
par  x\y\  z'  et  inversement. 

En  nous  référant  ainsi  aux  formules  du  §  T,  nous  ne  devons 
pas  oublier  que  dans  ce  paragraphe  nous  avons  exclusivement 
envisagé  le  passage  d*un  système  d'axes  à  un  nouveau  système 
d*axes  ayant  même  disposition  {wo'ir  602).  Effectivement,  d'ailleurs, 
sî  l'on  déplace  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace  une  figure 
donnée  entraînant  un  système  d'axes  OiX,,  0,j',,  0|Z,,  ce  système 
(le  lecteur  le  prouvera  sans  peine)  conservera  toujours  la  même 
disposition.  Par  contre,  si  la  figure  et  son  système  d'axes  subissent 
une  réflexion  par  rapport  à  un  plan  ou  à  un  point  (voir  p.  1 15, 
note  i),  la  disposition  des  axes  OjX,,  0,y,,  0,rj  sera  changée. 

Voyons  directement  quelles  seront,  pour  une  telle  transforma- 
tion, les  formules  de  passage  entre  les  coordonnées  x,  y,  z  et 
X'.  /.  z\ 

Soient  par  exemple  M  (de  coordonnées  x,  y,  z)  et  M'  (de  coor- 
données x',  y\  z')  deux  points  symétriques  par  rapport  au  plan 
des  xy.  Nous  aurons  évidemment 

x'  =x,      /  =  y.      z'  z=~  z. 

Si  la  réflexion  est  faite  par  rapport  à  l'origine  (*),  nous  aurons 

x'  =  —  X,         y'  =r  —  J,         z'  =  —  z. 

C)  Ces  formules  montrent  que  la  réflexion  par  rapport  à  l'origine  peut 
être  obtenue  par  combinaison  de  trois  réflexions  successives  effectuées 
par  rapport  aux  trois  plans  de  coordonnées. 
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Un  syslèmc  d*axes  (tel  que  OjO?!,  0,y,,  0,^|)  ne  pouvant  avoir 
que  deux  dispositions,  il  résulte  immédiatement  du  $  10  que  tous 
les  déplacements  (réflexions  comprises)  peuvent  être  obtenus  en 
combinant  une  translation  et  des  rotations  autour  du  point  0, 
phis,  le  cas  échéant,  une  réflexion  unique  par  rapport  à  Forigine 
pour  changer  la  disposition  des  axes. 

722.  Changement  d'échelle  (<).  —  Nous  appellerons  ainsi  la 
transformation  qui  change  la  grandeur  d'une  figure  sans  en  altérer 
la  forme,  ou,  en  d'autres  termes,  la  transformation  qui  change 
une  figure  quelconque  de  l'espace  en  une  figure  semblable.  Le 
changement  d'échelle  ne  peut  être  compté,  à  proprement  parler, 
comme  une  déformation,  et  c'est  pourquoi  nous  le  mentionnons 
k  part. 

On  voit  immédiatement  qu'on  réalise  un  changement  d'échelle 
en  transformant  les  coordonnées  x^  y,  z  d'un  point  quelconque  M 
de  la  figure  en 

(a)  x'  ==  Xa-.        /  =  V»         ^  =  ^^» 

\  étant  un  nombre  positif  (^)  (le  même  pour  tous  les  points  de  la 
figure).  Ce  nombre  caractérise  la  nouvelle  échelle. 

723.  Translormatione  aiflne8(^). —  Parmi  les  transformations 
qui  ne  sont  pas  de  simples  déplacements  ou  changements  d'échelle, 
les  plus  simples  sont  les  transformations  pour  lesquelles  les  fonc- 
tions/, ^,  ({;  du  n""  720  sont  des  polynômes  du  premier  degré 

ia;'  =  ayX  -h  h^y  -i-  c^z  -+-  à^ 
y'  =  a^x  -f-  6^  -4-  c^z  -h  d^ 
z'  =  a^x  -\-  biy  -f-  c^z  H-  d^, 

(^)  Le  mot  «  échelle  >  a  ici  lo  sens  technique  que  lui  donnent  les  géogra- 
phes et  cartographes. 

(')  La  transformation  correspondant  aux  formules  (2)  où  X  aurait  une 
valeur  négative  serait  obtenue  par  combinaison  d'une  inversion  par  rap- 
port à  l'origine  et  d'un  changement  d'échelle. 

(^)  L'étude  algébrique  de  ces  transformations  a  été  systématiquement 
entreprise  par  le  géomètre  allemand  Moebius,  Der  haryceniiache  Calcul, 
ein  neues  HilfsmiUel  zur  analytischen  Behandlung  der  Géométrie  (1827).  On 
remarquera  que,  -—'comme  le  montrent  les  formules  obtenues  plus  haut 
—  les  déplacements  et  changements  d'échelle  sont  des  cas  particuliers  de 
transformations  affines. 
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a,,  6|,  ...,  (/g  étant  12  nombres  quelconques  (dont certains  peuvent 
être  nuls).  —  Ces  transformations  ont  été  appelées  par  Môbius- 
transformations  affines^  parce  qu'elles  font  correspondre  l'infini  à 
rinfmi  :  nous  entendons  par  là  qu'à  un  point  (a;,  /,  z)  infiniment 
éloigne  dans  l'espace  (c'est-à  dire  ayant  une  ou  plusieurs  coor- 
données infiniment  grandes)  correspond  un  point  (x\  y\  z')  infi* 
niment  éloigné  lui  aussi. 

Le  système  des  trois  équations  linéaires  (S)  peut  être  résolu 
par  rapport  aux  trois  quantités  a?,  /,  z  (si  on  traite  celles  ci  comme 
des  inconnues,  landis  que  Ton  suppose  x\  y\  z'  connus).  La  réso- 
lution du  système  est  possible  et  admet  un  système  de  solutions 
uniques  si  l'expression 

a  une  valeur  non-nulle  (367)  ;  les  valeurs  de  a;,  y,  z  sont  alors  de 
la  forme 

(S')  j  y  =  a\x'  .^  6',/  4-  c\z'  -4-  d\ 

[    z  =  a\x'  -¥  h'^'  -h  t\z'  -h  d'3 

les  coefficients  a ,,  b\,  ...  (f,  étant  exprimables  en  fonction  de 
ai,  6,,  ...  rfj  comme  il  a  été  dit  au  n**  367. 

Partant  de  là,  on  vérifie  immédiatement  qu'une  transformation 
affine  cbange  un  plan  quelconque  d'équation  Aa;-f-By-4-C24-D=o 
en  un  autre  plan  ;  elle  change  donc  une  droite,  intersection  de 
deux  plans,  en  l'intersection  des  deux  plans  correspondants,  c'est- 
à-dire  en  une  droite.  On  exprime  ce  fait  en  disant  que  la  trans- 
formation affine  est  une  collinéation,  nom  donné  par  Mobius  à 
toutes  les  transformations  qui  aux  droites  font  correspondre  des 
droites. 

On  peut  donner  une  interprétation  géométrique  de  la  transfor- 
mation affine  en  démontrant  la  proposition  suivante  : 

Supposons  que  deux  plans  P  et  Q  se  correspondent  (point  par 
point)  en  vertu  d'une  transformation  affine.  Déplaçant  le  plan  Q 
(sans  le  déformer)  on  peut  toujours  le  placer  et  le  disposer  de 
telle  sorte  que  ses  points  se  déduisent  des  points  correspondants 
de  P  par  projection  parallèle  à  une  même  direction  ;  en  d'autres 
termes,  soient  /,  m,  n, ...  les  points  de  Q  correspondant  aux  points 
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L,  M,  N,  ...  du  plan  P;  je  dis  qu'on  peut  amener  Q  dans  une 
position  Q,  [les  points  /,  m,  n,  ...  venant  en  /|,  mj,  n^,  ...]  telle 
que  /|,  /Hj,  Ml,  ...  soient  projections  des  points  L,  M,  N  projetés 
parallèlement  à  une  direction  donnée. 

Ainsi  (moyennant  un  déplacement  de  l'un  des  plans)  toute  trans- 
formation affine  de  plan  à  plan  peut  être  considérée  comme  obtenue 
par  projection.  —  Réciproquement  toute  projection  parallèle  à 
une  direction  donnée  établit  entre  deux  fîgures  planes  quelconques 
une  transformation  affine  ('). 

724.  —  Nous  avons  supposé  plus  haut  que  Texpression 

avait  une  valeur  non-nulle.  Si  cette  expression  est  nulle,  le  sys- 
tème des  trois  équations  (S)  où  Ion  regarde  x,  y,  z  comme  les 
inconnues  ne  peut  plus  être  résolu,  ou  bien  admet  une  infinité  de 
solutions  (367).  Il  est  facile  de  démontrer  qu'en  ce  dernier  cas  à 
tous  les  points  (x,  y,  z)  de  Tespace  correspondent  des  points 
(x',  y,  z')  dont  les  coordonnées  satisfont  à  une  même  relation 
linéaire 

[où  A,  B,  C,  D  sont  des  nombres  dépendant  seulement  des  coeffi- 
cients a,,  ...  d,  des  équations  (S)]  ;  en  d'autres  termes,  les  corres- 
pondants de  tous  les  points  de  F  espace  sont  tous  dans  un  même  plan. 
La  transformation  est  alors  appelée  axonométrie.  Comme  la  pers- 
pective, elle  transforme  une  Ggure  de  l'espace  en  une  figure  plane. 
On  démontre  plus  précisément,  que  toute  transformation  axono- 
mélrique  d'une  figure  peut  être  réalisée  par  une  double  opération  : 
1°  en  projetant  celte  Ggure  sur  un  plan  parallèlement  à  une  direc- 
tion donnée  ;  a"*  en  construisant  une  figure  semblable  à  la  projec- 
tion obtenue. 

725.  Transformations  projectives.  Transformation  de 
Gremona.  —  Les  transformations  affines  peuvent  être  rangées 
dans  une  classe  de  transformations  plus  générales,  auxquelles  on 

(')  Nous  ne  doimerons  pns  la  démoDstratlon  de  cette  proposition.  On 
la  trouvera  par  exemple  dans  l'ouvrage  de  Félix  Klein,  Elementar- 
Math  V,  hôher.  Standpunkte  aua,  ii,  p.  i56  sqq. 
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donne  le  nom  de  tratisjormalions  projeclioes,  el  qui  comprennent 
-comme  cas  particuliers  tous  les  modes  de  projection  que  Ton  peut 
considérer  en  géométrie. 

Les  formules  (i)  relatives  à  une  transformation  projectîve  (quel- 
conque) ont  pour  seconds  membres  des  fractions  dont  les  termes 
«ont  des  polynômes  du  premier  en  x^  y  et  z  et  qui  ont  le  même 
dénominateur,  soit 

x'  =r  Q|^  +  ^J  -i-  Cf"  -t-  d,  ,  __  a^  ^  bj  -h  c^z  -4-  (k 

a^x  -h  b^y  -f-  Cvz  -f-  ^4  *  ^        «*«-*-  6^7  -h  CiZ  -4-  </.  ' 

2'  =  ^^^  -<-  ^a/  -^  ^«^  -^  ^« 
a^x  -H  b^y  -4-  c^z  -h  rf^  ' 

On  voit  qu'à  tout  point  (jc,  y,  z)  non  situé  dans  le  plan  d'équa- 
tion a^x  -h  h^y  4-  042  -h  ^4  ==  o  correspond  un  point  (x',  y\  z')  et 
un  seul.  A  tout  point  du  plan  a^a:  -f-  h^y  -4-  04^  -h  d^  =  o  corres- 
pond un  point  rejeté  à  l'inOni  (ses  coordonnées  ayant  des  valeurs 
infinies). 

Les  équations  écrites  ci-dessus,  mises  sous  la  forme 

(oi  —  a^x')x  -4-  (61  —  b^p^)y  -f-  (c,  —  c^x')z  -f-  (rf,  —  d^s^)  =  o 

(03  —  a^^')x  -h  (6,  —  642')y  -H  (c^  —  c^z')^  "^  (^j  ""  ^v^')  =  ^ 

peuvent  être  considérées  comme  un  système  d'équations  linéaires 
simultanées  d'où  Ton  lire  des  valeurs  de  a?,  y,  z  de  la  forme 

A'x'-f-by-f-GV-f-  D'  * 

Ainsi  la  transformation  prqjective  est  réciproque  :  les  nouvelles 
coordonnées  sont  des  fonctions  rationnelles,  dites  homographi- 
qaes  (*),  des  anciennes,  et  inversement. 

On  peut  d'ailleurs  définir  d'autres  transformations,  plus  géné- 
rales, qui  jouissent  de  cette  propriété  que  les  nouvelles  coordonnées 
sont  des  fonctions  rationnelles  (non  nécessairement  homographi- 
ques)  des  anciennes,  el  inversement.  Les  transformations  de  ce 
type  sont  dîtes  hirationnelles.  Elles  ont  été  étudiées  (spécialement 
dans  le  plan)  par  le  géomètre  italien  Cremona  (fin  du  xix*  siècle). 

(*)  On  dit  qu'une  fraction,  quotient  de  deux  polynômes  en  x,  y,  s,  est 
homographique  si  les  deux  polynômes  sont  du  premier  degré. 
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726.  Transformations  duales.  —  Dans  son  Traité  des  pro- 
priétés projectives  (*),  et  plus  explicitement  dans  un  Mémoire  sur 
la  théorie  générale  des  polaires  réciproques  (*)  présenté  à  l'Académie 
<les  Sciences  en  1824,  Poncelct  introduit  un  nouveau  principe  de 
transformation  qui  fut  baptisé  par  Gergonne,  principe  de  dualité, 
Poncelet  part  de  la  théorie  des  polaires  (voir  n*»  205  sqq.  et 
•656  sqq.).  On  sait  qu'étant  donnée  une  section  conique  dans  un 
plan,  à  tout  point  du  plan  correspond 
une  droite  appelée  polaire  du  point  (par 
rapport  à  la  conique  considérée)  ;  à  toute 
droite  correspond  un  point  (pôle  de  la 
-droite).  Ainsi  à  toute  figure  composée 
de  droites  et  de  points,  la  théorie^des 
polaires  fait  correspondre  une  figure  — 
<:orrélative  d'après  la  terminologie  de 
Chasles  —  composée  de  points  et  de 
•droites.  Par  exemple,  un  hexagone  ins- 
crit dans  la  conique  (tel  que  ABCDEF, 
fig.  278),  a  pour  figure  corrélative  un  hexagone  A' B'C'D'E'F'  cir- 
■conscrit  (')  à  la  conique,  lequel  a  pour  côtés  les  polaires  des  som- 
mets du  premier  hexagone  et  pour  sommets  les  pôles  de  ses  côtés. 

Aux  propriétés  de  la  première  figure  correspondent  des  propriolés 
de  la  seconde.  Ainsi  le  théorème  de  Pascal  (212)  nous  enseigne 
que  les  points  de  concours  des  côlés  opposés  de  l'hexagone  inscrit 
-dans  la  conique  sont  trois  points  en  ligne  droite  :  j'en  déduis  que  les 
polaires  de  ces  trois  points  sont  concourantes  ;  or  la  polaire  du 
point  de  rencontre  de  A B  et  ED  est  la  droite  qui  joint  les  pôles  (^) 


(')  Vide  supra  p.  m,  note  i. 

(*)  Armalea  de  math,  pures  et  appliquése,  t.  xv  (1824-26)  et  suiv.'^iiis. 
Ce  mémoire  a  été  reproduit  dans  la  2®  éd.  du  Traité  1. 11,  p.  67  sqq 

(^)  Ceb  faits  résultent  des  propriétés  des  polaires.  Nous  avons  vu  cpie 
les  polaires  des  points  situés  sur  une  même  droite  se  rencontrent  loulis 
(concourent)  au  polo  de  celle  droite  ;  les  pôles  de  droites  issues  «l'un 
même  point  sont  toutes  sur  la  polaire  de  ce  point.  D'ailleurs  fCBy)  l.i  [tu- 
laire  d'un  point  situé  sur  la  conique  est  la  tangente  passant  par  ce  point: 
ainsi  F' A'  est  la  polaire  de  A,  A'  B'  celle  do  B,  etc.  ;  d'autre  part  d'nprès 
la  construction  du  n^*  2o5,  qui  se  trouve  valable  pour  une  conique  quel- 
conque, AB  est  la  po'aire  de  A',  etc. 

(*)  D'après  Us  propriétés  énoncées  dans  la  note  précédente. 
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A'  et  D'  de  AB  et  ED,  c'est-à-dire  la  diagonale  A'D'  de  Thexagone 
circonscrit  ;  les  polaires  des  points  de  rencontre  de  BG  et  EP  et  de 
CD  et  FA  sont  respectivennent  B'E'  et  CF.  D  oii  le  théorème, 
énoncé  pour  la  première  fois  par  Brianchon  (*)  :  Les  trois  diago- 
nales d'un  hexagone  circonscrit  à  une  conique  qui  joignent  deux 
à  deux  les  sommets  opposés  concourent  en  un  même  point. 

Un  grand  nombre  de  théorèmes  pourraient  être  doublés  de  la 
même  manière. 

Que  si  maintenant  Ton  considère  une  figure  courbe,  on  pourra 
définir  comme  il  suit  la  figure  corrélative  :  Tensemble  des  polaires 
des  points  de  la  courbe  admet  une  «  enveloppe  ))  (\oirn''  251), 
courbe  à  laquelle  toutes  ces  polaires  sont  tangentes  ;  les  points  de 
cette  enveloppe  sont  réciproquement  les  pôles  de  toutes  les  droites 
tangentes  à  la  courbe  donnée  ;  les  deux  courbes  qui  se  corres- 
pondent de  la  sorte  sont  dites  figures  polaires  réciproques. 

Ainsi  la  théorie  des  polaires  «  sert  à  transformer  les  figures  en 
d'autres  figures  de  genre  différent  et  à  convertir  les  propriétés  de 
ces  figures  en  propriétés  des  figures  nouvelles,  ce  qui  établit  une 
dualité  permancntedes  formes  et  des  propriétés  de  l'étendue  figurée» 
(CiiASLES,  Aperçu  histor.,  p.  224). 

727.  —  Le  principe  de  dualité  a  été  traduit  par  Pliicker  en 
langage  algébrique  (*). 

Var  rapport  à  deux  axes  de  coordonnées  donnés,  Téqualion 
d'une  droite  peut  être  mise  sous  la  forme 

((/)  ux  -h  vy  -{-  ï  =  o 

X  et  y  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque,  et  u  et  u  deux 
nombres  dont  les  valeurs  caractérisent  (définissent)  la  droite 
Donnons-nous  alors  deux  relations  de  la  forme 

En  vertu  de  ces  relations,  h  tout  point  du  plan,  de  coordonnées 
,T  ,  y  correspond   un   système  de  valeurs  de  u  et  t\   donc  une 

(>}  Cf.  supra  I,  p.  238,  note  r. 

(')  J.  Plveckfr,  professeur  à  l' université  de  Bonn,  Anilytisch-geome' 
trische  Entwickelungfin,  t.  ii,  E^scn,  1837. 
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droite  (cf),  —  En  particulier,  supposons  que  a  et  u  soient  des 
fonctions  homographiques  de  x'  et  /,  ayant  nnéme  dénominateur  : 


u  = 


a^oé  -t-  6y  -t-  c,  __  a^x'  -h  h^  -4-  g, 

ûjar'  -H  6y  -h  C3  "  ""  a^x'  H-  b^'  -4-  c,* 

oous  tirons  de  là 

^  _  (ft,c,  —  V,)  H-  a  (6,ca  —  b^c^)  -f-  i;  (63^^  —  b^cJ) 
(aj6,  —  fl,6i)  4-  a(a,6,  —  036,)  -h  «(0,6,-0,63) 

et  une  expression  semblable  de  y.  Ainsi  à  tout  système  de  valeurs 
de  a,  Vf  c'est-à-dire  à  toute  droite  (rf),  correspond  un  point  {x\  y) 
et  an  seul, 

La  transformation  définie  par  les  relations  (3)  est  duale.  Elle 
sera  déclarée  «  réciproque  »  si  à  tout  point  de  la  droite  (d),  cor- 
respondant à  un  point  donné  {x',  y),  correspond  une  droite  passant 
par  ce  point  (a/,  y).  On  démontre  (^)  que  pour  qu*il  en  soit  ainsi 
il  faut  que  la  droite  (d)  soit  le  polaire  du  point  {x\  y)  par  rapport 
à  une  certaine  conique. 

Ainsi  nous  retombons  sur  la  définition  géométrique  que  Ponco- 
let  avait  donnée  de  la  correspondance  duale.   - 

(')  D'après  la  formule  (26)  da  n^  656  où  l'on  remplace  Xo,  1/0  par  x'  et  y'. 
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CHAPITRE  V 


EXTENSIONS    DE    L'ALGÈBRE 
ET    CONSTRUCTIONS    LOGIQUES 


I.  —  Pfogsès  de  la  synthèse  algébrique 

728.  —  Au  premier  paragraphe  du  présent  Livre  (chap.  i)^ 
nous  avons  cherché  à  caractériser  le  point  de  vue  et  la  méthode 
du  calcul  algébrique.  Les  paragraphes  suivants  ont  précisé  les 
traits  distinctifs  de  cette  méthode.  Nous  avons  vu  que  l'algébrisle 
s'efforce  d'oublier  le  sens  des  symboles  mathématiques  pour  porter 
toute  son  attention  sur  la  structure  des  assemblages  formés  avec 
ces  symboles,  sur  les  transformations  auxquelles  ils  se  prêtent,  sur 
les  relations  ou  correspondances  fonctionnelles  qu'il  y  a  entre  eux. 
Nous  avons  vu  aussi  que,  si  l'algèbre  a  longtemps  paru  être  à 
regard  delà  science  rationnelle  des  Grecs  ce  que  l'art  du  rebouteux 
est  à  la  médecine,  ses  mérites  n'en  furent  que  plus  exaltés  lorsque 
la  fécondité  de  ses  procédés  apparut  clairement  aux  savants  de  la 
Renaissance.  L'algèbre  a  fait  renaître  le  vieux  rêve  luUiste  tendant 
à  l'institution  d'une  méthode  scientifique  universelle  (276).  On 
s'est  dit  que  le  mécanisme  algébrique  —  créé  à  Toccasion  des  com- 
binaisons définies  par  les  opérations  arithmétiques  fondamentales 
(n*  11)  —  devait  pouvoir  servir  également  à  étudier  des  combi- 
naisons nouvelles,  construites,  d'après  des  règles  librement  choisies, 
au  moyen  de  symboles  ou  de  signes  convenus.  Ainsi  le  calcul  des 
expressions  ou  des  fonctions  dites  «  algébriques  »  ne  serait  qu'un 
chapitre  particulier  d'une  science  plus  vaste,  la  science  des  combi- 
naisons en  général,  à  laquelle  Leibniz  donnait  le  nom  de  Combi-^ 
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naloire  (276),  et  que  nous  pourrions,  nous,  appeler  Synthèse  algé- 
brico-logiqae,  pour  la  distinguer  du  calcul  spécial  auquel  le  nom 
de  cooibinatoire  est  resté  attaché. 

720.  —  Synthèse  algébrico-logique,  tel  est  le  proloogement 
naturel,  telle  est  la  forme  idéale  de  l'algèbre. 

La  synthèse  a Igébrico- logique  combine,  suivant  des  règles  for- 
mulées à  l'avance  (les  règles  du  jeu,  pourrait-on  dire),  et  confor- 
mément aux  principes  de  la  logique  formelle,  certains  éléments- 
simples  qu'elle  représente  généralement  par  des  signes  (lettres  de^ 
Talphabet,  par  exemple).  D'ailleurs,  sur  la  nature  et  la  signiCca- 
tion  de  ces  éléments  simples,  elle  s'interdit  de  faire  aucune  hypo- 
thèse. Elle  ne  s'intéresse  qu'à  la  structure  de  leurs  assemblages. 

Nous  voyons  en  quoi  ce  point  de  vue  diffère  de  celui  des  géo- 
mètres grecs.  Ceux  qui  l'adopteront  à  la  lettre  ne  verront  plus 
dans  la  science  qu'une  méthode  de  combinaison.  Les  propriétés  ma- 
thématiques, par  exemple,  ne  seront  pour  eux  ni  vraies  ni  fausses  : 
elles  sont  seulement  conformes  aux  définitions  et  aux  axiomes,  aux 
hypothèses,  d'où  elles  résultent.  Ces  hypothèses  sont  purement 
conveotionoelles,  et  elles  sont  toujours  légitimes  pourvu  qu'elles- 
n'impliquent  aucune  contradiction  logique.  Quant  i  leur  oppor- 
tuniléy  à  leur  intérêt  pratique,  on  ne  peut  l'apprécier  que  d'après^ 
deux  critères  :  l'utilité  et  la  commodité  de  la  sci^ice  que  l'on 
fonde  sur  eux.  En  modifiant  définitions  et  axiomes,  nous  pourrions 
construire  une  infinité  de  sciences  différentes  ;  parmi  ces  sciences 
nous  choisirons,  tout  naturellement,  celle  qui  est  la  plus  con* 
forme  à  nos  habitudes  d'esprit  et  à  nos  besoins. 

730.  —  Quelle  que  soit  la  part  d'exagération  que  contienne 
cette  conception  de  la  science,  il  est  indéniable  que  ses  tendances, 
répondent  bien  aux  conditions  dans  lesquelles  s'effectue  la  recherche 
mathématique.  Supposons  que  nous  voulions  étudier  un  ensemble 
de  faits  ou  de  propriétés  caractérisant  certaines  grandeurs  ou  figures. 
Nous  établirons  alors  une  distinction  entre  ces  propriétés  —  qui 
ont  une  vérité  objective,  indépendante  de  notre  volonté  —  et  les- 
moyens  dont  nous  nous  servons  pour  les  démontrer  (*).  Les  moyens 

(*)  C'est  ce  que  nous  avons  fait  lorsque  nous  avons  appliqué  la  m^ 
thode  algébrique  à  l'étude  des  figures. 
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restent  à  notre  discrétion.  Si,  pour  faciliter  la  démonstration,  il 
nous  plait,  d'introduire,  à  titre  d'intermédiaires,  certaines  notions 
étrangères,  —  fussent-elles  tout  à  fait  artificielles,  parussent-elles 
même  contraires  au  bon  sens,  —  cela  nous  est  permis  pourvu  que 
nous  ne  péchions  pas  contre  la  logique.  Le  point  de  départ  et  le 
point  d'arrivée  nous  sont  seuls  imposés. 

731.  —  C'est  ainsi  que  les  algébristes  se  sont  trouvés  conduits 
â  élargir  les  règles  de  leur  calcul  et  à  étudier  de  nouveaux  assem- 
blages qu*ils  croyaient  appelés  à  rendre  des  services,  soit  dans  la 
«cience  appliquée,  soit  dans  la  science  théorique. 

Comment  sont  obtenus  ces  assemblages?  Les  connaissances  que 
nous  avons  acquises  aux  chapitres  précédents  vont  nous  permettre 
•de  le  deviner. 

Aux  termes  des  définitions  données  dans  notre  Chapitre  I, 
l'algèbre  proprement  dite  est  Tétude  de  certaines  combinaisons 
formées  avec  des  nombres  arithmétiques  tels  que  i,  a,  3,...  et  des 
lettres  représentant  des  nombres  relatifs  (positifs  ou  négatifs)  ;  ces 
nombres  et  lettres  sont  reliés  par  des  signes  opératoires,  tels  que 
-h,  — ,  X  (ce  dernier  souvent  sous-entendu)  ou  par  les  signes  log^ 
^in^  cos,  etc.,  qui  indiquent  une  correspondance  fonctionnelle 
rigoureusement  définie  (Cf.  Ghap.  I,  $  J).  Cependant,  rien  ne  nous 
•empêche,  évidemment,  d'imaginer  de  nouveaux  groupements  de 
nombres,  —  nombres  arithmétiques  ou  nombres  représentés  par 
•des  lettres,  —  et  de  créer  des  symboles  inédits  pour  désigner  ces 
groupements  dans  l'écriture  algébrique.  Nous  obtiendrons  ainsi 
de  nouvelles  expressionsy  qui  donnent  matière  i  des  calculs  variés. 

Les  expressions  dont  s'est  enrichie  l'algèbre  depuis  le  xvii*  siècle 
sont  de  deux  sortes.  Les  unes  ne  sont  nouvelles  que  par  la  forme 
-qui  leur  est  donnée  :  ces  expressions  pourraient  être  définies  au 
moyen  des  algorithmes  du  Chapitre  I,  mais  il  est  avantageux 
d'adopter,  pour  les  représenter,  un  symbolisme  nouveau  qui  abrège 
l'écriture  (*)  et  révèle  le  secret  de  leur  composition  (cf.  le  S  J?  de  ce 
<;hapitre).  Les  expressions  de  la  seconde  sorte ,  ou  bien  sont  de 
pures  fictions  introduites  pour  des  raisons  de  commodité  (telles 

(I)  Tels  les  symboles  abrégés  /  {x),  /  (x,  y)  que  nous  avons  introduits 
pour  tenir  lieu  d'expressions  algébriques  compliquées  dépendant  des 
4|uantité8  variables  x  et  y. 
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sont  les  expressions  imaginaires  étudiées  au  S  J  de  ce  chapitre),  ou 
du  moins  représentent  des  grandeurs  et  combinaisons  de  grandeurs 
sur  lesquelles  Talgèbre  classique  n'aurait  pas  de  prise. 

732.  —  Mais  en  général  nous  n'avons  pas  seulement  affaire  à 
des  expressions  isolées.  Il  importe  donc  de  voir  comment  nous 
pourrons  manier  et  grouper  plusieurs  expressions  algébriques 
considérées  simultanément. 

Nous  avons  dit  qu'une  expression  algébrique  exprime  une  corres- 
pondance fonctionnelle  établie  entre  quantités  variables  (306).  On 
peut  aussi  la  regarder  comme  l'indication  d'une  opération.  Soit, 
par  exemple,  /(a;,  y,  z)  l'expression  d'une  fonction  des  quantités 
X,  y,  z.  Posant  :  u  =/(x,  y,  z),  nous  dirons  que  le  nombre  u  est 
le  résultai  d'une  opération  effectuée  sur  les  nombres  (indéterminés) 
0?,  y,  z.  Cette  «  opération  »,  qui  peut  être,  mais  qui  peut  aussi  ne 
pas  être,  une  combinaison    d'opérations  arithmétiques  élémen- 
taires, est  entièrement  définie,  quant  à  ses  effets,  lorsque  la  fonc- 
tion/est  connue.  Ainsi  nous  pourrons  regarder  une  fonction  quel- 
conque comme  déterminant  un  mécanisme  opératoire  (*). 

Cette  extension  du  sens  primitif  du  mot  «  opération  »  permet 
de  formuler  simplement  les  questions  relatives  aux  combinaisons 
d'expressions  algébriques.  Il  s'agit  de  déterminer  l'eflet  de  plu- 
sieurs mécanismes  opératoires,  dont  les  actions  s'associent  de  telles 
manières  qu'on  voudra.  Pour  faire  cette  étude  l'algébriste  consi- 
dérera les  opérations  comme  des  unités,  comme  des  éléments 
simples»  et  il  fera  abstraction  de  leur  structure,  de  même  que,  en 
étudiant  les  expressions,  il  a  fait  abstraction  des  valeurs  numériques 
des  lettres  assemblées.  Et  ainsi  s'ouvre  un  nouveau  chapitre  de  la 
science  combinatoire  :  l'algèbre  des  opérations,  qui  a  ses  défini- 
tions, ses  notations»  ses  formules  propres. 

733.  —  Est-ce  là  tout?  Les  grandeurs  et  les  opérations  sont- 
elles  les  seuls  éléments  mathématiques  que  Ton  puisse  associer  et 
qui  puissent  donner  lieu  à  des  combinaisons  algébrico-logiques^? 
Non,  certes.  U  est  une  autre  chose  qui  est  continuellement  objet 

(^)  Aa  lieu  du  mot  opération^  on  emploie  aussi  le  mot  transformation 
(et.  supra  eh.  it,  |  ii). 

BovTRoux.  —  Les  Principes  de  l'Analyse  mathématiqae.  Il  g 
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de  contbtnaison  dans  \e  système  des  mathématiques,  comme 
^aHleuFS  dans  toutes  les  sciences  fondées  snrle  raisonnement  : 
c'est  la  proposition,  la  proposition  logique,  sort  qae  célIê-cl  for- 
mule une  définition,  soit  qu'elle  énonce  un  axiome  ou  un  théorème. 
Toute  notion  «econdaire  nouyelle  etH  ol>teRue  par  combinaison  des 
notions  premières  fournies  par  les  définitions.  Tout  théorème 
«ouveau  est  démontré  par  combinaison  des  axiomes  et  des  théo- 
rèmes déjà  acquis.  L'édifice  mathématique  construit  par  Euclide, 
^-^  agrandi  depuis  lai«  «ft  flanqvé  de  iio«rvelles  annexes  —  se  pré- 
sente en  soflftoie  à  nous  loonme  le  résultai  d'une  Taite  «yntlièae 
logique  effectuée  sur  des  pnopcaitions. 

•Qu'esJi-ce  qui  nous  empftche  dès  lors  d'appliquer  k  cette  sjn- 
tiiàse  la  méthode  et  les  procédés  de  l'algèbre  ?  Partant  des  propo- 
sitioas  les  plus  simples,  nous  en  étudierons  a  priori  les  crnnbi- 
aaisons  en  faisant  abstraction  de  leur  cootonu  ;  nous  comparerons 
ces  combinaisons,  nous  apprendrons  k  reconnaître  dans  quels  cas 
dles  sont  équivalentes  (identiques,  au  sens  du  ti*294),  dans  quels 
cas  elles  sont  compatibles  (*)  ou  incompatibles,  nous  tes  transfor- 
merons les  unes  dans  les  autres  (Cf.  Oh.  IV,  S  //) 

La  science  des  propositions  ainsi  entendue  dépasse  infiniment  le 
eadre  des  mathématiques.  Elle  ressortit  à  la  logique  générale.  On 
a  elierché  k  y  introduire  un  symbolisme  ainrlogae  à  cfkm  de  l'al- 
gèbre, et  ce  fut  là  l'innovation  principale  des  créateurs  de  !'«  algèbre 
logique  i»,<k>nt  nous  dirons  incidemment  quelques  motsaucotirsde 
ee  chapitre.  Il  semble  bien,  toutefois,  que  ce  sjmboKsme,  d^aspect 
assez  rébarbatif,  ne  simplifie  guère  la  résolution  des  qnesttons 
auxquelles  il  est  appliqué,  et  il  n'y  faut  attacher  qu*nn  importance 
iecondatre. 

Au  mathématicien  proprement  dit  la  science  logique  des  propo- 
sitions a  permis  de  consolider  et  de  perfectionner  sur  de  noralMeux 
points  rédifice  euclidien.  C'est  grAce  k  elle  que  Ton  a  pu  surmonter 
-^  ou  i  peu  près  —  (')  les  difficultés  relatives  aui^  définitions  et 
axiomes,  qui  si  longtemps  embarrassèrent  les  géomèCra». 

Le  but  à  atteindre  est  le  suivant  :  construire  Véâituse  de  la  géo- 

(1)  Ou,  plus  généralement,  dans  quel  cas  une  proposition  quelconque 
est  ou  non  compatible  avec  un  groupe  donné  de  propositions  umultanées, 
e'est-à-dire  vraies  en  même  temps. 

(*)  Voir  infra,  Troisième  Iwre. 
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méti'ie  en  partant  de  postulats  (')  aussi  simples  et,  surtout,  aussi 
peu  nombreux  que  possibles.  Or,  lorsque  nous  établissons  la  suite 
des  théorèmes,  il  se  trouve  qu'en  fait  nous  nous  appuyons  à  maintes 
reprises  sur  des  vérités  indémonlrées  qui  sont  de  nature  intuitive. 
Ces  vérités  sont-elles  des  conséquences  logiques  des  postulats 
simples  dont  la  lisle  est  donnée  au  début  de  la  science  (en  ce  cas 

ils  sont  démontrables  et  il  convient  d'en  formuler  la  démonstration),  i 

ou  sont-elles  indépendantes  (')  de  ces  postulats  (auquel  cas  elles 
conslitiient  des  postulats  nouveaux  que  l'on  doit  ajouter  à  la  liste)  P 
Telle  est  la  délicate  question  que  l'élude  logique  des  combinai- 
sons de  postulats  a  permis  d'approfondir  pour  ce  qui  regarde  la 
géométrie.  En  arithmétique,  semblablement,  on  s'efforça  de  déter- 
miner un  ordre  logique  des  propositions  qui  fit  apparaître  toutes 
les  propriétés  des  nombres  comme  des  conséquences  (ou  combinai- 
sons) de  quelques  postulats  simples.  Mais  cette  tentative,  —  comme 
celle  qui  vise  à  la  construction  même  de  la  notion  de  nombre  à 
partir  de  notions  plus  simples,  —  n'a  point  été  couronnée  d'un 
plein  succès. 

Il  faudrait  de  nombreuses  pages  pour  énumérer  toutes  les  appli- 
cations de  la  synthèse  algébrico-logique  dont  les  progrès  se  pour- 
suivent journellement^  Nous  nous  bornerons  à  en  étudier  quel- 
ques-unes à  titre  d'exemple. 


* 


734.  Nous  avons  dit  plus  haut  que  la  synthèse  algébrico-logique 
eslla  généralisation  directe  de  la  méthode  algébrique.  Pour  y  aboutir, 
Talgébriste  n'avait  qu'à  suivre  son  penchant  naturel. Chose  curieuse, 
cependant  :  ce  n'est  point  en  «vtnçant  dans  cette  voie  que  nous 
réalisons  les  progrès  les  plus  essentiels  pour  notre  objet  final,  qui 
est  l'étude  des  grandeurs  et  des  figures.  Il  semble  qu'à  un  moment 
donné  la  synthèse  combinatoire  dépasse  le  but  poursuivi  et  nous  en 
Scarte.  Car,  si  elle  met  à  notre  disposition  des  modèles  de  construc< 
fions  démontables  de  plus  en  plus  perfectionnés,   elle  parait  bien 


^  Nmb  ptenans  ici  ee  mot  dans  son  Mns  ]«  pin*  g^énéral.  Sur  ]n  <!':«- 
tinctâons  que  faisait  l'école  eneUdienne  entf  e  las  déilaiUoot,  axiottios  et 
postulats,  Toîr  Troisième  li^>re, 

0  Sur  le  sens  hîlbertien  de  ce  tcrmo,  voir  injra^  Troisième  lisnre. 
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en  revanche  rester  étrangère  à  tout  un  ordre  de  faits  malhéma- 
Bques,  faits  que  nous  avons  pourtant  le  plus  pressant  besoin  de 
connaître  si  nous  voulons  étudier  à  fond  et  mettre  d'accord  entre 
eux  les  différents  chapitres  de  la  science. 

Ainsi  il  arriva  que,  pressée  par  les  besoins  de  la  géométrie  et 
de  la  physique  (comme  aussi  par  des  nécessités  intérieures  dont 
nous  reparlerons  plus  loin),  lalgèbre  dut  s'étendre  dans  une 
direction  autre  que  celle  où  elle  se  trouvait  naturellement 
entraînée.  Dans  quelle  mesure  elle  y  réussit,  c'est  ce  que  nous 
verrons  ultérieurement.  Sans  anticiper  sur  le  prochain  chapiUe^ 
où  nous  commencerons  à  étudier  révolution  de  la  théorie  des  fonc- 
tions à  l'époque  de  Newton  et  au  siècle  suivant  (*),  bornons-nous 
à  dire  que  cette  évolution  obligeait  Talgébriste  à  appliquer  ses 
procédés  de  combinaison  et  de  transformation  à  des  expressions^ 
d'un  genre  tout  nouveau  :  je  veux  parler  des  expressions  algé- 
briques convergentes,  définies  comme  résultats  d'opérations  ea 
nombre  infini. 

L'algèbre  des  expressions  convergentes  est  encore  une  construc- 
tion ;  mais  c'est  une  construction  idéale,  et  qui  reste  à  l'état  de 
puissance,  puisqu'elle  opère  sur  des  quantités  dont  il  est  impossible 
d'écrire  explicitement  la  formule  complète.  Aussi  soulève-t-ellc  des 
questions  délicates,  qui  ne  se  posaient  point  auparavant  et  qui 
parurent  un  moment  redoutables.  Pour  les  élucider  il  fallut,  comme 
nous  le  verrons  dans  notre  Troisième  Livre,  modifier  profondément 
le  point  de  vue  auquel  s'étaient  placés  les  fondateurs  de  Talgèbre, 


2.  —  Déterminants 

735.  —  L'algèbre  progresse,  avons-nous  dit,  en  créant  de  nou- 
velles combinaisons  de  symboles  ou  en  perfectionnant  la  forme 
sous  laquelle  se  présentent  les  combinaisons  déjà  connues.  C'est 
un  progrès  de  ce  dernier  genre  que  réalise  la  théorie  des  détermi- 
nants. Il  n'y  a  en  elle  d'autre  élément  nouveau  qu'un  certain  sym- 
bolisme particulièrement  heureux.    Ce  symbolisme  ne  rend  pas 

(')  Nous  reviendrons  sur  celte  évolution  dans  notre   TroUième  Liite^, 


zedby  Google 


DÉTERMINANTS 


l33 


salement  les  calculs  faciles  et  rapides  ;  il  permet  aussi  de  deviner, 
avant  que  les  calculs  soient  achevés^  certains  caractères  intéressants 
des  résultats.  La  raison  en  est  que  le  symbole  du  déterminant 
met  et  maintient  en  évidence  la  composition  des  nombres  qu'il 
sert  à  représenter.  De  même  que  Talgèbre  élémentaire  n'effectue 
pas  les  additions,  multiplications  ou  divisions,  aûn  d'avoir  à  sa 
disposition  des  expressions  immédiatement  démontables  (n''  260), 
de  même  il  y  a  des  groupements  remarquables  d'opérations  qu'il 
vaut  mieux  ne  pas  formuler  en  détail,  parce  que  c'est  la  structure 
de  ces  groupements  qui  nous  intéresse,  non  l'énumération  de  leurs 
parties. 


736.  —  Un  déterminant  (*)  A  d'ordre  ou  de  degré  n  est  une 
somme  de  produits  représentée  par  un  tableau  de  n*  nombres  ainsi 


ûii 


«jf 


^m 


(hm 


Pour  écrire  le  déterminant  A  sous  la  forme  d'une  expression 
algébrique  ordinaire,  on  applique  les  règles  suivantes  : 

J'appelle  déterminant  mineur  relatif  à  un  nombreou  ((élément')(*), 
a,y,  du  tableau, —  et  je  désigne  par  Ay, —  le  déterminant  do  (/i —  i) 
nombres  que  l'on  déduit  de  A  en  y  supprimant  la  ligne  et  la  colonne 
qui  se  croisent  en  Uij  :  Ainsi  le  déterminant  mineur  relatif  à  a^  est 


"m 


;  le  déterminant  mi- 
neur relatif  h  a,,  est 


;etc. 


{*)  Les  germes  de  la  thëorî  ;  des  déterminants  se  trouvent  dans  une 
lettre  de  Lbibniz  à  l'HospiTAL/'idclai^ruifitorum,  Leipzig,  1700);  la  théorie 
a  été  développée  par  Cramer  (voir  infra,  p.  i4o,  note  a)  :  :  le  nom 
même  de  «  déterminant»  fut  introduit  dans  l'usage  courant  par  Cauchy. 
Pour  représenter  les  éléments  de  déterminant  nous  nous  servons  de 
lettres  affectées  de  doubles  indices  (cf.  b9  364). 

(*)  Je  désigne  par  le  symbole  atj  l'élément  qui  se  trouve  à  Tintersection 
pe  la  i*««  ligne  horizontale  et  de  la  /»«  colonne  verticale. 
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Cduiidérons,  en  particulier,  les  déterminants  mineurs  Aip  Aur 
^13'  "'9  ^in>  relatifs  aux  éléments  successifs  de  la  première  ligne 
du  tableau.  Par  définition  le  déterminant  A  sera  égal  à  ta  somme  (*) 

(i)        A  =  a^^An  —  «itAi,  -+-  a^^,^  -h  ...  ^  (—  i)»  a^,,^, 

les  signes  -h  et  —  alternant  ;  la  somme  (i)  est  appelée  :  dévelop- 
pement du  déterminant  par  rapport  anx  éléments  de  la  première 
ligne. 

737.  —  Cette  définition  de  A  n'offre  manifestement  un  sens  que 
ailes  déterminants  mineurs  A»»  . . . ,  Am  ont  été,  eux-mêmes,  déjà 
définis.  Mais  Tordre  de  ces  déterminants  est  inférieur  d'une  unité 
\  celui  de  A  (puisque  chacim  contient  une  ligne  et  une  colonne  de 
moins).  Si  donc  nous  avons  défini  les  déterminants  d ordre  r» 
régalité  récurrente  (')  (i)  permettra  de  définir  progressivement  les 
déterminants  d'ordre  quelconque. 

Un  déterminant  d'ordre  i  ne  contient  qn'un  élément  :  la  valeur 
de  cet  élément  sera,  par  définition,  celle  du  déterminant. 


""      "'";le» 


Un  déterminant  d'ordre  i  est  de  la  forme  A  = 

déterminants  mineurs  relatifs  à  a,,  et  a,,  se  réduisent  respective- 
ment à  a,,  et  fljj.  Nous  aurons  donc  d'après  (i):  A  =  a,, a,, — ^itûjr 
Un  déterminant  d'ordre  3  sera  défini  par  Pégalîté 


«Il  û|,  a,, 

«*t  fl«  a«» 

=  û|| 

«89    «»« 

^«1* 

«Jl     ««8 

H-«is 

«il  «« 

«32     «33 

«jl     «33 

«SI     «3» 

«31     Û3Î     ^33 

expression  dont  nous  connaissons  le  sens. 

Et  ainsi  de  suite. 

De  la  définition  du  déterminant  A  on  déduit  facilement  le 
développement  complet  du  déterminant  (c'est-à-dire  l'expression 
du  déterminant  en  somme  algébrique  ordinaire)  :  le  déterminant 
A  est  égal  (')  à  la  somme  de  tons  les  termes  que  l'on  obtient 

(')  Le  signe  du  dernier  terme  est  +  ou  —  suivant  que  le  nombre  n  eit 
impair  ou  pair.Cf.  p.  136,  note  i. 

(»)  Cf.  supra  nO  46i. 

(')  On  vérifiera  i^  qu'il  eu  est  ainsi  lorsque  A  est  d'ordres,  2<>  que  s  il 
en  est  ainsi  pour  A  d'ordre  n —  i,  il  en  sera  encore  ainsi  pour  A  d'ordre  fi* 
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(au  ûgjae  prài)  ea  procédant  coaune  il  suit  ;  oa  futead  /»  élé&MQta 
quelconques  ajkparteAanI  cespectLveineBl aux  a  ligoesi «t  «ax.  /i  co- 
lonnes (donc,  tous  le»  /i,  à  Alignes  diil&ccatiteftei  k  h  eolnanes  diiEt> 
renies)»  et  on  fût  k  prodaik  de  ces  éléments  :  aitteBt  de  piodutis 
formés  de  la  sorte, autant  de  termes  (au  ai^Ae  piè»)  (*). 

738.  —  Les  déieroainaats  fissent  de  propriétés  simples  que 
je  me  contenterai  d'énoncer  sans  démonatralion*  [Ces  propriétés 
sont  immédiatement  vérifiables  dans  le  cas  des  déterminants  d'ordre 
pev  élevé  :  on  passera  da  oa  cas  an  générai  en  appliqaaot  la  oié- 
tbode  récorraite  {Cf.  46i).] 

I.  —  On  ne  change  pas  la  valeur  fun  déterminant  lorsqu'on 
permute  chaque  ligne  avec  la  colonne  de  même  rang. 

En  d'autres  termes,  on  a  l'égalité 


ûu 


"m 

^2» 


«m 


On, 


ann 


Il  résulte  du  n°  737  que  les  termes  des  développements  com- 
plets des  deux  déterminants  sont  les  mêmes,  aux  signes  près.  La 
proposition  énoncée  sera  donc  démontrée  lorsqu'on  établira  que 
l'un  quelconque  de  ces  termes  est  affecté  du  même  signe  dans  les 
deux  déterminants. 

IL  —  Si  l'on  permute  deux  colonnes  ou  deux  lignes  contiguës 
d*un  déterminant,  le  déterminant  garde  sa  valeur  absolue^  mais 
change  de  signe. 

Ainsi,  par  exemple  : 


«2» 


Tl  résulte  de  ces  deux  propositions  que  l'on  peut  toujours,  sans 

(t)  Etant  d^uoé,  d'ailleurs,  l'un  quelcomque  de  cas  produits,  J>n  pouira 
déteniuner  le  signe  dont  il  est  affecté  dans  le  déTeloppement  du  déter* 
BÛiMBt  en  api^iquant  une  règle  ûxe  que  l'on  trouTsra  énoAoéo  dans  les 
traitéi  d'algèbre. 
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changer  la  valeur  absolue  d'un  déterminant,  placer  sur  la  première 
ligne  les  éléments  d'une  ligne  ou  d'une  colonne  quelconque  (puis- 
qu'on peut  permuter  lignes  et  colonnes).  Ainsi  un  déterminant 
pourra  être  développé  sous  la/orme  (i)  [n*  736]  par  rapport  aux 
éléments  de  tune  quelconque  de  ses  lignes  ou  colonnes. 

Si  Ton  considère,  p:ir  exemple,  les  éléments  de  la  /)*"•  colonne 
du  déterminant  A  du  n*>  736,  on  obtiendra  la  formule  (*)  : 

A  =  (-  i)^+i  >,,A.,  -  a,pA,p  -h  ...  -+-  {—  i)"+'a„pA„,] 

où  Ajp,  ...  Lnp  sont  les  déterminants  mineurs  relatifs  aux  éléments 
^ip»  •••  ^np'  Les  signes  -h  et  —  alternent  dans  le  développement. 
De  même  pour  la  p*"*  ligne  : 

A  =  (-  1)^+^  [a,.Ap.  -  ...  H-  (-  i)«+«ap„ApJ. 

ni,  —  Si  un  déterminant  a  deux  lignes  ou  deux  colonnes  iden- 
tiques, ilestnul{*). 

Si,  en  effet,  on  permute  les  deux  lignes  ou  les  deux  colonnes 
identiques,  le  déterminant  ne  change  pas  ;  mais  il  doit  changer  de 
signe,  d'après  la  propriété  II  ;  donc  il  est  nul,  car  un  nombre  A» 
à  —  A,  ne  peut  être  que  o. 


(')  En  introduisant  le  facteur  ( —  i)'  +  *,  noua  indiquons  que  le  crochet 
Cbt  précédé  du  sipie  —  np  est  pair  [alori  ( —  O'^*  =  —  i]  et  du  signe  4- 
si  //  est  impair  [alors  ( —  i)'+«  =  i], 

\*)  Application,  —  Considérons  lo  délorminant  ; 

I  a  flt  I 
t  6  6» 
1  c  c2  I 

où  a,  6,  c  sont  des  nombres  quelconques.  Ce  déterminant  est  le  déermi- 
nant deVandermonde  du 3^  ordre [W AfiDKnuoTijyi^tMémoiresur l'éUmination^ 
ap.  Hist.  de  VAc,  de  Paris^  i77'^i  ^«^^  «on  pourra  cons'ruire  sur  le  môme 
type  un  dctcrmitiuni  d'ordre  n  qui  jouit  de  propiiétés  semblables). 
Le  dcvcloppcmcnt  de  A  est  manifestement  un  polynôme  du  troisième 
degré  en  a,  b,  c.  Je  did  que  ce  polynôme  est  divisible  (n<'373)  par  la  dif. 
férenco  6  —  a.  Ea  effet,  rct^atdons  l'égalité  À  =  o  comme  une  équation 
dont  6  est  l'inconnue  (a  etc  étant  connus)  :  celte  équation  admet  comme 
racine  la  quantité  6  =  a,  car  si  Ton  pose  b  égal  à  a  dans  le  déterminant, 
celui -ci  s'annule  comme  ayant  deux  lignes  identiques  :  donc  le  polynôme  À 
est  divisible  par  (b  —  a);  on  démontre  de  même  que  Â  est  divisible 
par  (6  —  c)  et  par  (a  —  c).  Donc  A  est  divisible  par  le  polynôme  ((  —  a) 
(b  —  e)  (a  — c)  ;  le  quotient  est  un  nombre  indépendant  de  a,  (,  c  [car 
le  produit  de  (b  —  a)  (b  —  c)  (a  —  c)  par  un  polynôme  quelconque  en 
a,  6,  c  serait  de  degré  supérieur  à  trois]  ;  on  vérifie  facilement  que  ce 
nombre  est  i,  en  sorte  que  A  î=  (6  —  a)  (6  —  c)  (a  —  c). 
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IV.  —  Si  on  multiplie  tous  les  éléments  (Tune  ligne  ou  d'une 
-colonne  par  un  nombre  k,  le  déterminant  est  multiplié  par  ce  nombre. 

Cela  résulte  de  ce  fait  que  chaque  terme  du  développement 
-compfe^  du  déterminant  renferme  un  élément  et  un  seul  de  la  ligne 
ou  de  la  colonne  considérée  (737). 

V.  —  5/  les  éléments  de  deux  lignes  ou  de  deux  colonnes  sont 
proportionnels,  le  déterminant  est  nul. 

Considérons,  par  exemple,  un  déterminant  du  troisième  ordre 


"1 


•et  supposons  que 


fli      51      C|  • 


Appelant  k  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  nous  avons 
■a^^katj  b^  =  kbi,  c,  = /cC|  ;  donc  le  déterminant  A  est  égal 
{d'après  la  propriété  IV)  à 


6.      6. 


,  déterminant  nul  d'après  la  propriété  III. 


VI.  —  Si  les  éléments  d'une  ligne  ou  d'une  colonne  d'un  déler- 
minant  sont  des  sommes  de  nombres,  on  a  l'identité  suivante  [que 
îe  formule  en  me  plaçant,  pour  fixer  les  idées,  dans  riiypolhèse 
•où  le  déterminant  est  du  3^  ordre  et  où  les  éléments-sommes  sont 
•ceux  de  la  première  colonne]: 


(a) 


a^  -h  ài  -f-  a'x  6j  Ci 
a,  H-  a't  -»-  a\  b^  c, 
aj  -f-  a»  H-  a'i    6,   c. 


Qi  b^  Cl 

a\  b^  Ci 

a\  bi  c^ 

= 

ag  62  Cj 

-4- 

Ûj   ^2  C2 

-1- 

a't  62  C2 

a,  6,  c, 

a,  6,  c, 

a\  6a  C3 

En  effet,  le  développement  par  rapport  aux  éléments  de  la  pre- 
rniière  colonne  est  (736)  : 

A  =  (a|  -f-a'i  -4-  a\)  Ait  — (û2  -+•  a«  -H  «'«)  An  H- (os-H  «s -l-a"s)  A3,. 

On  en  déduit 

•A  =  [a,  A,|  —  oj  A  ji  H-  ai  A  „]  -+-...  -h  [a\  A,i  —  ai  An  -h  as  Aaj] 

•où  les  sommes  entre  crochets  ne  sont  autres  que  les  développe- 
onents  des  déterminants  du  second  membre  de  l'égalité  (a). 
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Remarque,  —  En  éerivADt  et  démontrant  l'idenlLté  (2),  nous. 
supposons  que  les  élémento-soinnies  contiennent  ton»  un  même 
nombre  de  tannes  ;  on  peut  toujours  Caire  en  sorte  qu'il  en  soit 
ainsi  en  ajoutant  au  besoin  à  certains  éléments-sommes  des- 
termes  de  valeur  o,  ce  qui  n'en  altère  pas  la  valeur.  Ainsi  oa 
écrira 


4-3     3 


3-4-1     5 


3-+-  i     5 


1 

a 

3 

1 

3 

3 

1 

9 

= 

I 

7 

a 

-h 

0 

7 

2 

4 

3 

5 

4 

1 

5 

4 

739.  Théorème.  —  bn  déterminant  ne  change  pas  si  on  ajoute 
aux  éléments  dune  ligne  (ou  (Tune  colonne)^  les  éléments  corres^ 
pondants  des  autres  lignes  (ou  des  autres  colonnes),  multipliés  par 
des  nombres  arbitraires  (les  mêmes  nombres  pour  chaque  ligne 
ou  colonne). 


Ainsi,  l'on  a 


abc 


a'b'c' 


mb  -h  ne 

b  c 

mb'  -+-  nd 

b'(/ 

mb'  +  ne' 

Vc' 

On  démontre  facilement  cette  identité  en  décomposant  le  déter- 
minant du  second  membre  ainsi  qu'il  a  été  dit  au  n""  précédent. 

740.  ThiIorème.  —  Le  produit  de  deux  déterminants  de  même- 
ordre,  d  et  d^,  est  un  déterminant  de  mente  ordre,  D,  dans  lequel' 
télément  de  la  /)*••  ligne  et  de  la  qr*™  colonne  est  égal  à  la  somme 
des  produits  obtenus  en  multipliant  les  éléments  de  la  p*"^ 
Ugne  d'un  des  déterminants  d  ou  â  par  les  éléments  correspondants- 
de  la  9**"*  ligne  de  t autre. 

Ainsi  le  pi*oduit  des  déterminants 


a  b  c 

a  P    If 

clb'  d 

et  8  = 

^'?'y 

(fV  c' 

O-PV 

a  r= 


est  le  déterminant 

6?  -H  CY        aa'  -h  ¥p'  -I-  ci  aa*  -f-  6?'  -h  ry' 

6'p  -î-  c'y        a'^  -+-  ^'?'  -+-  ^i  ^^  -4-  Vf  ^  c'/ 

Nous  laissons  de  côté  la  démonstration  de  ce  théorème. 


A  = 


aa  - 
a'a 
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741.  —  Réfldation  d'un  système  de  trois  équations  li- 
néaires à  trois  inconnues  au  moyen  de  déterminants. 
Soit  à  résoudre  le  système  d'équations 

[0X  -h  by  -\-  cz  =  d 
(3)  \a!x-hby-^cfz=:i' 

\  a'x  +  b'y  -^  c'zzszd' 

Appelons  A  le  «  détenuinant  des  €oefIicienls  des  inconnues  »: 


A=r 


a  b  e 
€l  y  cf 
(f  V  e 

f   les  déterminants  mineurs  relatifs 


c'  du  déterminant. 


et  désignons  par  A«,  Aô,  ....  A c 
aux  diyers  éléments  a,  6, 

Maltiplions  la  première  équation  (3)  par  Aa,  la  seconde  par 
—  Aa' ,  et  la  troisième  par  A,- ,  et  ajoutons  membre  à  membre  les^ 
trois  égalités  obtenues  :  nous  aurons  : 

(4)     (aAa  —  a'Aa'  -^  a"  a..)  x  ^  (6A«  —  6'A.'  +  6'A..  )  y  H- 

-i-  (cAa  —  c'a.'  4-  C'A.-  )  2  =  dAa  —  àlH..  +  d'A.- . 
Or,  si  nous  nous  reportons  à  la  règle  de  développement  des  dé- 
terminants, nous  voyons  que  la  première  parenthèse  (coefficient 
de  x),  n'est  autre  que  le  développement  de  A  par  rapport  aux 
éléments  de  la  première  colonne  (738,  II)  ;  la  seconde  et  la  troi- 
sième parenthèse  (coefficient  de  y  et  coefficient  de  z)  sont  le» 
développements,  par  rapport  aux  éléments  de  leurs  premières  co- 
lonneSy  des  déterminants 


b  b  t 
b'  V  e 
b"  b'  if 


et 


c 


c  b  c 
d  b'  d 
b"  d 


lesquds  sont  nuls  comme  ayant  deux  colonnes  identiques. 

En  conséquence  l'égalité  {k)  ne  contient  ni  terme  en  y,  ni  terme 
en  z  et  elle  fait  connaître  la  valeur  de  Tioconnue  x.  En  interpré- 
tant le  second  membre  de  l'égalité  comme  on  a  fait  des  parenthèses 
du  premier  membre,  on  constate  qne  le  second  membre  est  aussi 
un  déterminant,  et  on  trouve  Texpression  suivante  de  x  : 

à  b  c 
J'  b'  d 
d"  b'  c" 

X  ■= : 
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Un  raisonnement  semblable  fournira  les  expressions  des  incon- 
nues y  et  z  : 


a  d  e 
a'  (f  cf 
a'  tP  c' 


a  b  d 
a'  V  d' 
a'  b'  d' 


En  développant  ces  déterminants,  on  constatera  que  leurs 
expressions  sont  bien  identiques  à  celles  données  au  n^  367. 

Discussion.  —  Les  expressions  de  x,  y,  z  que  nous  venons 
d'obtenir  n'oflrent  un  sens  que  si  leurs  dénominateurs  ne  sont  pas 
nuls,  c'est-à-dire  si  le  déterminant  des  coejffîcients  des  incontiues  est 
différent  de  o  {en  ce  cas  le  système  d'équations  admet  un  système  de 
,solutions  uniques  :  cf.  n"*  367,  où  la  quantité  appelée  A  n  est  autre 
que  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues). 

Si  le  déterminant  A  est  nul,  le  système  d*équations  sera,  soit 
impossible  (*),  soit  indéterminé  (367).  On  trouvera  dans  les 
traités  d'algèbre  des  critères  fondés  sur  la  théorie  des  déterminants 
qui  permettent  de  reconnaître  facilement  quelle  est,  pour  un  sys- 
tème d'équations  donné,  celle  des  deux  éventualités  qui  se  pré- 
sente. 

742.  Système  de  n  équations  linéaires.  —  La  méthode  que 
nous  venons  d'employer  pour  résoudre  le  système  (3)  est  appli- 
cable h  un  système  d'équations  linéaires  quelconque  (comprenant 
un  nombre  quelconque,  /i,  d'équations  et  d'inconnues).  Elle  con- 
duit à  la  règle  suivante,  dite  règle  de  Cramer  (*)  : 

Un  système  de  n  équations  du  premier  degré  à  n  inconnues  [mis 
sous  la  forme  indiquée  an  n**  364],  pour  lequel  le  «  déterminant  des 
coefficients  des  inconnues  »  est  non-nul,  admet  un  système  de  solu- 
tions unique.  La  valeur  de  chaque  inconnue  est  une  Jraction,  dont 
le  dénominateur  est  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues,  et 

(^)  Il  sera  impossible  si  Tune  au  moins  des  expressions  des  trois  quan- 
tités x,y,Z8i  un  numérateur  non-nul  :  car  alors  cette   quaatité  sera  de 


la  forme 


nombre  fini 


t  elle  ne  pourra  avoir  aucune  valeur  finie. 


(*)  Introduction  à  l'analyse  des  lignes  courbes  de  Gabriel  Cramer, 
Genève,  1760  (Appendice  :  De  Véifanouiaaement  des  inconnues  ,  pp.  667- 
59). 
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dont  le  numérateur  est  le  déterminant  obtenu  comme  il  suit  :  On 
prend  le  déterminant- dénominateur  et  on  y  remplace  dans  chaque 
ligne  le  coefficient  de  F  inconnue  en  question  par  le  terme  constant 
correspondant,  fct,  fc,..,  ou  i„  (voir  364). 

743.  Systèmes  d'équations  linéaires   homogènes.  —  On 

appelle  équation  linéaire  homogène  une  équation  dont  le  second* 
membre  est  o  et  dont  le  premier  membre  est  une  fonction  linéaire 
homogène  des  inconnues  [donc  (292;   un  polynôme  du  premier 
degré  sans  terme  constant]. 
Ainsi  le  système 

fax  +by  -f-  C2  =  0 

(5)  )  a^x  -+■  h' y  4-  c'z  =  o 
(  dfx  4-  h' y  -f-  c'z  =  0 

est  un  système  de  trois  équations  homogènes  à  trois  inconnues. 
Appelons  A)  comme  plus  haut,  le  déterminant  des  coefficients 

des  inconnues.  Si  A  ;2^  o,  le  système  d'équations  admet  le  système^ 

de  solutions  uniques  indiqué  au  n""  740,  qui  se  réduit  ici  à  û?  =  o, 

y  =  o^z=o. 

Supposons  au  contraire  que  A  soit  nul^et  que  l'un  des  délermi- 

Ia  h 

les  deux  équations  linéaires  à  deux  inconnues. 

(6)  a?  4-6^-1-0  =  0         a'  -4- 6' ?:-+-(/ =  0 

Z  l  z  z 

admettent  alors  un  système  de  solutions  uniques.  On  vérifiera 
facilement  que  (étant  donné  que  A  =  o),  ces  solutions  vérifient  la 

•  X  y 

troisième  équation  a'  -  -4-  6'  ^  -+-  c'  =  o. 

Ainsi,  le  système  d'équations  (5),  admet  une  infinité  de  systèmes 
de  solutions:  on  peut  choisir  arbitrairement  l'une  des  inconnues  z, 

(*)  Si  Ton  avait  |  ^-  5»     =0  mais,  par  exemple,  |  ^.  ^.  h^  o  on  résou- 


drait les  deux  équations  *'  ~  -f  C  -  =  o,  6'  ^  -f  C"  -  =  o.  Si  tous  les  dé- 
terminants mineurs  étaient  nuls,  ou  constaterait  que  l'on  peut  choisir 
arbitrairement  les  valeurs  de  deux  des  inconnues  et  déterminer  la  troi- 
sième de  manière  à  satisfaire  aux  trois  équations  à  la  fois. 
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-et  les  valeurs  correspondantes  des  inconnues  x  et  y  sont  données 
par  les  deux  équations  (6),  qui  font  connaître  les  rapports  de  x  à  z 
et  de  y  àz. 

L'étude  d'un  système  de  n  équations  linéaires  homogènes  con- 
duit à  des  conclusions  semblables  (<),  que  la  théorie  des  détermi- 
nants permet  de  formuler  très  simplement.  Ainsi  apparaissent  de 
plus  en  plus  nettement  les  avantages  de  cette  théorie. 


3.  —  Nombres  imaginaires 

744.  —  La  symétrie  et  la  régularité  du  calcul  algébrique  se 
trouvent  contrariées  par  une  circonstance  fâcheuse.  Les  nombres 
négatifs  n'ont  pas  déracine  carrée,  ni  aucune  racine  d'ordre  pair, 
-en  sorte  que  nous  n'avons  pas  le  droit  d'effectuer  librement  sur 
4es  nombres  relatifs  quelconques  toutes  les  opérations  fondamen- 
tales. Par  exemple,  nous  ne  pouvons  pas  raisonner  sur  une  fonction 
dans  un  intervalle  donné  sans  nous  être  assurés  que  Texpression 
de  la  fonction  a  bien  un  sens  dans  cet  intervalle  (391)  ;  nous  ne 
pouvons  définir  la  fonction  exponentielle  a*  que  dans  l'hypothèse 
où  a  C3t  positif;  et  nous  sommes  à  tel  point  gênés  dans  la  théorie 
des  équations  que  nous  avons  dû  niainten»k  lancienae  distincUon 
de  plusieurs  types  séparés  d'équations  du  troisième  degré,  dif- 
férant par  les  signes  de  leurs  coefficients.  Le  fait  qu'il  n'existe 
pas  de  racines  d'ordre  pair  des  nombres  négatifs  risque  ainsi  de 

(')  On  énonce  souvent  comme  il  suit  les  résultats  de  cette  étude  : 
Supposons  qu'if  exlsîê  n  rdations  lînéaiveB  et  homogàDM^  ▼Mftées  par 

n  qaantitées    douaés    (non-nulles)  \\^  .,.^\n   c'est-à-dire   n  égalités  de  la 

forme  : 

ûll>^l   -f  û|i^4  +  •••  +  «1»'»..  *=  o. 
«21^*1    +  ^lî^i  +   ...    -4-  ûi*^»  =^  ^• 


,  a-i^'i  +  a.2>^2  +  —  +  «' 
En  ce  cas  le  déterminant  A  écrit  au  vP  786  est  nécessairement  nul  (car  s^l 
était  non-nul,  le  système  des  équations  (£)  n'admettrait  (74 1)  qu'un 
•yatème  de  tolu lions,  savoir  X,  =  0,  À]  =3  o,  ..,  X»  —  o).  Béciproquement 
3i  le  déterminant  A  est  nid,  on  démontre  qu'il  existe  une  infinité  de  sys- 
tèmes de  n  nombres  non-nuls  X|,  ...  X,.  qui  satisfont  aux  relaiio9%s  (E), 
4^  Von  donne  comme  valeurs  aux  coefficients  les  éléments  du  déterminant  A 
(l'un  des  nombres  Xi, ..  X^  peut  être  choisi  arbitrairement,  les  autres  sont 
^lors  détoiminc«^ 
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ncms  faire  perdre  tont  le  bénéfice  de  l'algèbre.  KUnt  exposé 
•oonstamment  à  écrire  des  formutes  dépourvues  de  sens  (qui  ne 
représentent  pas  des  nombres),  l'algébriste  ne  peut  pas  rendre  son 
trafrail  purement  mécanique  comme  il  aspirait  à  le  fisiire. 

Mais,  puisqu'aussi  bien  nous  vivons  en  algèbre  dans  le  règne 
-de  la  convention,  voyons  ce  qui  passerait  si  nous  envoyions  pro- 
mener momentanément  les  restrictions  qui  nous  génenl,  et  si  nous 
décidions  de  traiter  les  racines  des  nombres  négatives  comme  des 
quantités  ordinaires.  Imaginons  de  désigner  par  le  symbole/  un 
nombre  imaginaire  dont  le  carré  soit  égal  à  —  i ,  et  calculons  sur 
<x  nombre  comme  s'il  obéissait  aux  règles  ordinaires  du  calcul 
-algéhriqne.  Cette  convention  nous  donnera  les  formules  : 

(—  0  X  (—  0  =  î*  =  —  I,  i*  =  i*  .  î  ==  —  1  .  i  =  —  i, 

i*  =  ( —  i)2  ou  =  î'  .  i  =  —  i*  =  1 ,     i^  =  i*  .  i  =  (, 

«"*  =jï  =  — i,  etc.. 

formules  que  nous  interprétons  en  disant  que  le  nombre  imagi- 
naire —  «est,  comme  4-  /,  une  i*acine  carrée  de  —  i,  et  que  les 
puissances  entières  positives  ou  négatives  de  i  sont  tontes  égales  à 
l'un  des  nombres  /,  —  /,  i ,  —  i . 

Nous  pouiTOBâ  u  calculer  »  d'une  manière  analogue  deux 
«  racines  carrées  »  du  nombre  i.  Cherchons,  en  effet,  k  déterminer 
deux  nombres  relatifs  a  et  6  tels  que  (a  -f-  6/)*  =  /.    Nous  aurons 

{a  +  bî)  (a  -f-  bi)  =  a*  4-  2abi  -H  6'î*  =  a'  —  6*  4-  2abi, 

Détermiaooa  alors  a  et  6  par  les  conditions  a'  —  6'  =  o, 
2ab  =  I  ;  ces  conditions  forment  un  système  de  deux   équations 

algébriques  ayant  pour  solutions  a  ^br^dz-y^  ;  ainsi   les  ex- 

pressions  -=:  (i  -{-  f),  —  -;=.  (i  -h  A  ont  pour  carré  le  «nombre»/. 

Si  maintenant  a  est  un  nombre  positif  quelconque,  nous  aurons 

—  a^^^a,  d'oùy  —  a  =  ±:  i\Ja,  puis  (—  a)"'=  ifc  y// a~* ,  etc. 
D'une  manière  générale,  nous  pourrons  effectuer  sur  l'ensemble  des 
nombres  relatifs  et  sur  le  «  nombre  »  /  loiites  les  opérations  de 
l'algèbre  (en  suivant  les  règles  ordinaires),  saxis  jamais  nous  heur- 
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ter  à  aucune  contradiction  (')  :  les  résultats  de  nos  calculs  seront, 
comme  les  données,  des  expressions  algébriques  de  forme  connue 
portant  sur  des  nombres  relatifs  et  sur  le  nombre  i. 

Nous  pouvons  ajouter,  et  c'est  là  le  plus  remarquable,  que 
toute  expression  algébrique  (*)  (au  sens  du  n*»  278)  portant  sur 
i  et  sur  des  nombres  relatifs  peut  être  mise  (par  transformation) 
sous  la  Jorme  d'un  polynôme  du  premier  degré  en  i.  On  vérifie 
aisément  qu'il  en  est  ainsi  en  passant  successivement  en  revue  les 
diiïérents  types  d'expressions  algébriques  ('). 

La  conclusion  est  simple  et  suggestive  :  En  adjoignant  aux 
nombres  relatifs  le  seul  nombre  fictif  i,  nous  aurons  un  ensemble 
d'éléments  se  prêtant^  sans  restriction  aucune  cette  fois^  à  tous  les 
calculs  définis  en  algèbre  (*). 

Mais  serrons  la  question  d'un  peu  plus  près,  et  voyons  comment 
va  se  présenter  le  nouveau  calcul. 

745.  Nombres  complexes  ou  imaginaires.  —  L'introduction 
du  nombre  i  (sur  lequel  on  convient  d'opérer  comme  sur  les 
nombres  ordinaires)  entraine  les  effets  suivants.  A  la  classe  des 
nombres  relatifs  se    trouve    substituée   une   nouvelle  classe   de 

(')  Remarquons  qu'a  priori  il  n'est  nullement  évident  qu'il  en  soit 
ainsi.  Dire  que  nous  opérons  sur  le  nombre  fictif  î  comme  sur  les  nombres 
relatifs,  c'est  donner  une  définition  conventior^neUe  de  l'addition,  de  la 
multiplication,  etc..  effectuées  sur  l'ensemble  des  nombres  relatifs  et  le 
nombre  i.Il  est  nécessaire  de  démontrer  que  cette  définition  conventionnelle 
n'implique  pas  contradiction  et  qu'elle  coïncide  avec  la  définition  ordi- 
naire des  opérations  dans  le  cas  particulier  où  î  n'entre  pas  dans  les 
calculs  (cf.  n®  128). 

(^)  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  les  expressions  trafucendantea  forméeft 
avec  des  nombres  relatifs  et  le  symbole  i. 

('^)  On  voit  immédiatement  en  se  reportant  aux  valeurs  de  î',  P,  ••» 
que  tout  polynôme  en  i  peut  être  mis  sous  la  forme  a  +  ^i,  a  et  p  étant 
des  nombres  (ou  expressions  algébriques)  ordinaires.  Une  fraction  ration- 
nelle sera  do  la  forme  ^  T  ^l',  multiplions  ses  deux  termes  par  le  même 

> .      ,     ,         .        j      .         (a  +  PO  (Y  —  5»)  _  (a  -h  PiWy  —  6i'. 
nombre  v  —  oi  ;  la  fraction  devient  fjrqr/jTTj^^ZTgî)  —  ^ — yi  —  é«i* ' 

le  dénominateur  n'est  autre  que  y'  +  0*  î  ^^^^  ^^  fraction  est  un  polynôme 
^du  premier  degré)  en  i.  Pour  calculer  les  racines  carrées,  cubiques,  etc.^ 
nous  pourrions  procéder  comme  nous  avons  fait  plus  haut  pour  le  calcul 
de  {/I  :  nous  obtiendrons  toujours  comme  résultats  des  polynômes  dvr 
premier  degré  en  i, 

{*)  Cf.  infra,  le  début  du  §  4- 
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nombres  qui  contient  la  première  comme  sous-classe.  Les  nou- 
veaux nombres  sont  appelés  nombres,  ou  quantités,  imaginaires  ou 
complexes  :  chacun  d'eux  (que  Talgébriste  est  d'ailleurs  libre  de 
représenter  par  une  lettre  unique  telle  que  a,  6,  x,  ...)  est  une 

somme    de  la  forme  a  -h  ^i  ou  a  -4-  /3  y —  i ,  a  et  j3  étant  des 
nombres  relatifs.  Tout  nombre  complexe  a,  en  d'autres  termes, 
est  défmi  par  deux   nombres  relatifs  a,  j3,  dont  l'un  est  appelé 
partie  réelle  (du  nombre  a)  et  l'autre  coefficient  de  i.  Un  nombre 
imaginaire  ou  complexe  qui  a  un  coefficient  de  i  égal  à  o  est  un 
nombre  relatif  ordinaire  :  on  dira  (pour  le  distinguer  des  autres 
nombres  complexes)  que  le  nombre  est  réel  {comparer  n''  128). 
Le  nombre  z^ro,  lui  aussi,  peut  être  regardé  comme  un  nombre 
<;ompIexe  dont  la  partie  réelle  et  le  coeflicientde  i  sont  tous  deux 
nuls.  —  D'après  ces  défmitions,  un  nombre  complexe  ne  peut  être 
nul  que  si  sa  partie  réelle  et  son  coefficient  de  /sont  nuls.  Pour  que 
deux  nombres  complexes  coïncident  il  faut  et  suffit  que  leurs  par- 
ties réelles  d'une  et  part  leurs  coefficients  de  i  d'autre  part,  soient 
égaux  chacun  à  chacun  :  les  deux  nombres  sont  alors  dits  égaux. 

746.  —  Les  règles  qui  régissent  les  opérations  effectuées  sur 
les  nombres  complexes  se  déduisent  des  conventions  que  nous 
avons  faites  tout  à  l'heure.  Ainsi  la  somme  des  nombres  a  -+-  /5î 
et  y  -h  &i  est  le  nombre  (a  -+-  y)  4-  {[i  -\-  &)i  ;  le  produit  de  ces 
nombres  est  ay  ■+-  |3c?/*  -h  a&i  -+-  /Sy/,  ce  qui  s'écrit  :  (ay  —  ^) 
■+•  {a&  -h  /5y)/,  etc.  Toutes  ces  règles  coïncident  avec  les  règles 
ordinaires  de  l'algèbre  dans  le  cas  particulier  où  les  nombres 
complexes  sont  réels.  Les  résultats  des  calculs  sont  toujours  des 
«lombres  complexes  de  la  forme  a  +  jS/. 

747.  —  Exceptionnellement  —  et  c'est  en  ce  cas  surtout  qu'elles 
nous  intéresseront  —  les  opérations  effectuées  sur  des  nombres  com- 
plexes pourront  donner  comme  résultats  des  nombres  réels.  Cette 
^circonstance  se  présentera  en  particulier  lorsque  l'on  aura  affaire 
è  des  quantités  imaginaires  «  conjuguées  »(')  entrant  symétrique- 
jncnt  dans  les  calculs, 

(')  Cette  dénomination  est  introduite  parCAucn  y  dans  son  Cowsd'Ana* 
lyse  algibrique,  Paris,  i82t,  I'^'  Part.,  chap.  vu,  p.  i8o. 

Bourmouz.  —  Les  Priacipesde  IWnalyse  mftihématiqne.  H  lo 
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On  appellera  imaginaires  conjagaées  deux  nombres  imagi- 
naires qaî  ont  même  partie  réelle  et  des  coefficients  de  /égaux et  de 
signes  contraires  ;  tels  les  nombres  a  4-  /3/  et  a  —  /Sx  (où  a  et  (i 
désignent  des  nombres  réels  quelconques). 

I.a  somme  et  le  produit  de  denax  imaginaires  conjugnées  sont 
des  nombres  réels.  On  vérifie  très  aisément,  en  effet,  que 
^  H.  |5,H-  a  —  /3e  =  sa  et  que  {a  ^  /3r)  (a  —  /3i}  =  a*  4-  /3*. 

Considérons  plus  généralement  le»  expressions  a*  4-  a'\ 
^  _^  a'\  d»  -h  aa'  -+-  rf*,  etc..  qui  «ont  symétriques  par  rapport 
aux  deux  lettres  ou  nombres  a  et  a'  [j'entends  par  là  que  ces  expres- 
sion» ne  changent  pas  »i  l'on  permute  entre  elle»  les  lettres  a  et  dr 
c*e»tr-à-dire  que  l'on  remplace  «  par  rf  et  a!  par  a].  On  constatera, 
facilement  que,  si  a  et  rf  sont  deux  imaginaires  conjuguées 
ces  diverses  cxpreseions  ont  toutes  des  valeurs  réelles  (*). 

74g, Le»  conventions  des  n**  744-46  sont  évidemment  Icgî- 

lime»,  mais  d'apparence  un  peu  paradoxale  ;  aussi  n'ont-elles  pas  été 
acceptée»  du  premier  coup.  Envisagées  dès  les  xv^  et  xvi*  siècles  par 
Paciuolo,  parChuquet.  par  Cardan, —  qui  les  définissaient  pour  les 
^CÊiXïer,  —  întroduîfe»  systématiquement  dans  la  théorie  des  équa- 
tions parAlbertGirard(0  — qai  allait,  il  est  vrai,un  peu  plus  vite  en 
besogne  ctqui  énonçait  hardiment  des  théorèmes  généraux  dont  il 
n'était  pas  en  état  de  donner  une  interprétation  précise, —  les  expres- 
lions  algébriques  imaginaires  ne  «ont  entrée»  dans  la  théorie  et  dan* 
la  pratique  du  calcul  qu'an  cours  du  xvin*  siècle.  Les  règles  aux- 
quelles  elle»  obéissent  ont  été  formulées  par  Euler,  dans  sa  câêbre 
Introdaction  à  f  analyse  m^fij/^a/mafe  (*).  puis  par  D'AIembert(*) 

et  par  Cauchy  ('). 

Mais,  dira-t-on,  lorsque  les  expressions  de  l'algèbre  ne  sont  pas 

(')  Ainw.  par  exemple  :  (»  +  ?*/*  +  («  —  ?h^  «  a  b»  —  ?*)  ; 
(«  4-  bif  +  («  —  ?»T  =  2  (a»  —  3a?«),  etc. 

(•)  Noot  aron»  déjà  rite  au  fi«  35iî  h  théorème  fondamental  énoneè 
^^JLm  Vouvrago  de  Giiii^«i>  qui  a  p<mp  titre  :  Irwmtwn  nout^Oèe  en  VAl- 
gebre,  par  Albert  Girard^  mathé  t  alic'en,  tant  pour  li  soluiion  des  egiK- 
tiom* que  pour  recognoiêtre  [le  nombre  des  solutions  qu'elles  reçoivent  ai^c 
plusieurs  choses  qui  sont  nécessaires  pour  la  perfection  de  cefie  dbnne science,, 
Amsterdam,  1629.  (Bibl.  Nat.  V.  6920). 

(»)  Vide  mpra,  U  h  p.  37a,  note  t. 

(»)  Vide  infru  »•  7^^. 

(»)  Anilyse  algébrique,  !'«  Part.  Chap.  vu. 
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des  nombres  véritables  que  sont-elles  donc?  Ce  sont,  dit  Cardan  (*), 
des  quantités  sophistiques  (l'ère  5opA/5//ca)  ;  ce  sont»  dit  Leibniz  ('), 
des  quantités  impossibles  (')  ou  imaginaires  (*),  sortes  d'amphi- 
bies, intermédiaires  entre  Têlre  et  le  non-être.  Mais  peu  doit  im- 
porter à  l'algébriste  :  son  rôle  est  d'assembler  et  de  construire, 
non  de  copier  la  nature  ;  il  sera  temps  pour  lui,  lorsqu'il  aura 
à  traiter  un  problème  réel,  de  rejeter  ceux  de  ses  calculs  qui  ne 
sont  susceptibles  d'aucune  interprétation. 

La  défmiûon  des  nombres  complexes  ne  fait,  en  somme,  que 
couronner  ce  hardi  travail  de  généralisation  et  de  synthèse  qui, 
depuis  tes  Pythagoriciens,  a  si  profondément  transformé  le  monde 
idéal  des  nombres.  Des  nombres  entiers  nous  sommes  passés  aux 
nombres  rationnels,des  nombres  rationnels  aux  nombres  irration- 
nels, des  nombres  irrationnels  aux  nombres  relatifs,  des  nombres 
relatifs  aux  nombres  complexes. 

Il  est  vrai  que,  lorsque  nous  avons  déQni  les  nombres  irration- 
nels et  les  nombtes  négatifs,  nous  avons  pu  nous  appuyer  sur  des 
considérations  géométriques  concrètes,  grâce  auxquelles  nous 
étions  assurés  de  ne  pas  construire  dans  le  vide.  Mais  le  secours  de 
la  géométrie  n'était  pas  logiquement  indispensable,  et,  d'ailleurs, 
maintenant  encore,  ce  secours  ne  nous  fera  pas  défaut  si  nous 
croyons  utile  de  l'invoquer. 


M' 
M 


749.   Figuration  géométrique  des  nombres  complexes.  — 

Considérons  (^j  un  plan  dans  lequel  nous  traçons    y 

deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  OX, 

OY.  La  position  dun  point  quelconque  M,  du 

plan,  est  définie  par   ses  coordonnées  carté- 

riennes  OP,  PM  (fig,  279).  Donnons-nous  alors 

un  nombre  complexe  quelconque  a  4-  ^i;  nous  '^'  "^^* 

(')  Praciica  Ar:thmetiea,  Œuv.,  t.  IV,  Leyde  i663,  p.  167. 

(«)  Miiihêm.  Werke,  éd.  Gerhaidt,  t.  V.  p.  367. 

(')  On  so  rappelle  que  les  nombres  négatifs  ont  été  longtemps  désignes 
par  des  qualificatifs  analojfues  ijaux^  absurdes^  impossibles). 

{*)  Le  mot  imaginaire  a  élo  employé  par  Descartes  ;  Géométrie,  livr.iii 
[Œuvres,  t.  VI,  p.  453). 

(')  Celle  figuration  fut  proposée  pour  la  première  fois  par  Aruand 
(né  à  Gex  èvo  on  1768)  dans  un  ouvrage  publié  sans  nom  d'auteur  :  Essai 
êur  une  manière  ('e  représenter  les  quantités  imaginaires  dans  les  cons- 
tructions g/éométriques.  Paria  1806. 
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pouvons  faire  correspondre  à  ce  nombre  le  point  M  de  coordonnées 
a  et  5,  et  réciproquement.  [La  correspondance  est  univoque  et 
réciproque,  ce  qui  veut  dire  qu'à  tout  nombre  complexe  corres- 
pond un  et  un  seul  point  M  et  réciproquement]. 

Ainsi,  de  même  que  la  classe  des  nombres  relatifs  est  représentée 
par  r ensemble  des  points  d'un  axe  orienté,  de  même  la  classe  des 
nombres,  complexe  sera  représentée  par  l'ensemble  des  points  d'un 
plan  (*). 

750.  Remarques,  —  Il  résulte  des  conventions  qui  pré- 
cèdent que  deux  imaginaires  conjuguées  sont  représentées  par  des 
points  qui  sont  symétriques  par  rapport  à  l'axe  des  x. 

Deux  imaginaires  égales  et  de  signes  contraires  [c'est-à-dire 
ayant  des  parties  réelles  et  des  coefTicients  de  /  deux  à  deux  égaux 
et  de  signes  contraires]  sont  représentées  par  des  points  qui  sont 
symétriques  par  rapport  à  l'origine. 

Observons,  d'autre  part,  qu'au  lieu  du  point  M,  nous  pouvons 
considérer  le  secteur  OM  (défini  en  grandeur  et  sens  ainsi  qu'il  a 
été  dit  au  n"  700)  comme  étant  l'élément  géométrique  correspon- 
dant au  nombre  imaginaire  a  +  ^i.  A  tout  nombre  a  -4-  |5£  cor- 
respond un  tel  vecteur  d'origine  0  et  réciproquement.  La  longueur 
du  vecteur  OM  est  appelée  module  du  nombre  imaginaire  :  si 
celui-ci  est  désigné  par  une  lettre  unique  a,  son  module  sera  repré- 
senté d'ordinaire  par  le  symbole  [^)  |  a  |. 

751.  —  La  représentation  géométrique  des  nombres  complexes 
donnera  lieu  à  une  interprétation  remarquable  des  opérations  effec- 
tuées sur  ces  nombres. 

Soit  d'abord  à  additionner  deux  nombres  complexes  a  =  a  -4-  ^1, 
a'  =  a'  4-  l?/,  ...  auxquels  correspondent  les  points  M  et  M'  ;  la 
somme  est  figurée  par  le  point  M' de  coordonnées  a  -h  a',  ^  -f-  jS'. 
Or,  les  nombres  a,  a',  a  -f-  a'  sont  les  projections  sur  Taxe  OX 

(')  Ne  pourrait-on  pas  défiair,  plus  généralement  une  classe  de  nom- 
bres fictifs  qui  correspondent  à  tous  les  points  de  l'espace  à  trois  dimen- 
sions? La  chose  est  possible;  mais  si  l'on  veut  étendre  aux  nouveaux 
nombres  toutes  les  règles  du  calcul  algébrique  (y  compris  en  particulier 
la  règle  de  commutativité  relative  à  la  multiplication)  on  se  trouve  acculé 
à  des  contradictions. 

(^)  Lorsque  le  nombre  a  est  réel,  son  module  est  sa  valeur  absolue. 
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des  trois  vecteuriOM,  OM',  OM"  (702);  les  nombres  l'a,  |5'.  j3  4  /5' 
sont  les  projections  des  mêmes  vecteurs  sur  OY.  Nous  pouvons, 
dès  lors,  énoncer  la  proposition  suivante  :  le  vecteur  représentatif 
de  la  somme  de  deux  imaginaires  est  la  somme  géométrique  (703) 
des  vecteurs  représentatifs  de  ces  nombres  (*). 

La  diflerence  de  deux  nombres  imaginaires  a,  a'  sera  repré- 
sentée par  la  somme  géométrique  des  vecteurs  représenlatifs  des 
nombres  a  et  —  a'. 

Soit  mai n tenant  à  mM/^//)//Vr  l'un  par  Tautre  deux  nombres  com- 
plexes. Pour  interpréter  cette  opération,  il  sera  commode  de  défi- 
nir la  position  du  point  M  par  ses  coordonnées  polaires  :  lon- 
gueur r  du  rayon  vecteur  OM,  et  angle  affecté  de  signe,  Ô,  de  OX 
avec  OM  (fig.  279). 

Nous  dirons  que  ces  coordonnées  sont  respectivement  le  module 
et  ïargufiient  du  nombre  complexe  a  -f-  ^i,  et  nous  écrirons 

a  =  at  4-  pi  =  r  CD»  0  H-  (r  sin  6)  i  ==  r  (ces  0  -h  i  sin  6). 

L'argument  n'est  déterminé  qu'à  un  multiple  de  21:  près  (597)  ; 
en  d'autres  termes,  tout  nombre  complexe  a  une  infinité  d'argu- 
ments. Quand  nous  disons  argument  au  singulier,  nous  envisa- 
geons celui  qui  est  compris  entre  o  et  27r.  —  La  valeur  du  mo- 
dule r  est  égale  (no  600)  à  y/a*  -+-  /5' .  —  Deux  nombres  com- 
plexes qui  ont  même  module  et  même  argument  {ou  des  arguments 
différant  par  un  multiple  de  27r)  sont  représentés  par  le  même 
point,  et,  par  conséquent,  égaux. 

Appelons  donc  r  et  ô  le  module  et  l'argument  du  nombre  a  et, 
de  même  r'  et  6'  le  module  et  l'argument  du  nombre  a'  ;  nous 
aurons  .  a'  =  a'  h-  |3'i  =  r'  (cos  0  -\-i  sin|6).  D'où  nous  concluons: 

aa!  =  rr'  [co»  0  cos  0'  —  sin  6  sin  6'  -+-  (cos  0  sin  6'  4-  cos  j8'  sin  6)iJ 

ou 

(1)  aa'  =  rr^  [cos  (0  4-  0')  4  i  sin  (0  +  6') |. 

Ainsi  le  produit  des  nombres  a  et  a'  est  le  nombre  complexe  qui  a 
pour  module  le  produit  de  leurs  modules  et  pour  argument  la  somme 
de  leurs  arguments. 

(*)  On  étendra  sans  peine  cette  règle  à  la  somme  de  3,  4»  —  ou,  en 
général»  n  nombres  ;  ef.  infra^  n®  ySô. 
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Cette  remarque  s*étend  immédiatement  au  produit  d'un  nombre 
quelconque  de  nombres  complexes.  On  en  déduit,  d'autre  part, 
que 

(2)  J  =  p  [008(6  -  eo  -h  i«Q  (e  -  6')]  : 

le  quotient  de  a  par  a'  est  le  nombre  complexe  qui  a  pour  moduk 
le  quotient  des  modales  et  pour  argument  la  différence  des  01*911- 
mente  de  a  et  cl. 

Soit  maintenant  m  un  nombre  réel  entier  positif  quelconque. 
Nous  aurons»  d'après  la  règ^e  de  la  multiplicalion  (')  : 

(3)  û"»  =  r"»  .  (ces  mO  h-  î  sin  mO). 

752.   Racines  q^n^M  d'un  nombre  complexe.  —  ^^  dis  que 

le  nombre  imaginaire 

(4)  6  =  r9  /  co»  — h  i  sin  -  )     {q  entier  positif) 

est  une  racine  d'ordre  q  du  nombre  a.  En  effet,  si  nous  élevons  ce 
nombre  à  la  puissance  q,   nous  obtenons  [en  appliquant  la  for- 

-  6 

mule  (3),  où  nous   remplacerons  r  par  r  ',  5  par  -•  m  par  q]   le 

nombre  r  (coa  0  -h  i  sin  6),  c'est-i-dire  a.  Ainsi  le  nombre  qui  a 
pour  module  la  racine  q^^  (positive)  du  module  de  a  et  pour  argu- 
ment la  q^^  partie  de  t argument  de  a  est  une  racine  q^'^  de  a. 

II  résulte  de  là  que  la  racine  q**"®  du  nombre  a  n*est  pas  unique. 
En  effet,  nous  avons  v;i  qu'un  nombre  imaginaire  a  a  une  infinité 
d'arguments  différant  par  des  multiples  de  27r.  Ces  arguments 
ont  des  q^"«  parties  difl*érentes,  auxquelles  correspondent  des 
nombres  b  différents,  jouissant  tous  de  cette  même  propriété 
que  fc'  =  a. 

Considérons,  plus  précisément,  les  divers  arguments  du  nom- 
bre a,   savoir  ô,  6-4-  stt,  ô  -h  ixr,  ...    et    & —  a«,  Ô  —  4?r,  ... 

(*)  Cette  égalité  sîgniGe,  en  d'aulres  termes,  que 

(co«  6  -|-  *  •'•*  ^)"'  =  co»  '"^  4"  '  •*"  ''*^- 

C'est  In  formule  de  Moivre  [MisceUenea  analyilca  de  seriehus  et  quadrof 
turis,  Lonlres,  1730,  p    1  (Bibl,  Nat.,  V,  ^yiS)} 
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6  désigoant  h  plus  petit  Argument*  qui  e»t  compris  entre  o  et  :»7p. 
^ux  terme»  de  l'énoncé  donné  ci-da»Mis,  le»  nombre 
I  I 

sont  tous  des  racines  d'ordre  ij^  [du  nombre  a^ 

71^3,  —  Parmi  ces  racines  combien  sont  distinctes  ? 
Supposons  par  exemple  que  jr  sï:  2  :  le»  nombre»  imaginaires 

6,  =  ràfcos-  +  isin  -)  et  6,^r»(ços^-  -^-ir^  -hiHû(-  ^"0) 
sont,  d'après  ce  qui  précède,  deux  racines  carrées  de  a  ;  je  dis  que 

toiitaiitMMn^Md'expveMkm    K,  (ees  ^  "^^^  h-  /  wn  ^  •""*7^)» 

où  &  a  une  valeur  enUère  positive  ou  négative,  eoxncide  soit  avi^e 
6j,  soit  avec  6,  ;  en  effet,  si  k  est  pair,  posons  &  =  7k'  nous  avons 

cos  — ^—  «s  çQs  (  -  -h  aJrit  )  ??=  ços  -  et  de  mime  wn    ^  ^       -=s: 

$10  -  ;  donc  le  nom1}re  considéré  est  égal  &  ^i  ;  si  /r  est  impair, 
posons  k^  %k  -^  i  ijk!  entier)  ;  m>m  a^Me 


co»  — - —  =  .C08 1  -  -4-  ît  ^  aZ/jt  1  ^=;pes  (     -i-  %y 
-  afcn         .     /O  \ 


et  sin 


doue  «olre  iKMnbre  est  é|;al  &  &>. 

Faisons  maintenant  y  «=  3  ;  les  nom1)re8 

(0)     6i=Kr    ïcos^Hhisin^j,  6j=çr    fcos-^ hism — ^ — 1 

*.-=^  (cas— ^-4-iiw^^j 

sont,  d'apjsès  ce  gw  préoède,   treis  raciBe»  d'oidre  i  (m<àm^ 
cubiques)  de  a  ;  je  dis  que  iovU  autre  nombre  d'^xpre^ign 


I 


3  /       0-4-  a/rtc        .   .     0  -h  2^\ 
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coïncide  avec  6,,  ou  fc^,  63.  En  effet  on  vérifie  sans  peine  que  l'ex- 
pression considérée,  qui  •oïncide  avec  fci  si  A  =  0,  avec  fc,  si  A  =  i  r 
avec  63  si  /:  =  2,  est  encore  égale  à  fc,  si  fc  =  3,  à  fca  si  ^'  =  4, 
à  fcj  si  A  =  5,  et  ainsi  de  suite.  Pareillement,  noire  nombre  coïn- 
cide avec  fca  pour  k=  —  i,  avec  b^  pour  k  =  —  2,  avec  fc,  pour 
A:  =  —  3,  avec  6,  pour  k  =  —  4,  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  un  nombre  imaginaire  quelconque  a  trois  racines  cubiques 
distinctes.  On  démontrera  de  même  qu'un  nombre  quelconque  (*)  a 
q  racines  d'ordre  q  distinctes.  Il  résulte  de  leur  expression  que, 
quel  que  soit  9,  ces  racines  ont  toujours  le  même  module  et  ne 
diffèrent  que  parleurs  arguments. 

754.  Racines  de  Punité.  —  L'expression  de  la  racine  carrée 
du  nombre  a  que  nous  avons  appelée  fc»  peut  s'écrire  [d'après  les 
■  I 

-    /  A  û  \ 

formules  du   n°  38iJ  —  r"  (cos  -  -f-i  sin  -]  ;  donc  6j  =  —  ij. 

Ainsi  les  deux  racines  carrées  d'un  nombre  quelconque  sont  des 
nombres  égaux  et  de  signes  contraires.  On  peut  exprimer  le  même 
fait  en  disant  que  ces  racines  sont  égales  k  un  même  nombre  />,, 
respectivement  multiplié  par  les  deux  racines  carrées  de  Vunité 
(racines  carrées  du  nombre  i),  qui  sont  les  nombres  i  et  —  i. 

Je  dis  que  les  trois  racines  cubiques  c,,  Ci.  Cz  de  a  sont  pareille- 
ment les  produits  d'un  même  nombre  par  les  trois  racines  cubiques 
de  r unité. 

On  a  ces  dernières  racines  en  faisant  r=  i,  6  =  o  dons  les 
formules  (5)  [car  le  nombre  i  a  pour  module  i,  pour  arguments 
o,  271,  etc.]  ;  on  trouve  ainsi  les  trois  nombres  : 

2ir        .    .     ait  .  4*!^         .    .     Ai: 

1 ,     CD  =  cos  -^  -h  i  sm  -^,     w'  =  ces  -^  H-  i  sm  -y . 

En  multipliant  ces  nombres  par  Ci,  suivant  la  règle  de  multipli- 
cation donnée  au  n"  751,  on  obtient  bien  comme  produits 
les  nombres  Ci,  cs,  Ca,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

On  établira  de  même  que  les  q  racines  d'ordre  q  du  nombre 
{quelconque)  a  sont  les  produits  d'un  même  nombre  par  les  q  ra- 
cines d'ordre  q  de  t unité. 

(<)  Réel  ou  iinagînaire. 
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Les  racines  de  Tunité  jouissent  de  diverses  propriétés  remar- 
quables. 

Considérons,  par  exemple,  les  trois  racines  cubiques  i,  o),  (»>',  Je 
remarque  d'abord  que  les  points  représentatifs 
de  ces  nombres  sont  situés  sur  le  cercle  de 
rayon  i  ayant  o  pour  centre,  et  sont  les  som- 
mets d'un  triangle  équilatéral.  En  effet  le  nom- 
bre I  est  figuré  par  le  point  d'abscisse  i  sur 
Taxe    Ox,   les   nombres  co,  w,  de    module  i,  „.      „ 

Fig.  280 

ont  des  arguments    respectivement   égaux    au 

^  et  aux  ^  de  la  circonférence  ;  les  cordes  joi^ant  ces  trois  poinl» 

sont  égales  comme  sous-tendant  des  arcs  égaux  dans  le  cercle  de 
rayon  i. 

Observons,  d'autre  part,  que,  —  d'après  la  formule  (3)  relative 
aux  puissances  entières  des  imaginaires  —  le  nombre  oi  est  le 
carré  de  w.  De  même  w  est  le  carré  de  w'. 

Une  aulre  propriété  est  la  suivante  ;  la  somme  i  -h  o  -h  w'  est 
égale  à  zéro,  Pour  le  vérifier,  nous  pouvons  remarquer  (en  rempla- 
çant w'  par  sa  valeur  w')  que  l'on  a  (301),  l'identité  suivante  [va- 
lable quel  que  soit  'u]  ; 

1  —  («)'==(i  —  a>)(i   -f-to-f-  o)')  ; 

mais  'i)*  =  I  puisque  <»>  est  racine  cubique  de  i  ;  donc  le  premier 
membre  est  nul  et  un  facteur  du  second  membre  doit  être  nul 
aussi  ;  ce  facteur  nul  est  nécessairement  le  second  puisque  f,)çzt  i. 
On  obtiendra  facilement  les  propriétés  correspondantes  des  ra- 
cines d'ordre  q  (quelconque)  de  l'unité.  En  particulier  les  points 
représentatifs  de  ces  racines  sont  les  sommets  d'un  polygone  ré- 
gulier de  q  côtés  inscrit  dans  le  cercle  de  centre  o  et  de  rayon  i . 

755.  Remarque.  —  Si  nous  élevons  à  la  puissance  entière  po- 
sitive p  les  deux  membres  de  l'égalité  (^),  qui  définit  la  racine 
g*^  de  a,  nous  obtenons 

p         p 


6'  =  a'=  r^  (ces''  0  -+-  1  sin  -), 
\        q  qJ 

ca  qui  n'est  autre  chose  que  la  formule  (3)  du  n*  751,  où   Ton 
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donne  à  m  la  valeur^  •  Ainsi  nous  constatons  qne  la  formule  (3) 

-ed  valable  pour  UmU  ifaieur  raimmtUe  paûlwe  de  m. 

Soit,  d'antre  part,  m  =  —  m'  {m' MUannelpottli/}  -  i  «(^V^ 
la  définition  des  pmswBces  négatives^  fl*  ia7)  ; 

Or,  ceUe  fraction  eat  égale  (^  i  cos  W^  ~  t  m  ivlQ  ;  <l'alli«o« 
<;os  m'Ô  ==  cos  (—  m  $)  «=  cos  mS,  tSn  «'^  -=  —  «in  (mô)  t  j'«i 
<lédttis  (ea  rtmpbçaat  —  /n'  par  m)  que  ïijfalUé  (3)  ^e^  ^nc^^r^e  iia- 
^ofcfe  /)our  toute  valeur  m  rationnelle  négative. 

Bien  entendu,  si  m  n'est  pas  un  entier,  mais  une  fraction  i=    #  Jâ 

même  foonulc  (3)  définira  plusieurs  waletm  dîl!ëren*e«  de  a  sui- 
vant que  Von  prendra  pour  râleur  de  9  T  un  ou  Tautrc  des  arja- 
«lents  du  nombre  a. 

756.  Remarques  sur  les  modtiles  d'un  prednit  et  dHtae 
«omme.  —  Les  rigles  de  Tadditien  et  de  la  in«dtiplieation  eo- 
Irainent  les  conséquences  suivantes  : 

1°  Le  module  <tun  pr^mi  de  nombres  est  é^  au  produit  des 
modales  de  ces  nombres. 

Ainsi,  par  exemple  (*)  ]  a&c  ^  =  ]  a  ]  .  ]  6  ]  .  ^  c  J. 

2°  Le  modale  d'une  sonune  de  nombres  est  au  ptus  égal  S  h 
somme  des  modules  de  ces  nombres. 

En  effet,  il  résulte  de  la  r^gle  du  n**  761  que  la  somme  de  n 
nombres  est  représentée  par  la  somme  géométrique  des  vecteurs 
représentant  ces  nombres,  c*i5st-i-dîre  par  la  résultante  du  con- 
tour polygonal  formé  de  ces  vecteurs  placés  bout  à  bout  comme 

.(*]  TrassIoisMiifl  la  fraetîoa  «a  xBHltip^ant  ws  deux  tecmes  par 

coa  m"6  —  i  sîn  m'6  ; 

elle  devient 

cos  m'6  —  i  «in  m'6 
ooi*  «'6  +  «iîi8~in'6 

OÙ  le  dénomiDateur  est  égal  à  i. 
{*)  Sur  ceMe  ootatWB,  -voir  a*  v^cu 
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il  A  été  dit  ao  n"*  793.  Noire  proposition  ne  Csût  donc  qu'exprimer 
le  fait  géométrique  suivant  :  Dans  un  polygone  (tel  que  œiui  de  Je 
figure  370  au  n*  703),  un  côté  (')  v  est  plus  petit  que  la  somme 
des  autres  côtés.  Dans  le  cas  particulier  oii  tous  les  vecteurs  ont 
môme  direction,  le  contour  polygonal  se  réduit  à  un  segment  de 
-droite  et  sa  longueur  est  égale  i.  celle  de  sa  résultante. 

757.  SKponeatieUe.  —  Désigniot  par  e  le  uofOàbre  défini  eu 
■D^  4a0etpar  a  +  ^'unnombiecoii^lejiequelcoiMiue,  voyons  quel 
seesnevs  pourrons  «tlritmer  «aeymbole  e^  "^  ^'.  Galcnlani  sor  00 
symbole  comme  sur  nne  exponentielle  à  exposant  réel,  je  reger- 
derai  e*  "^  ^*  comme  égal,  par  définition,  au  produit  e*  e^'.  Il 
ne  me  reste  idocs  qu'à  donner  une  àéSaùûaa  de  la  puis- 
sance f^' pour  nne  valeur  réelle  qnelconqne  ée  ^.  Celle  définition 
peut  être  donnée  entièrement  a  prityri  puisque  jnsqn'ici  le  sym- 
bole e^  n'a  aucun  sens  pour  nous.  Je  vais  la  donner  telle  que  Yex- 
pression  e^  jomsse  des  propriétés  fondamentales  ^i  caraelêrîsent 
texponeniietîe  rêeUe. 

Convenons  (*)  de  prendre  pour  valeur  de  e  '^  le  nombre  imagi- 
naire de  module  i  et  d'argument  ^  ;  posons  en  d'autres  termes 

(S)  e^'=coip  4-*«in^- 

Je  dis  que  quels  que  soient  les  nombres  réels  |S  et  '/,  nous   au- 
rons Téga^té 

•  et  que  quel  que  soit  le  nombre  relatif  rationnel  m  ; 

En  effet,  d'après  la  règle  de  nmllîpricatîon  du  n"  761,  appliquée 
aux  expressions  (6)  : 

•«^e^'  =  {cos?-l-i5ia?)(«oiY-hismy)=cos(^-hy)H-i5in(fi-hY); 


(')  Nous  avons  vu  qve  le  molule  d'un  aoMbce  «it  la  longueur  dm  vec- 
teur qui  le  représente. 

(')  Nous  verroitf»,  d«ins  le  prochuîii  chapitre,  en  étudiant  les  dévelop- 
{MBeots  en  mm,  mnt  mitio  jvilîfiealio'B  de  cette  défioitmi,  qui  sMn- 
i  4|tt'eUe  n'est  aullcmcAt  ausii  arii&ciclie  qu'on  pourrait  le  crmrA, 
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et  d'après  la  formule  (3),  valable  (765)  pour  toute  valeur  ralion^ 
nelle  positive  ou  négative  de  m  : 

(l)  («*'*)"'  =    [^Oi  P  H-  i  sin  p)""  =  cos  mp  -^  i  sin  m^. 

Ainsi  les  exponentielles  e^\  ^^' définies  comme  il  vient  d'être  dit 
jouiront  des  propriétés  fondamentales  énoncées  au  n**  137.  Il  en  ré- 
sulte que  si,  parlant  de  la  définition  de  e"'  donnée  par  régalilé  (6) 
on  applique  à  cette  exponentielle,  ou  h  d'autres  de  même  forme, 
les  règles  des  opérations  algébriques  relatives  aux  expressions- 
exponentielles  réelles,  on  n'est  conduit  h  aucune  contradiction. 

758.  Cas  d'un  exposant  irrationnel.  —  Les  conventions  qui  pré- 
cèdent ne  nous  permettent  d'établir  la  formule  (7)  que  dans  le  cas  où 
m  est  un  nombre  ralionel  (positif  ou  négatif).  Lorsque  m  est  irration- 
nel (réel),  nous  conviendrons  de  prendre  l'égalité  (7)  comme  la  défi- 
nition même  de  la  puissance  m*""*  de  l'exponentielle  e'^*  [en  d'autres 
termes,  nous  déciderons,  a  priori,  d'attribuer  au  symbole  (e^)"*  la 
valeur  cos  m^S  -h  /  sin  ^],  Cette  définition  est  légitimée  par  le  fait 
suivant  :  On  démontre  que  si  n  est  une  valeur  rationnelle  arbitrai- 
rement approchée  du  nombre  irrationnel  m,  la  différence 
(cos  n^  -f-  i  sin  n^)  —  (cos  m|5  -+-  i  sin  m^)  est  arbitrairement 
petite  ;  or,  d'après  ce  qui  précède,  on  a  (e^Y  =cos  np  -h  i  sin  n^. 
Si  donc  nous  donnons  à  n  une  suite  de  valeurs  /ii,  ai,,  ...  ayant  pour 
'imite  m  et  que  nous  considérions  [epî)'^  comme  la  limite  des 
expressions  (^^*)"*,  (e^Y^,  ...,  cette  limite  aura  bien  pour  valeur 
(cos  m^5-t-  /  sin  m^),  [Comparer  supra,  Prem,  liv,,  chap.  II,  S  8\ 
Par  conséquent,  si  l'égalité  (7)  a  lieu  pour  m  rationnel  quel- 
conque, elle  doit  encore  avoir  lieu  pour  m  irrationnel. 

Plus  généralement,  les  conventions  que  nous  avons  faites  nous- 
conduiront  à  admettre  que,  quels  que  soient  lesnombres  imaginaires 
a  -4-  [ii  et  y  -h  J/,  l'expression  {e^  "^  ^y  "^  ^*  aura  pour  valeur 
(«  +  ?h  (r  +  «0^  c'est-à-dire  *^*^  -  ?'->  +  «  ('«  +  P^T). 

759   Nouvelle  expression  des  nombres  complexes.  —  La 

formule  (6)  permet  de  mettre  sous  une  forros  nouvelle  un  nombre- 
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-complexe,  a,  quelconque,  dont  on  appelle  le  module  r  et  Targu- 
fiient  5.  Nous  avons  :  on  effet  (751)  a=  r  (cos  Ô  -h  i  sin  0)  ; 
-d*où  nous  concluons  diaprés  (6),  que  (') 


,»0 


,(8)  a  =  re' 


760.  Périodicité  de  la  fonction  exponentielle.  —  Soit 
a  =  «  H-  ^i  un  nombre  complexe.  Je  disque  la  fonction  exponen- 
tielle ^  =  ^»  +  P«  K  admet  la  période  (*)  »  am  ;  j'entends  par  là 
que  l'on  a,  quel  que  soit  a  : 

«•  +  '»'  =  e^  et  en  général,  c«  +  ^^''^  =  c«  . 

i  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif  quelconque. 
En  effet,  nous  avons  : 

761.   Logarithme    népérien    d'un    nombre    complexe.    — 

Ecrivons  le  nombre  complexe  a  sous  la  forme  (8)  :  nous  en  dé- 
duisons :  a  =  e  °^  '"  "^  ;  le  logarithme  de  a  sera  donc,  par  dé- 
finition, le  nombre  log  r  h-  lô,  qui  a  pour  partie  réelle  le  loga- 
rithme du  module  de  a  et  pour  coefficient  de  i  l'argument  de  a. 

Remarque.  —  Puisque  le  nombre  a  a  une  infinité  d'arguments 
(751),  il  aura  donc  une  infinité  de  logarithmes  différant  par  des 
multiples  de  2^.  Et  Ton  voit,  cneffet,  quel  que  soit  l'entier  i  positif 
ou  négatif,  nous  avons  a  =  e^'^  -  +  '^  =  e^^K  ^  +  '"  (^"^  '  ^^\ 

Nous  représenterons  donc  l'ensemble  des  logarithmes  de  a  par 
la  formule  générale  (')  : 

(9)  log  a  =  log  r  +  î  (6  -+-  2  laz)  k  entier. 

(*)  Cette  formule  et  les  applications  trîgonométriquet  auxquelles  elle 
donne  lieu  (voir  ci-dessous  nP  765)  font  l'objet  de  l'un  des  chapitres  les 
plus  remarquables  du  traita  d'EuLER  cité  au  n<>  478  (chap.  tiii). 

On  observera  que  quel  que  soit  le  nombre  réel  6,  le  module  du  nombre 

«  t c'est-à-dire  du  nombre  cos  0  -j-  î  sin  0,  étant  la  racine  carrée  de  cos*  6 
+  sin*  0,  est  égal  à  i. 

(')  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  la  définition  générale  des  «  périodes  •• 
Les  fonctions  trigonométriques  sont  «  périodiques  >,  et  admettent  la 
période  21e  en  vertu  des  formules  (4)  du  n*  i5g. 

(^)  Dans  l'algèbre  ou  l'arithmétique  réelle*  il  n'y  a,  nous  l'avons  vu. 
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762.  Puissance  quelconque  d*utt  nombre  complexe.  —  Des 

formules  qui  précèdent  nous  déduisons  immédiatement  ce  qu'il 
faut  entendre  par  puissance  h^  {<f  exposant  h)  d^un  nambre  a, 
quels  que  soient  les  nombres  a  et  b.  En  eflct  nous  venons  de  voir 
que  tout  nombre  a  peut  être  mis  sous  la  forme  exponentielle, 
puisque  a  =  e  *°<^  ''"*"*  ^^  "^  ^  '^  "  .  Or,  nous  savons  élever  une  ex- 
ponentielle Je  base  e  à  une  puissance  (réelle  ou  complexe)  quel- 
conque (758). 

Du  fait  que  le  nombre  a  a  une  infinité  de  logarithmes,  on  con- 
clura que  ce  nombre  a  aussi  une  infinité  de  puissances  b'^'^*  diffé- 
rentes. Celte  règle  comporte  néanmoins  une  exception,  puisqu'il 

résulte  du  n^  752  que  si  m  est  rationnel  (égal  à  =t  -  ),  le  nombre  a 
a  seulement  q  puissances  m^^^'\ 

763.  Lignes  trigonométriques  d'un  nombre  complexe.  — 

Nous  tirons  immédiatement  de  la  formule  (6)  les  égalités 

(  cos  p  -f-  i  8În  p  =  «•? 

[  ces  p  —  i  sin  p  =  cos  (—  ^)  -h  i  sin  (—  p)  =  «""'3 

Résolvant  ce  système  par  rapport  à  cos  ^5  et  sin  ^5,  il  vient  : 


lo)  cos  p  = ,     sm 


•?^_,-«?         .     ^        e'»^e-'> 


Ces  formules  remarquables,  connues  sous  le  nom  de  Jormules 
dEulei\  sont  établies  par  ce  qui  précède  dans  Thypothèse  où  -S 
est  un  nombre  réel.  Convenons  de  les  regarder  comme  valables 
encore  lorsque  ^  est  un  nombre  complexe  :  elles  servent  alors 
de  définitions  aux  expressions  cos  ^  et  sin  f:i.  On  constate  faci- 
lement que  les  expressions  ainsi  définies  ne  donnent  lieu  à  au- 
cune contradiction  et  se  prêtent  aux  mêmes  calculs  que  les  cosinus 
et  sinus  de  nombres  réels. 

Grâce  aux  identités  (lo)  les  fonctions  cosinus  et  sinus  peuoent 
être  remplacées  par  des  sommes  oa  différences  d'exponentielles. 


que  les  noiabrM  positifs  qui  aient  des  lojçaritliines.  La  formule  (9]  montre 
en  e£Fet  que  si  a  ai  rccl  négatif  (en  ce  cas  rargmnent  0  est  ^gal  &  k, 
pvir  fig.  379)  le  logarithme  de  a  est  un  nombre  imaginaire.  • 
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Quant  i  la  tangenle,  à  la  colangeiile,  etc.,  elles  seront  taojotrrs  dé~ 
finies  par  les  égalités  : 

764^  Fonctions  inrerses.  —  Etant  en  mesure  de  remplacer  les- 
fonction»  trigononiéiriqcie»  par  des  combinaisons  simples  de  fonc- 
tions exponentielles,  on  pourra  semblablemenl  exprimer  les  fonc- 
tions înYerses  de  fonctions  trigonomélrlqoes  au  moyen  de  loga- 
rithmes. Posons, par  exemple,  y—  arc  sin  x.  Nous  aurons  : 

oc  =  sin  y  =  — ^ d'où  (*)  2ix.eh  =  e^^y  —  i. 

Appelons  alors  t  la  fonction  e(r  :  nous  avons  fi  —  2  /a?/ —  r  =  o,. 
d'où  t  =  îx±  )/T^^x*  ;  d'ailleurs  iy  ==  logt  ;  donc  (")  : 

y  =  — I  log  (ix  db  /i  —  x'  ). 
Un  calcul  an.a]oguc  donnera  arc  cosx  et  arc  laiig  x. 

765.  Utilisation  des  nombres  ooniplsotes.  —  Nons  venons 
d'étendre  progressivement  au  domaine  des  nombres  complexes  tous^ 
les  symboles  cl  formules  de  l'algèbre  classique.  Nous  poursuivrons- 
plus  loin  notre  construction *(//i/)*a,  i4  ci  Trois,  Liv.)^  en  donnant 
une  déQnilîon  générale  des  fonctions  (complexes)  d'une  ou  plik- 
sieurs  variables  complexes  et  en  étudiant  leurs  propriétés.  C'est  alors 
seulement  que  nous  serons  ik  même  d'apprécier  pleinement  l'utilité 
de  cette  extension  de  i'algcbre.  Dès  maintenant^  cependant,  nous 
pouvons  signaler  quelques-uns  des  avantages  immédiats  dont  nous 
lui  sommes  redevables. 

Nous  observons  tout  d'abord  que  les  formules  d'Euler  sont  un 
fécond  instrument  de  calcul.  On  peut  en  tirer  un  grand  rvombie 
d'identités,  telles  que,  par  exemple,  celles  qui  donnent  les  exprès* 
siens  de  cos^a  et  sin"a  en  fonction  des  cosinus  et  sinus  des  mul- 
tiples de  lare  a  {cï.  nT  382). 

Nous  avons  (d'après  763]  : 

co»«a  =  I 1  ,     sin^a  =  ( -. )  • 

\        3        /  \        ai       / 

(•)  En  nrahipfîant  les  deux  membres  p^r  î:  e'-^. 
{*)  Oa  ••  nppelle  que  i"<  »>  —  î. 
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Développant  les  seconds  membres  par  la  formule  du  binôme  de 
Newton,  nous  obtenons  : 

enia  4_  /!€("- •)  '<«  tf" '«  -f-  . . .  -h  a  -h  . . .  -t-  ne^^e~'^'^  '*'"  -4-  e-'*'^ 
cos'^a  == , 

ou,  en  effectuant  les  multiplications  et  en  réunissant  au  numérateur 
le  premier  et  le  dernier  terme,  le  second  et  ravant-dernier,  etc. 

(enia  _j_  e~nia)  _j-  n  [«(«-2)10  4-  g-(/i-a)ia]  _^.  , . .        2  CCS  fia  -H  3  a  cos  (a-2  )  a  -f- . 

<îo»^"= Hrïï = ::ir^ — 

ce  qui  est  la  formule  donnée  au  n**  382.  On  établit  d'une  manière 
analogue  la  formule  relative  au  sinus. 

Mais  c'est  surtout  dans  la  théorie  des  équations  algébriques  que 
les  nombres  complexes  interviennent  utilement,  tant  à  cause  des  se- 
cours qu'ils  fournissent  à  la  démonstration  qu'en  raison  de  la  sy- 
métrie qu'ils  introduisent  dans  les  résultats. 

766.  Théorème  de  d'Alembert.  —  Nous  avons  vu  qu'une 
équation  polynomale  de  degré  /i, 

(l  1)  P  (x)  =  Qn  X"  H-  a„_^   X"»"*  -4-  ...   4-   Oo  =  G, 

dont  les  coeiHcients  sont  des  nombres  réels,  a  au  plus  n  racines 
réelles  ;  d'ailleurs  il  résulte  de  l'identité  (8)  du  n®  357,  que  si 
réquai  ion  na  pas  de  racines  imaginaires  [c'est-à-dire  si  dans 
la  décomposition  de  P  (x)  en  produit  ne  (igure  aucun  facteur  du 
second  degré  tel  que  que  x*  ^-  5^1  x-h  /c,]  l'équation  a  exactement 
n  racines  réelles,  x,,  ..,  x,„  en  sorte  que  l'on  a  l'identité  (5)  du 
n""  354.  Nous  plaçant  dans  le  cas  général  où  plusieurs  racines 
peuvent  élrc  égales  entre  elles  nous  écrivons  cette  identité  sous  la 
forme  : 

<I2)  P  (x)  -  a„  (x  ~  a:.)*^..  {x  -  x,y\ 

où  ai,  .,  (/.j,  sont  des  nombres  entiers  ayant  pour  somme  n. 

En  introduisant  la  notion  de  nombre*complexc,  on  peut  systé- 
matiser ces  résultats  et  formuler  une  proposition  qui  est  vraie  dans 
tous  les  cas  et  sans  restriction  aucune. 

Une  équation  polynomale  (11)  dont  tons  les  coefficients  a»» 
•«,  ^0  sont  des  nombres  réels  on  complexes  qnelconqnes  a  ton- 
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jours  exactement  n  racines  distinctes  ou  non  ;  le  premier 
membre  P  (x)  de  l'équation  (11)  peut  toujours  8tre  décomposé 
en  produit  sous  la  forme  (12). 

Telle  est  la  proposition,  capitale  et  admirablement  simple,  qui 
résulte  immédiatement  d'un  théorème  énoncé  (^),  sinon  complè- 
tement démontré,  par  d'Alembert  (*).  Nous  n*en  donnons  pas  la 
démonstration,  qui  dépend  de  théories  d'analyse  dont  nous  n'avons 
pas  encore  parlé. 

767.  Racines  imaginaires  conjuguées.  —  Le  théorème  de 
d'Alembert  se  trouve  complété  par  la  proposition  suivante  : 

Si  une  équation  polynomale  à  coefficients  réels  admet  comme  ra- 
cine un  nombre  imaginaire  §  +  >?«,  elk  admet  également  comme 
racine  le  nombre  imaginaire  conjugué  ç  —  Y^i, 

En  effet,  dire  que  |  +  191  est  racine  de  l'équation  (11),  c*estdire 
que  l'on  a  : 

(i3)  an  (î  -h  Tïfl"  -h  a,^-i  (5  -4-  r,iy-'  -f-  ..  4- Co  =  0. 

Or,  d'après  les  remarques  du  n*  747,  les  quantités  (|  -f-  >?«)*,  et 
(Ç  —  r,î)\  {?  -+-  Y}iy  et  (§  —  Y){)\  (Ç  -h  YiiY  et  (^  —  y;z>  sont 
deux  à  deux  imaginaires  conjuguées  ;  d'ailleurs  les  produits  de 
deux  imaginaires  conjuguées  par  un  même  nombre  réel  [tels  que 
Oj  (^  —  Y}i)*  et  a,  (I  —  yj/)*]  sont  nécessairement  imaginaires  con- 
juguées ;  d'autre  part,  une  somme  quelconque  de  quantités  imagi- 
naires et  la  somme  des  imaginaires  conjuguées  sont  deux  imagi- 
naires conjuguées.  Donc,  la  somme 

On  (5  —  ^0"  -^  ««-»  (^  —  ^0"  •+•  ••'  -+-  «0 

est  imaginaire  conjuguée  du  premier  membre  de  (i3),  donc  elle 

(*)  Nous  avons  dit  que  Girard  avait  déjà  formulé  oe  théorème 
(cf.  supra,  352  et  748).  Ainsi  Girard  ne  craint  pas  de  déclarer  que  i'équa* 
tion  s^  ^  4^  —  3  [dont  deux  racines  seulement  sont  réelles]  a  4  racines, 
c  Sî»  dit-il,  i(4)  [i^^  fois  H  /\^  puissance  deVinconnue]  est  égale  à  4(i)  —  3 
les  quatre  solutions  sont  1,1,  —  i  -f  / —  2,  i  —  / —  2  ».  Cf,  Descartes, 
à  l'endroit  cité  8upra  p.  ]47,  note  4  •  <  donc  les  racines  tant  vraies  que 
fausses  [tant  positives  que  négatives]  peuvent  C^tre  réelles  ou  imaginaires.  » 

(*j  R&cherchôs  sur  le  calcul  intégral  par  M.  d'ÀLEMBERT  (Hist.  de  VAcad. 
Bayais  des  Sciences  de  Berlin,  1746,  II).  Euler  reprit  la  question  en  1749 
{ihid,  V,  p.  232-235).  La  démonstration  fut  complétée  par  Gauss  en  1799. 

BouTBoux.  —  Les  Prinoipcs  de  l'Analyse  maUi6inaUqae.  II  iz 
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eU  nulle  (rimaginaire  conjuguée  de  oett  o);  donc  a —  ^i  est  une 
racine  de  réquation  oonaidérée. 

On  démontre  facilement  que,  plus  précisément,  si  la  quantité 
£  -f-  «V?  est  une  racine  d'ordre  ^  d'une  équation  (ii),  la  quantité 
^  ~  ry;  est  une  racine  du  môme  ordre  de  multiplicité. 

Il  résulte  de  là  que,  si  la  décomposition  (13)  de  P  (x)  en  pro- 
duit contient  un  facteur  imaginaire  [x  —  (Ç  -h  >?0]^»  ^'^^  contient 
également  le  facteur  [x  —  (Ç  —  y?/)]?  ;  donc  le  produit  P  (x)  est 
divisible  (373)  par  le  produit  {x  —  Ç  —  >ji)P  (x  —  Ç  4-  >3f)P,  qui 
s'écri  \{x  —  5  — yiî)  {x  —  Ç  H-  y?f)J?,  ou  (en  effectuant  la  multipli- 
cation dans  le  crochet)  [{x  —  Ç)*  -+-  >j*]?,  ou  [œ*  —  2  ^  x  -h 
{P  -+-  y;*)]?,  ce  qui  est  un  facteur  de  la  forme  (x*  4-  ^f^  oc  -f-  kif. 

Ainsi,  lorsque  les  coefficients  de  l'équation  sont  tous  réels,  le 
théorème  de  d'Alemberl  entraine  comme  conséquence  la  possibi- 
lité de  décomposer  P  (x)  en  un  produit  de  facteurs  réels  de  la 
forme  indiquée  au  n°  357  [identité  (8)].  Il  résulte  également  des 
propositions  qui  précèdent  que  le  nombre  des  racines  imaginaires 
d'une  équation  à  coefficients  réels  est  toujours  pair. 

768.  Résoltition  des  systèmes.  Fonctions  rationnelles.  — 

Comme  la  théorie  des  équations  à  une  inconnue,  la  théorie  des 
systèmes  d'équations  se  trouve  simplifiée  et  rendue  plus  régu- 
lière par  la  théorie  des  imaginaires.  Si  l'on  adjoint  en  effet  les  solu- 
tions imaginaires  du  système  aux  solutions  réelles,  on  constate 
qu'il  y  aura  toujours  exactement  autant  de  systèmes  de  solutions 
qu'en  comportent  les  degrés  des  équations. 

La  théorie  des  fonctions  rationnelles  d'une  variable  se  simplifiera 
pareillement.  Nous  pourrons  désormais  toujours  mettre  le  déno- 
minateur Q  {x)  de  la  fraction  p-r^  ,  sous  la  forme  (12).  Raison- 
nant alors  comme  au  n^  374,  nous  obtiendrons  une  décomposition 
d^  la  fonction  rationnelle  où  ne  figurent  que  des  fractions  du  type 


{x  —  «t)» 

Ces  indications  suffisent  sans  doute  à  montrer  dès  maialenant 
au  lecteur  en  quoi  Tintroduction  des  imaginaires  dans  le  calcul 
algébriqivc  est  avantageuse.  «  On  pourrait  dire  (demaHdery--*  écrit 


Digitized  by  LjOOQIC 


FONCTIONS   DE    VARIABLES   COMPLEXES  l63>' 

c  Girard  dans  son  Invention  nouvelle  {^)  —  k  quoi  sert  ces  solutions 
a  qui  sont  impossibles  ;  je  réponds  pour  trois  choses  :  pour  la  cer- 
c  lilude  de  la  règle  générale,  et  qu'il  n'y  a  point  d'autre  solution» 
(f  et  (K)ur  son  utilité  ;  l'utilité  est  facile  car  elle  sert  k  TinventioD 
(f  des  solutions  de  semblables  équations  [équations  de  même  /orme]  » . 


4.  —  Fonctions  de  variables  complexes. 


760.  Fonctions  d'une  variable.  —  D'Alembert  écrit  dans  ses 
Recherches  sur  le  calcul  intégral  (*)  de  17^6  :  «  Une  fonction  quel- 
conque de  tant  et  de  telles  grandeurs  imaginaires  qu'on  voudra 
peut  toujours  être  supposée  égale  k  p  -h  q  \l — i,  p  et  ç  étant  des 
qpiantités  réelles.  » 

Tel  est  le  fait  sur  lequel  est  fondée  la  théorie  des  fonctions  de 
imriables  complexes. 

Désignons  par  x  une  quantité  imaginaire  variable,  c'est-à-dire 
posons  X  =  Ç  -f-  iVj,  en  appelant  Ç  et  >7  deux  nombres  réels  qui 
varient  d'une  manière  arbitraire.  Si  sur  cette  quantité  x,  et  des 
quantités  constantes  (réelles  ou  imaginaires)  quelconques,  nous 
affectuons  une  combinaison  quelconque  d'opérations  (}  compris, 
d'après  les  n®*  757  et  suivants,  les  opérations  trigonométriques,  ex- 
ponentielles et  logarithmiques) ,  le  résultat  est  un  nombre  y,  variable 
en  même  temps  que  x,  qui  est  toujours  un  polynôme  du  pf^micr- 
degré  en  i  (à  coefficients  réels,  745).  En  d'autres  termes  toute  ex<- 
pression  algébrique  où  entient  la  variable  x  et  des  constantes 
quelconques,  par  conséquent  toute /oncùb/i  explicite  algébrique  de 
x^  peut  être  mise  (par  transformation  algébrique)  sous  la  forme 
B  -h  îu,  ti  et  V  étant  des  expressions  réelles  (cf.  745). 

Il  en  est  encore  ainsi  (d'après  le  n*^  7M)  des  racines  y  de  toute 
équation  F  (x^  y)  »o^  renfermant,  arec  y  (qui  est  regardéecemme 
Inconnue),  le  quantité  x  et  des  quantités  constantes.  Une  telle 
équation   (ou  relation)  définit  y  comme  fonction  implicite  de  x 

r)  Fcuîne  T  fte  rô.Iîtînrn  ^le  iH-j). 
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(cf.  390),  et  cette  fonction  y  est  encore  de  la  forme  u  -h-  iv,  où 
u  et  V  sont  réels. 

On  constaterait  de  la  même  manière  qu'une  fonction  imagi- 
naire z  de  deux  variables  x  et  y  peut  être  mise  sous  la  forme 
u-h  ii\  u  et  vêlant  deux  expressions  réelles.  Et  ainsi  de  suite. 

770.  —  Il  résulte  de  la  définition  même  des  fonctions  que 
lorsque  la  quantité  y,  égale  à  u  -h  iv,  est  une  Jonction  de  la  va- 
riable Xy  cela  veut  dire  que  les  valeurs  de  u  et  de  i;  sont  détermi- 
nées par  la  valeur  de  x,  c'est-à-dire  par  les  valeurs  de  Ç  et  yj.  Donc 
u  et  V  sont  en  ce  cas  deux  fonctions  réelles  des  deux  variables 
[réelles)  ^etyj.  On  voit  par  là  que  l'étude  d'une  fonction  imagi- 
naire y  delà  variable  imaginaire  x  équivaut  à  l'étude  simultanée  de 
deux  fonctions  réelles  de  deux  variables.  Mais  le  plus  souvent 
nous  n'aurons  aucun  ifitérêt  àdécomposer  de  la  sorte  nos  fonctions  de 
variables  complexes,  puisque  les  règles  du  calcul  des  imaginaires 
nous  permettent  précisément  de  les  traiter  comme  des  fonctions 
réelles  ordinaires.  Nous  chercherons  plutôt  à  nous  aider  do  la 
représentation  géométrique  des  nombres  imaginaires.  Voyons  à 
quelle  interprétation  de  la  notion  de  fonction  nous  serons  ainsi 
conduits. 

Nous  avons  dit  plus  haut  que  nous  pouvions  établir  une  corres- 
pondance univoque  et  réciproque  entre  les  nombres  imaginaires 
ç  -h  r/j  et  les  points  d'un  plan  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires. 
Appelons  P  ce  plan  :  faire  varier  le  nombre  x  revient  à  déplacer  le 
point  correspondant  M  du  plan  P.  —  Etablissons  semblablcmenl 
une  correspondance  entre  les  nombres  imaginaires  j  ou  m-  io  et 
les  points  d^un  plan  Q  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires  (axe 
des  u  et  axe  des  v).  A  une  position  variable  du  point  M  dans  le  plan 
P  correspondra,  dans  le  plan  Q,  une  position  variable  du  point 
N  représentatif  de  y  :  en  effet,  la  position  de  M  détermine  la  va- 
leur (imaginaire)  de  a;,  partant  celle  de  y,  donc  la  position  de  N. 
Ainsi,  géométriquement  parlant,  Vétude  d'une  fonction  imaginaire 
revient  à  t étude  d*une  correspondance  entre  deux  points  mobiles 
sur  deux  plans  différents.  On  dit  que  le  second  point  est  fonction 
du  premier. 

771.  —  Conditions  auxquelles  satisfont  u  et  o.  —  il  ne  fau- 
drait pas  croire  cependant  que  les  correspondances  définies  par  les 
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fonctions  imaginaires  soient  quelconques.  En  d'autres  termes»  si 
1  on  envisage  a  priori  une  loi  de  correspondance  entre  les  varia- 
tions des  deux  points  M  et  N,  respectivement  mobiles  dans  les 
plans  P  et  Q,  cette  loi  ne  définira  pas  en  général  le  nombre  y 
(nombre  correspondant  au  point  N)  comme  fonction  de  x  (nombre 
correspondant  au  point  M)  ;  ou  du  moins,  il  faudrait,  si  Ton  vou- 
lait regarder  en  tout  cas  y  comme  fonction  de  x,  modifier  pro- 
fondément le  sens  que  nous  attachons  au  mot  fonction. 

Qu'est-ce  à  dire  ?  La  définition  algébrique  des  fonctions  imagi- 
naires que  nous  avons  donnée  plus  haut  va  nous  permettre  de  pré- 
ciser ce  point. 

Déclarer  qu'il  y  a  une  loi  de  correspondance  entre  M  et  N, 
c'est,  avons-nous  vu,  déclarer  que  les  coordonnées  uet  v  du  point  N 
sont  fonctions  des  coordonnées  £  et  y;  du  point  M,  soit 

Or,  je  dis  que,  si  les  Jonctions  f  et  f  des  deux  variables  ^  et  r,  sont 
choisies  au  hasard,  la  quantité  y  =  u  -h  iv  ne  sera  pas  en  gé- 
néral une  Jonction  de  la  quantité  a;  =  Ç  -H  /ïj.  Pour  que  y  soit 
Jonction  de  x,  il  Jaut  que  u  et  v  satisfassent  à  certaines  con^ 
ditions.  Ces  conditions,  nous  les  découvrirons  facilement  en  for- 
mant les  fonctions  imaginaires  les  plus  simples.  D'ailleurs  nous  in- 
diquerons dans  notre  Troisième  Livre  une  raison  d'ordre  général 
qui  montre  que  les  mêmes  conditions  seront  nécessairement  satis- 
faites chez  toutes  les  fonctions  auxquelles  nous  pourrons  avoir 
affaire.  Elles  s'énoncent  comme  il  suit  : 

Les  dérivées  partielles  des  deux  fonctions  u  et  t;  [partie  réelle 
et  coefficient  de  i  de  la  fonction]  satisfont  aux  deux  relations  (*). 

.  ^  ou ôv         ou hv 

(»)  Exemple,  —  Considérons  la  fonction  y  ^  x^  -\-  x  -\-  i.  Nous  avons 
o  +  iV  =  {5  +  iT,)»  +  t  +  ,T.  4-  I  =  Ç*  H-  a«V.  -  -r.»  +  ^  -f  iT.  +  I  ; 
d'où,  en  égalant  respectivement  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  i 
dans  les  deux  membres  (745)  i 

D  =  ^«  —  T,«  +  Ç  -h  I  ;        w  =  aÇti  -I-  7i  ; 
j'en  déduis  : 

ôF='^  +  ''     »;;  =  -"■•     ôî"""     sï,  =  ''+'' 

les  relations  (i)  sont  donc  bien  satisfaites. 
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77X  Bquation  de  Z^fl^laco.  —  En  égalant  les  dérivées  par- 
tîellsB  relatives  à  §  des  deux  membres  de  la  première  égalité  (i^, 

nous  obtenons  {voir  446).  ?L"  =  ~.  Egalant  ensuite  les  dérivées 

partielles  reletives  k  y)  des  deux  membres  de  la  seconde  égalité  (i)» 

nous  avons  r-î  =  —  rrr  •  Additionnant  les  deux  égalités  oble- 

nues,  il  vient  gfi  "^  xji  ^=^  °' 

On  vérifiera  de  même  que  les  deux  égalités  (i)  entraînent  comme 

-  conséquence  tt^  h 5  =  0. 

Cette  double  constatation  peut  être  énoncée  comme  il  suit  :  Les 
fonctions  u  et  v  de  ^  et  ri  satisfont  toutes  deux  [sont  deux  solu-- 

-  lions  de]  F  équation  aux  dérivées  partielles 

•  dans  laquelle  ^  et  yi  sont  deux  variables  indépendantes  et  z  une 
fonction. 

Toute  partie  réelle.ou  tout  coefTicient  de  i,  d'une  fonction  de  va- 
riable imaginaire  satisfait  à  cette  même  équation,  qui  est  appelée, 
du  nom  du  géomètre  qui  Ta  le  premier  étudiée  :  équation  de  La- 

j>tace, 

773.  —  Tel  est  le  point  de^départ  de  la  théorie  des  fonctions  do 
variables  complexes  que  nous  poursuivrons  dans  notre  Troisième 
Rvre  en  étendant  à  ces  fonctions  les  définitions  de  Tunivocité,  de  la 
continuité,  de  la  dérivée,  etc.  La  théorie  que  nous  obtiendrons, 
bien  qu'artificielle  en  apparence,  nous  réserve  plus  d'une  surprise. 
Nous  verrons,  en  effet,  grâce  à  elle,  mainte  définition  s'éclairer, 
mainte  dénK)nstration  se  simplifier,  mainte  bizarrerie  disparaître, 
qui  contrariait  l'étude  des  fonctions  réelles  et  nous  empêchait  de  lui 
donner  toute  la  généralité  qu'elle  comporte. 

Contentons-nous,  pour  l'instant,  de  remarquer  que,  tous  les 
calculs  de  l'algèbre  se  laissant  effectuer  sur  les  variables  complexes 
comme  sur  les  variables  réelles,  toutes  les  transformations  de  fonc- 
tions que  nous  avons  appris  à  faire  dans  le  présent  Livre  seront 
applicables  aux  fonctions  complexes  comme  aux  fonctions  réeiles. 
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774.  —  La  théorie  des  imagiiuiies,  qui  triomphait  en  algèbre, 
devait  naturellement  avoir  une  répercufsioatiu  la  gjécMoaétiie.  Paîa- 
que  Ton  calcule  sur  des  nombres  irréels,  pourquoi  ne  raisonneiak- 
on  pas  aussi  bien  sur  des  fiigurea  ou  portionft  da  figuras  qui  n'exis- 
tent pas  ?  Nous  croyons,  utile  ici  de  dire,  quclquesi  ixiots  de  cette 
pseudo-géométrie  afin  de  bien  faire  comprendra  ^al  estle  rôle  de* la 
fiction  en  mathématiques.  Ouvrons  donc,  avant  de  poursuivra  ks 
progrès  de  Talgèbre»  une  courte  parenthèse. 

Il  est  bien  clair»  tout  d'abord,  que  parler  d&  nombres  imagi- 
naires,. c*est  parler  des  points  imaginaires,,  puisque  tout  couple  de 
deux  nombres  équivaut  poux  nous  à  un  point  (74d),  Mais  ce  ft'ost 
point  simplement  pour  le  plaisir  de  maintenir  une  correspondanee 
verbale  entre  les  formules  de  Talgèbre  et  la  science  des  figures, 
-c^est  de  leur  propre  chef,  sous  l'impulsion  des  méthodes  «.  syntlus- 
iiques  »,  qcie  les  géomètres-^  Poncelet  en  t&te  —  &aventuieat 
dans  le  domaine  de  l'imaginaire.  Les  avantages  qu*iU  y  comptent 
trouver  sont  ceux  que  nous  avons  déjà  indiqués  au  §  3  :  fondre  en 
une  seule- des  questions  primitivement  distinctes  ;  obteniedea  pro- 
positions applicables,  sans  exception,  à  toutes  les  figures  d'un  type 
donné,  quelle  qu'en  soit  la  disposition  particulière. 

775.  Pointa  à  Tinlixil.  —  C'est  Desaiguea,  on  s'en  so«vie«t» 
^ui  s'avisa  le  premier  de  considérer  deux  dcoitesipaKallèles  comme 
deux  droites  concourantes,  dont  le  point  de  renconixe  eal  rt- 
jetii  à  l'infini.  Ainsi,  en  assimilant  aux  points  réels,  de  l'espace  un 
point  idéal  situa  à  l'in/ini^  nous  levons  la  restriction  qua  nous 
étions  primitivement  oblî^^ca  d'apporter  à  l'énoncé  du  théerève 
suivant  :  Deax  droites  situées  dans  un  même  plan  se  coupent  tou* 
jours  en  un  point  et  un  seul' 

La  ittème  fiction  légitime  les  énoncés  suivants  : 

Deux  plans  quelconques  se  coupent  suivant  une  droite,  qui  peut 
être  tout  entière  à  t infini.  On  en  déduit  que  :  îl  y  a,  daas  un  plan 
quelconque  une  infinitf^  de  points  situés  à  l'infini,  et  ces  points 
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fonnent  une  droite  {droite  de  t infini  du  plan,  qui  est  rintersection 
dudit  plan  avec  l'un  quelconque  des  plans  qui  lui  sont  parallèles). 

Etant  donné  un  système  de  projection  conique  (centre  de  projec- 
tion et  p]an  de  projection)  tout  point  de  t espace  admet  une  pro- 
jection [qui  est  située  soit  &  distance  finie  soit  à  l'infini  (*}]. 

Tout  point  du  plan  d'une  conique  a  une  polaire  par  rapport  à 
cette  conique  [si  le  point  est  le  centre  de  la  conique,  la  polaire  est 
rejetée  à  l'infini.] 

La  projection  orthogonale,  ou  plus  généralement  la  projection  pa- 
rallèle à  une  direction  donnée,  est  une  projection  conique  pour  la- 
quelle le  centre  de  projection  est  rejeté  à  Pinjini  dans  une  direction 
donnée. 

Les  bénéfices,  l'accroissement  de  puissance  qu'une  réforme,  si 
modeste  en  apparence,  a  valus  aux  méthodes  géométriques  de  dé- 
monstration, et  en  particulier  à  la  théorie  des  transformatioas 
affines  et  projectives,  sont  incalculables. 

Cependant  la  théorie  des  points  à  l'infini  ne  suffit  point  au  géo- 
mètre, n  faut  la  compléter  par  la  théorie,  plus  paradoxale  encore 
en  apparence,  des  points  et  droites  imaginaires.  Nous  allons  mon- 
trer, par  un  exemple»  comment  cette  dernière  théorie  s'introduit 
en  géométrie. 

776.  Les  points  oycliques.  —  Si  les  points  à  l'infini  sont  fic- 
tifs, ils  sont,  en  revanche,  définis  parla  considération  de  droites 
qui  sont^  elles,  parfaitement  réelles  :  ce  sont  des  droites  qui  s'éloignent 
vers  l'infini  dans  de»  directions  données.  Les  points  imaginaires^ 
par  contre,  ne  peuvent  être  rattachés  à  aucune  figure  réelle  :  ainsi 
en  est-il  pour  les  points  cycliques,  introduits  dans  la  géométrie 
synthétique  par  Poncelet  (*). 

On  démontre  en  géométrie  que  deux  sections  coniques  arbi- 
traires peuvent  être  disposées  dans  un  plan  P  de  manière  à  avoir 
quatre  points  d'intersection,  —  si  toutefois  ces  coniques  ne  sont 

(^)  La  projection  conique  d'un  point  M  est  rejotée  à  l'infini,  si  la. 
droite  qui  joint  M  au  centre  de  projection  est  parallèle  au  plan  de  pro^ 
ection. 

(•)  Traité  des  propriétés  projecti\>e8  des  figures,  1822,  «ecfion  I,  chap.  II  • 
Notions  préliminaites  »ur  les  sécantes  et  les  cordt*»  iilrales  des  section» 
coniques. 
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pas  (les  cercles.  Deux  circonférences,  par  contre,  de  quelque  ma- 
nière qu'on  les  place,  ne  se  couperont  jamais  en  plus  de  deux 
points. 

Il  s'agit  de  faire  cesser  cetle  ^anomalie.  On  admettra  donc  a 
priori  que,  dans  un  plan  P,deux  circonférences  qui  se  rencontrent 
se  coupent  toujours  en  4  points  dont  deux,  appelés  points  cycliques, 
sont  imaginaires.  Partant  de  cette^iiclion,  et  appliquant  les  théo- 
rèmes de  la  géométrie»  on  obtiendra,  sans  se  heurter  à  aucune 
contradiction,  une  série  de  propriétés  que  l'on  doit  attribuer  aux 
points  cycliques  comme  étant^'des  [conséquences  logiques  de  leur 
définition. 

En  premier  lieu,  on  déduitjde  la  définition  des  points  cycliques 
que  ces  points  sont  les  mêmes  quels  que  soient  les  cercles  se  cou- 
pant que  l'on  considère.  En  d'autres  termes  il  n'y  a  dans  un  plan 
F  que  deux  points  cycliques.  Tout  cercle'passe"par  ces  deux  points 
imaginaires,  en  sorte  que  deux  cercles  quelconques  se  rencontrent 
toujours  aux  deux  points  cycliques.  — On  démontre,  d'autre  part, 
que  les  points  cycliques  se  trouvent  sur  la  droite  de  Tinfini  du 
plan  P  (ce  sont  des  points  imaginaires  de  cette  droite  fictive). 

Considérons  maintenant  un'point  réel  0.  Il  existe  —  dans  Thy- 
pothèse  d*oiïi  nous  sommes  partis  —  deux  droites  joignant  le  point 
O  aux  deux  points  cycliques  respectivement  :  elles  sont  appelées 
droites  isotropes. 

Poussant  plus  loin  la  déduction,  on  est  conduit  h  admettre  que 
l'ensemble  des  points  des  deux  droites  isotropes  issues  de  0  cons- 
tituent la  circonférence  d'un  cercle  de  centre  0  et  do  rayon  nul. 
Cette  singulière  manière  de  voir  rend  de  grands  services  dans  la 
résolution  de  nombreux  problèmes  géométriques. 

Considérons,  d'autre  part,  un  [angle  droit  situé  d'une  manière 
quelconque  dans  le  plan  P.  On  démontre  que  les  points  à  C infini 
des  deux  côtés  de  cet  angle  et  les  deux  points  cycliques  forment  sur 
la  droite  de  t infini  une  division  harmonique  (203). 

Les  foyers  d'une  conique  peuvent  être  définis  comme  des  points 
tels  que  les  tangentes  à  la  conique  menées  par  ces  points  passent 
par  les  flenx  points  cycliques.  On  déduit  de  ]h  qu'on  peut  considé- 
rer les  foyers  comme  des  cercles  de  rayon  nul  doublement  Inngents 
à  In  ronifjur. 
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777.  Interprétation  algébrique.  Coordonnées  homogônes 
dans  le  plan.  —  Nous  allons  traduire  dans  la  langue  de  la  géo- 
métrie algébrique  les  principaux  faits  énoncés  ci-dessus.  Soit  : 

^i)  Ax*  -h  a  Bœy  -H  Gy*  -h  a  Dx  -h  a  Ey  -+-  F  =  o, 

l'équation  d'une  section  conique  quelconque   rapportée  à   deux 

axes  rectangulaires.  Pour  étudier  commodément  Fallure  de  cette 

conique  au  voisinage  de  Yinfini,  nous  aurons  recours  à  Tarti- 

e  - 

fice  suivant.  Posons  :  a  =  -  ,  y  =     ;  l'équation  (i)  multipliée 

par  T*  s'écrit  : 

(a)  A?»  -+-  a  B?7i  -+-  Cyj»  H-  a  D&ç  H-  a  EîiT  4-  F  T«  =  o 

et  est  homogène  (du  a*  degré)  par  rapport  aux  variables  §,  y?,  t  ; 
les  trois  nombres  Ç,  y?,  r  sont  appelés  coordonnées  homogènes  du 
point  qui  a  pour  coordonnées  cartésiennes  «,  y  ;  à  tout  système 
de  valeurs  de  §,  )9».  t,  correspond  un  point  de  plan  ;.  à  tout  point 

du  plan  correspondent  des  valeurs  déterminées  des  rapports  ^   »  ~   » 

et  par  conséquent  des  valeurs  diterminées  de  deux  des  coordonnies 
homogènes  si  l'on  suppose  la  troisième  arbitrairement  choisie. 

Si  l'on  a  T  =  o,  I  et  lo  n'étant  pas  tous  deux  nuls,  l'une  au 
moins  des  deux  coordonnées  (x,  y)  est  infinie  ;  donc  le  pmnt  (x,  7) 
est  à  V infini. 

Ainsi  l'on  calculera  les  coordonnées  homogènes  des  points  h 
l'infini  sur  la  conique  proposée  en  faisant  t  :=  o  dans  l'équation 
(a)  de  cette  conique. 

778.  Droite  de  Tinfixii.  —  La  transformation  que  noua  ve- 
nons d'e£kctuer  —  transformation  des  coordùnnées  cartésienaes  en 
coordonnées  homogènes  —  est  applicable»  bien  entendu,  à  l'équa- 
tion d'nne  courbe  quelconque  ;  d'ailleurs,  ai  l'équation  proposée 
est  polynomale  (d'un  degré  déterminé),  l'équation  tranafornaée 
aura  toujours  le  m£me  degré. 

Ainsi  l'équation  d  une  droite  du  plan 

ax  -h  by  -{-  c  =  o, 
se  transforme  (multipliée  par  t)  en  : 

aï  4-  />r,  -h  CT  =  o. 
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Ea  particulier  les  équadoos  §  :^  o,  y;  =  a,  correspondaiU  à 
m  =}»  =r o,  défmiaicn.k re»pectiyement lesaxes de  ooordonnées  d*où 
l'on  est  parti  (axe  des  j  et  axe  des  x).  L'équation  t  =  o  doit  être 
«emblablement  considérée  comme  l'équation  d'une  droite  ;  mais 
tous  les  points  de  cette  droite  sont  à  l'infini,  d'après  ce  qui  pré- 
cède; et  réciproquement  pour  tous  les  points  situés  à  l'infini,  on  a 
T  =  o.  Donc  réquation  t  =  o,  qui  définit  une  droite  située  à  l'in- 
fini, représente  tous  les  points  du  plan  qui  sont  à  l'infini  :  en 
d'autres  termes,  les  convoitions  que  nous  avons  (ailes  nous  con- 
•duisent  &  admettre  (comme  nous  Tavons  dit  au  n*"  775),  que  Iqus 
les  points  à  t  infini  {dans  un  plan)  sont  situés  sur  une  mime  droite 
^uenous  appellerons  «  droite  de  l'infini  ». 

Cela  admis,  rechercher  les  points  à  l'infini  d'une  courbe  quel- 
conque revient  à  déterminer  les  points  d'intersection  de  la  courbe 
avec  la  droite  de  l'infini.  Le  nombre  de  ces  points  sera  en  général 
•^a)an  degré  de  la  ooorbe,  comme  il  arrive  pour  nue  droite  ordi- 
naire. Pour  les  obtenir  on  fera  t  =  o  dans  l'équatioa  homogène  de 
la  courbe  [relation  entre  Ç,  Tj,  z]  et  l'on  déterminera  ks  valeurs 
^^  b'  >7  qu^  satisfont  i  l'équation  restaiHe.  L'une  des  deux  coor- 
données |,  y;,  pourra  ici  encore  être  choisie  arbitrairement  : 
l'équation  de  la  courbe  déternrioe  l'autre  (*). 

{*)  Voici  un  mode  d'interprétation  de  la  transformation  des  coordon- 
nées cartéftiennes  en  coordonnée*  homogèmes  qui  est  souvent  d'un  secoms 
«tile  :  Considérons,  par  rapport  à  un  système  de  trois  axes  rectangu- 
laires, une  sphère  de  centre  o  et  de  rayon  x  qui  a  pour  équation 
•**  +  y*  +  s*  an  I.  A  tout  point  M  (de  coordonnées  x^  y)  du  plan  des  o^, 
je  fais  eotrespondre  le  point  N  de  la  sphère  dont  les  coordonnées  carte- 
•îenikes  a,  p,  ^  *^^^  proportionnelles  aux  coordonnées  homogènes  ltT^,x 

an  point  M  I  c'est-à-dire  sont  tels  que  -  as  ^  «a  I    ;  réciproquement  à 

•ont  point  N  de  la  sphère  je  lats  correspondre  le  point  M  du  plan  des  xy 
qui  a  pour  coordonnées  homogènes  les  trois  coordonnées  cartésienne  de  N 
{lesquelles  sont  (672)  les  cosinus  directeurs  du  rayon  ON]. 

La  eonBepottdanee  aiiisi  établie  est  univoque  et  réciproque,  car  un  sye- 
aèm»  de  ^eaUuis  de  («  i;^  t  détermine  toujoura  un  point  M  et  un  seul 
^777),  et  réciproquement  à  trois  valeurs  de  ^,  r^,  t  correspond  un  etnn 
seul  sysèème  de   valeurs  des  coordiumées  a,  p,  y  dont  la  somme  des 

carrés  doit  être  égale  à  i  T^,  r,,  t  étant  connus,  posons  7  ae  °  a»  ~  «  X  ; 

la  iraleur  du  rapport  X  sera  déterminée  par  la  condition  a*  +  P'  -i-  Y* 

«  X'5«  -h  XV  +^^^  =  I  qui  donne  X«=g,    ,     \    .     J  ;   d'afiletirs. 

,      "t*    «i      T"    fc   J  ._ 
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779.  Points  à  rinlini  de  la  seotion  conique.  —  Ainsi  les 
points  de  la  conique  d'équation  (i)  ou  (2)  qui  sont  situés  à  l'infini 
ont  pour  coordonnées  homogènes  (outre  r  =  o)  les  systèmes  de 
valeurs  de  (Ç,  y?)  qui  satisfont  à  Téquation  : 


AS»  H-  2  B?T,  H-  Ct,>  =  o      ou      C  (j y 


-4-aB-H-A  =  o. 


Cette  équation,  du  second  degré  relativement  au  rapport  -  r 

donne  deux  valeurs  de  ce  rapport  :  d'où  nous  concluons  que  la  co- 
nique a  deux  points  â  l'infini,  savoir  les  points  : 


c     k*    •                   —  B—/B*  — AC, 
,  {  arbitraire  ,       tj  = s^ î  ,       t  =  o, 

t      u-i  —  B  —  ^  B«  —  AC  , 

ç  arbitraire,       r,  = ^ ç  ,       •:  =  o. 

Si,  au  lieu  de  poser  d'emblée  t  =  o,  on  donne  [à  t  une  valeur 
variable  qui  tend  vers  o,  on  constate,  comme  il  était  facile  de  le 
prévoir  a  priori,  que  les  points  à  l'infini  de  la  conique  sont  des 
points  rejetés  à  Vinfinidans  les  directions  des  deux  asymptotes. 

Il  en  est  ainsi  du  moins  si  la  conique  a  des  branches  infinies, 
c'est-à-dire  si  B'  —  AC  >  o  [supra,  p.  61,  note  2]  ; 

Si  B*  —  AC  <  o,  la  conique  est  du  genre  ellipse  et  les  valeurs 

étant  donné  un  point  M  du  plan  dea  xy  dont  les  coordonnées  homogènes 
•ont  appelées  ;,  tj,  t,  nous  savons  que  l'une  de  ces  trois  coordonnées 
peut  être  choisie  arbitrairement  ;  nous  conviendrons  de  toujours  la  choisir 
de  manière  que  Ç*H-ï)»4.t*=si;  alors  les  coordorméea  homogènes  ne 
seront  autres  que  les  trois  coordonnées  a,  p,  y,  du  point  N  de  <9  sphère. 

Ainsi  le  passage  aux  coordonnées  homogènes  revient  à  établir  une 
correspondance  de  point  à  point  entre  le  plan  des  oey  et  la  surface  d'une 
sphère  de  rayon  i,  surface  dont  tous  les  points  sont  à  distance  finie. 

A  tout  point  du  plan  situé  à  distance  finie  correspond  un  point  N  de 
la  sphère  ;  à  tout  point  situé  à  distance  infinie  correspond  aussi  uu  point  N 
de  la  sphère  dont  la  coordonnée  7  =»  t  est  nulle,  c'est-à-dire  un  point  de 
la  sphère  situé  dans  le  plan  des  xy.  A  la  droite  de  l'infini  du  plan  des  xy 
correspond  par  conséquent  le  grand  cercle,  C,  de  la  sphère  situé  dans  le  pUm 
des  xy. 

Cela  posé,  à  toute  figure  du  plan  correspond  (point  par  point)  une 
figure  tracée  sur  la  surface  sphérique,  et  à  toute  intersection  de  deux 
courbes  du  plan  correspond  sur  la  sphère  l'intersection  des  courbes  cor- 
respondantce.  En  particulier  les  intersections  d'une  courbe  avec  la  droite 
de  l'infini  sont  fis^irées  sur  la  sphère  par  les  intersections  de  la  courbe 
correspondante  avec  le  grand  cercle  C. 
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<îe  j  trouvées  ci-dessus  sont  imaginaires  ;  nous  dirons  en  ce  cas 

que  la  conique  a  des  asymptotes  et  des  points  à  t infini  imeiginairts  ; 
Si  B*  —  AC  =  G,  les  deux  asymptotes  et  les  deux  points  &  Tin- 

g 

fini  sont  confondus  {^arbitraires  y)  =  — p  £,  t  =  o). 

Considérons  en  particulier  le  cas  où  la  section  conique  est  un 
cercle.  Appelant  a,  b,  les  coordonnées  cartésiennes  du  centre,  r  le 
rayon  du  cercle,  nous  écrivons  Téquation  du  cercle  : 

(x  —  a)*  -f-  (y  —  6)«  =  r* 

qui  donne  en  coordonnées  homogènes  [en  posant  x  =  -  ,  y  =  - 

et  multipliant  par  r']  : 

(5  -.  azy-h  (r.  —  6x)*  —  rV  =  o. 

Les  points  d'intersection  avec  la  droite  de  l'infini  sont  obtenus  en 
annulant  r  dans  la  dernière  équation  ;  leurs  coordonnées  homo- 

gènes  sont  donc  ^données  par  t  =  o  et  |*  h-  >j* =o,  ou  —  =  —  i , 

donc  ?  =  1  /  —  I.  Ces  points  sont  imaginaires  (comme  il  devait 

être,  puisque  lecercle  n'a  pas  d'asymptotes  réelles)  :  nous  les  ap- 
pellerons points  cycliques. 

Remarque.  —  La  distance  des  points  cycliques  â  l'origine  des 
coordonnées  cartésiennes  (point  x  =  y  ==  o)  ne  doit  pas  être 
considérée  comme  infinie,  mais  bien  comme  complètement  indé- 
terminée.  En  effet,  la  distance  d*un  point  (x,  y)  à  l'origine  est 

y^x*  -T-  y*  ou  en  coordonnées  homogènes    ^   ^    ;  on  voit  que, 

pour  les  points  cycliques,  cette  distance  est  égale  à  |a  fraction  ^  qui 
n'a  aucune  valeur  déterminée  {Cf.  in/ra  ,  Trois.  Liv.  ch.  II). 


780.  —  Si  nous  convenons  d'appeler  pom/z'ma^ma/re  tout  point 
dont  une  coordonnée  au  moins  est  imaginaire,  nous  serons  con- 
duits à  envisager  certaines  courbes  dont  tous  les  points  sont  imagi^ 
naires. 

Telle  est,  par  exemple,  la  courbe  d'équation  Ax*  -h  Cy*  =  i , 
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lorsque  A  et  G  sont  tous  deux  uégallfs  (640),  que  qous  regarde- 
rons comme  une  ellipse  imaginaire. 

A  quoi  bon,  dira-t-on,  et  n'allons-nous  point,  tout  de  même, 
abuser  de  la  fiction  où  nous  nous  sommes  peut-être  un  peu  légè- 
rement engagés  P  Non,  nous  ne  faisons  pas  fausse  route.  En  nous 
bornant  ici  encore  à  une  brève  indication,  nous  allons  signaler, 
d'après  (*)  von  Staudt  (i846),  une  très  remarquable  application  de 
la  théorie  des  sections  coniques  imaginaires. 

Nous  avons  vu  qu'une  section  conique  quelconque  [dont  l'équa- 
tion a  la  forme  (i),  n°  777]  définit  une  correspondance  duale  (726)  : 
à  tout  point  du  plan  elle  fait  correspondre  une  droite  (polaire  du 
point),  à  toute  droite  un  point,  à  toute  courbe  une  courbe. 

Algébriquement,  cette  correspondance  se  traduit  par  la  relation 
(28)  du  n°  656  qui  lie  les  coordonnées  (x,  y)  et  (x^,  y^)  de  deux 
points  correspondants  [dont  chacun  est  ^situé  sur  la  polaire  de 
l'autre]  ;  il  suffit,  d'ailleurs,  de  se  donner  cette  relation  pour  défi- 
nir complètement  la  correspondance  duale  qu'engendre  la  conique  ; 
ceile  relation,  en  d'autres  termes,  nous  permet  de  suivre  dans  toutes 
ses  conséquences  la  correspondance  dont  il  est  question,  sans  même 
nommer  la  section  conique. 

Or,  il  est  clair  que  la  relation  en  question  conserve  un  sens  réel 
quelles  que  soient  les  valeurs  réelles  des  coeflîcients  A,  B,  C,  D, 
E,  F.  La  correspondance  duale  est  donc  toujours  définie,  et  définie 
delà  même  manière,  que  la  conique  d'équation  (1)  soit  réelle  ou 
qu'elle  soit  imaginaire  (*}. 

Ainsi  l'étude  d'une  conique  imaginaire  est  t étude  d'une  corres- 
pondance duale  réelle  ;  cette  étude  n'a  donc  rien  d'illusoire  et  est 
au  contraire,  dans  la  théorie  générale  des  correspandaiices  duales, 
un  intermédiaire  des  plus  utiles. 

781.  La  géométrie  à,  n  dimensions.  —  Nous  ne  suivrons  pas 
plus  avant  von  Staudt  dans  la  géométrie  imaginaire  et  nous  ter- 
minerons ce  paragraphe  en  mentionnant  un  ensemble  de  travaux 

-('J  Gaomeirm  («br  Lt^ê,  KAnabug,  m^^  «t  Seiiràfge  Mtr  GtoneirU  der 
Ltjf^  Nûienberg,  i856«^6o. 

(*)  On  tait  que  les  points  située  sur  le  contour  de  la  cohitfne  iietreirreiit 
sur  leurs  polaires  respectives.  Lori^que  la  correspondance  duale  a  Umi  faw 
t^t^peit^nne  coB]tqa»/inMigtnaîre,itdi'«Ki8*e  pas  de  poinui  xéels  joûsant 
de  cette  propriété  [c'eat-à-dirc  situés  sur  les  droites  qui  leur  correspondent]. 
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—  dus,  en  grande  partie,  i  Talgébriste  anglais  Cayley  —  qui  pro- 
longent la  géométrie  dans  une  voie  différente  :  il  s'agit  de  l'étude 
des  relations  algébriques  que  Ton  peut  établir  entre  n  variables 
{n  nombre  entier  quelconque). 

Etant  donné  que  les  relations  entre  deux  variables  définissent  pour 
nous  des  figures  de  l'espace  à  deux  dimensions  (c'est-à-dire  du 
plan),  que  les  relations  entre  trois  variables  définissent  des  figures 
de  l'espace  à  trois  dimensions,  pourquoi  ne  pas  considérer  les 
relations  entre  n  variables  comme  représentant  des  figures  situées 
dans  un  espace  fictif  à  n  dimensions  ? 

Telle  est  l'idée  que  développe  Cayley  dans  ses  Chapters  in  thû 
analytical  geometry  ofn  dimensions  (i843)  et  dans  son  Memoir 
onabstract  geometry  {i 86g),  Et,  effectivement,  l'emploi  du  langage 
géométrique  en  cette  occurrence  était  propre,  comme  le  remarque 
Cauchy  (')  en  i847>  ^^  ^  éclaircirun  grand  nombre  de  questions  dé- 
licates »  et  ((  à  guider  le  calculateur  au  milieu  des  difficultés  »  ('). 


6.  —  Substitatiotts  et  groupes. 


782*  —  Nous  allons  revenir  maintenant  au  calcul  algébrique 
proprement  dit. 

Il  est  une  opération  qui,  sous  des  noms  divers,  est  fréquem- 
ment intervenue  dans  les  chapitres  précédents.  Changement  d'in- 
connue dans  la  théorie  des  équations,  changement  de  variable  dans 
le  calcul  des  fonctions  et  les  problèmes  de  différentiation  ou  d'in- 
tégration (chap.  II),  transformation  en  géométrie  algébrique,  œ 
sont  la  autant  d'applications  d'un  seul  et  même  procédé.  Afin  donc 
d'éviter  les  redites,  et  pour  tirer  du  procédé  en  question  le 
meilleur  parti  possible,  l'algébriste  s'est  trouvé  amené  à  isoler  et  à 
formuler  a  priori  les  règles  qui  en  déterminent  l'emploi.  Ainsi  fut 

(»)  C.  R.  de  VAcad.  des  Sciences,  t.  XXIV,  p.  8B  ;  Œw„  t.  X,  p.  292-95* 
l*)  Une  ingénieuM  exteottun  de  Valgèhre  des  vecteura  à  Tetpaceà  n  dimen- 
iîont  aété  faite  par  Gsassmann  (iH>ir  n<*  71 1),  qui  a  déiiiii  et  analyvé  les  M* 
mentB  simples  dent  sont  composées  lee  figunes  -d'mi  tel  cipaoe.  -—  Sur  im 
digaificatioii  fhj^qoè  dee  d^meaeioDS  de  l'espace,  on  pouna  coBsolter 
iei  ouvrages  d'H.  '^moLBà. 
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constituée,  et  dotée  d'un  Appareil  de  dénnîtioDS  et  de  syniboies 
spéciaux^  une  théorie  qui  est  aujourd'hui  l'un  des  chapitres  les 
plus  importants  de  l'algèbre.  Nous  n*en  aborderons  ici  que  quelques 
points,  nous  réservant  de  revenir  au  $  8  sur  les  généralisations 
qu'elle  comporte. 

783.  SubstitutionB  (*).  —  Appelons  Xt,..  Xn,  n  variables  indé- 
pendantes [un  système  de  n  variables  indépendantes]  et,  désignons 
par  x'i,..  x'n^  n  expressions  algébriques  composées  des  n  variables 
Xi , . .  Xn  et  de  nombres  constants,  c'esl-à-dire  n  fonctions  de  Xi . . ,  a;,^  : 

(l)      X\  =  fi  (rFj...,Xn),  Xft=fi(x^,..  a;n)..-a'n=/n(aîj,..  a-n). 

Supposons  qu'au  système  des  n  quantités  variables  x'j , . .  afn  nous 
substituions  le  système  des  n  nouvelles  quantités  Xi,..  Xn;  nous 
dirons  que  nous  opérons  ou  eflectuons  une  substitution;  en  con- 
séquence nous  regarderons  les  formules  (i)  comme  dcHnissant  une 
substitution  que  nous  désignerons  par  le  symbole  (S). 

Si  nous  nous  donnons,  d  autre  part,  un  système  de  valeurs  de 
x',,.  x'n,  nous  pouvons  regarder  les  égalités  (i)comme  un  système 
d'équations  algébriques  dont  les  inconnues  sont  Xi,..  Xn-  Suppo- 
sons que  nous  sachions  résoudre  ce  système  :  nous  trouverons  alors 
les  expressions  de  Xi,..  x»  en  fonction  des  quantités  x't,..  x'n  sous 
la  forme 
(a)  ^1  =9i  (^'i--  ^'n).---  a;'„=^n(a:',...a:'„). 

(*)  Comparer  les  n»»  369,  480,  720. 

Le  mot  substitution  fut  pris  à  l'origine  et  est  souvent  pris  aujourd'hui  en 
core  dans  un  sens  plus  particulier  lorsque  les  quantités  ou  les  éléments  subs- 
titués les  uns  aux  autres  sont  en  nombre  fini.  Soient  aj,  ...,  a^,  n  éléments  s 
nous  savons  (a58)  qu'il  y  a  n!  (c'e^t-à-dire  i  x  2...  x  n)  permutations  d» 
OM  éléments  :  l'opération  qui  consiste  à  passer  de  l'une  de  ces  permuta- 
tions à  une  autre  est  appelée  substitution.  On  désigme  cette  substitution, 
dans  réérituro,  en  plaçant  Tune  sous  l'autre  entre  parenthèses  Io4  permu- 
tations échangées.  Ainsi  les  substitutions  de  trois  éléments  sont  : 
/a,  6,  c\  /a,  b,  e\  /a,  b,  e\ 

^*  =  Uc.  6J-         '^-\b,a,c)*        '«~\6.c.  aj' 

'*  =  le  a,  6]>         '»  =  le  6,  a) 

auxquelles  on  ajoute  la  sxibstitutlon  dite  identique  (  ^  ^'  ^j  qui  change 

les  trois  éléments  en  eux-mêmes.  —  La  théorie  des  substitutions  a  été 
systématisée  par  Serret  dans  son  Cours  d'algèbre  supérieure  (t.  II),  et 
par  Jordan  (dans  l'ouvrage  cité,  infra,  p.  180,  note  i). 
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Ces  égalités  (s)  définissent  une  substitution  qui  est  dite  substi-- 
talion  inverse  de  la  substitution  (S). 

Si  les  fonctions  fi,.,  fn  sont  toutes  des  polynômes  du  premier 
degré  par  rapport  aux  n  quantités  X|,..  Xny  la  substitution  est  dite 
linéaire.  Si/i,../ii  sont  des  fonctions  rationnelles  àe%  n  quantités 
a:, y..  Xn,  la  substitution  est  dite  rationnelle.  Si  les  fonctions  /et  ^ 
sont  toutes  rationnelles,  la  substitution  est  dite  birationnelle. 

784.  Puissances  d  une  substitution.  —  Après  avoir  effectué 
la  substitution  (S)  qui  substitue  le  système  des  quantités  x'i,..  xf„ 
au  système  X|,..  Xh^  opérons  une  seconde  fois  la  même  substitu- 
tion :  nous  obtenons  le  nouveau  système  de  quantités 

Etant  donné  la  définition  des  x\  la  passage  du  système  a:,,..  x„ 
au  système  x't,,.  x'n  peut  être  considéré  comme  le  résultat  d*une 
substitution  unique,  définie  par  les  égalités  (^) 

^1  =/l  [fi  (^i»--  ^«)'/«  (*!»••  ^n)f''fn  K...  JCn)].... 
...,  a^„  =^fn  [fi  (3P||..  i'Cn)f*"fn  (x^,.,  «»)]. 

Cette  substitution  est  désignée  par  le  symbole  (S^)  et  Ton  dit 
qu'elle  est  le  carré  de  la  substitution  (S). 

Nous  définirons  de  même  la  substitution  (S')  — cube  de  la  subs- 
titution (S)  —en opérant  trois  fois  successivement  la  substitution  (S), 
et  ainsi  de  suite. 

La  substitution  inverse  de  (S),  définiô  plus  haut,  est  désignée  par 
le  symbole  (S~*)  :  elle  est  regardée  comme  puissance  d'expo- 
sanl  —  I  de  la  substitution  (S). 

Le  carré  de  la  substitution  inverse  de  (S)  est  dite  puissance  d'expo- 
sani-2  de  la  substitution  (S)  et  désignée  par  (S"').  Et  ainsi  de  suite. 

785.  Produit  de  deux  substitutions.  —  Considérons  les  deux 
séries  d'égalités 

(S)       OP*,  =/,  (a?,,..  Xn),..  a/n  =/fi  («1...  «n) 
(T)      {|  =  <p,  (a:,,..  x„),..,        in  =  ?n  («,...  x„), 

(*)  La  définition  des  x"  indique  comment  il  faut  lire  ces  égalités. 

Exemple.  —  Consîdérona  la  substitution  (relative  à  deux  quantités 
seulement)  ar',  ^Xi  4-!/i,y'»  ==3:, y,  ;  nous  avons  a?*;  =  x,  -\-y\,y\  ^x\y\; 
doncxi-^  «,+!/,+  Xii/i,  Vi  =  [Xt  +2/i).«iyi. 

Bovrmocx    —  Lot  PrioeipM  do  l'Analyio  Kalhéaiatiquc.  II  la 
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•^ni  ctiâcune  défiait  une  substitution.  Déiignons  par  (S)  la  pre- 

•  mière  substitution,  par  (T)  la  seconde  ('). 

On  appelle  produit  des  substitutions  (S)  et  (T)  —  et  Ton  désigne 

;par  le  symbole  (S.T)  ou  (ST)  —  la  substitution  que  Ton  se  trouve 
opérer  sur  le  système  des  quantités  Xp..  x»  si  Ion  opère  succes' 
sivemeni  les  substitutions  (S)  et  (1^  ;  j'entends  par  ]à  que  ton 
substitue  :  d'abord  au  système  Xi,..  a:»  le  système  x/, ..  a/ni  puis 

-au  système  x/,..  Xn,  le  système  yi,--  yn  défini  par  : 

yi  =  ?i  (»'i.-»  aî'n),..  y»  =  <Pn  (aî'i,..,  ar'n). 

Ainsi  la  substitution  (ST)  est  définie  par  les  égalités 

(ST)     y^  «:  ^4  r/i  (ari,..,  ««)...,/«  (Xj,..,  x^],  etc. 

Ayant  défini  le  produit  (ST)  on  définira  le  produit  de  trois 
silbstitutions  (S),  (T),  (U),  comme  étant  le  produit  de  la  substi- 
tution (ST)  par  la  substitution  (11)  : 

(S).  (T).  (U).  =a  (ST).  U  =  (STU), 

et  ainsi  de  suite. 

Ces  définitions  sont  d'accord  avec  la  définition  des  puissances 
-de  substitutions  donnée  au  n""  784.  En  effet,  si  Ton  applique  la 
définition  du  produit,  on  constate  que  la  substitution  (S**  S''),  pro- 
duit des  deux  substitutions  S**,  Sp  [définies  d'après  le  n*  784  pour 
m  et  p  entiers]  n'est  autre  que  la  substitution  (S"*''''').  En  particulier, 
le  produit  (S  S-*)  ou  (S"*  S)  donne  comme  résultat  le  système 
"même  des  quantités  Xi,..  Xn  d'où  nous  sommes  partis  (*)  ;  on  dit 
que  ce  produit  —  que  Ton  désigne  par  (S^)  —  opère  la  substitu- 
tion identique  [il  change  le  système  Xj,..  Xn  en  lui-même].  Les 
ptoduils  (S*  S~*)  et  (S***  S"""*)  pour  m  entier  quelconque  se  réduisent 
pareillement  à  la  substihition  identique  (S<^). 

786.  —  Ainsi  nous  pouvons  Instituer  un  calcul  des  substitutions 
dont  les  règles  sont  pour  ainsi  dire  calquées  sur  celles  de  la  mulli- 
.plication.  En  faisant  abstraction  de  l'effet  de  cette  opération,  pour 

(')  Aînsi,  si  Ion  opère  les  substitutions  (S)  et  (T)  sur  le  mémo  système 
de  quaattlés  d?,,  ...|  s^,  on  obtient,  d'nne  part,  Id  système  de  quantités 
-•'il  ...»  »«,  d'a«tnD  part  un  système  de  quantités  (différentes)  J,,  ...,  {,. 

(*)  ^S)  8«tbstitoc  à  ar,,  ....  x^  un  système  x\,  ...  x'^\  la  substitution 
^S~')  opcrcu  sur  ce  bystdme  redonne  aîi,  ...  x^. 
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ne  considérer  que  le  mécanisme  des  combinaisons  formelles  qu'elle 
met  en  jeu,  nous  réusaissons  à  transposer  ce  dernier  dans  notre 
nouvelle  théorie,  on  noufl  rnCrodiikfiûaa  à  dessein  la  terminologie 
mime  de  Faritlimétique  élémentaire.  Nous  pouvons,  ainsi  inter- 
préter trèsL  simplement  des  calculs  en  apparence  fort  compliqués. 

il  est  e«pendtot  uoa  propriété  de  la  multiplication  arithmétique 
ordinaire  qui  ft'asppartient  pas.  nsécessairement  à  la  multiplication 
des  substitirtion»  :  c* eet  la  commutativùé  (7).  Tandis  que,  si  a  et  6 
sont  des  nombre»,  on  a  koojottr»  ax  b=^b  X  dy  l'égalité  (ST) 
=  (TS)  n'aura  pas  lieu  en  général  [c'eslr- à-dire  :  si  (S)  et  (T) 
semt  des  ffubstîtutionai  cbai^sies  au  basai  dj. 

La  substitution  (ST)  seca  définie  [je  conserve  les  notations  du 
II*  7S5}  par  les  igalifiés 

(ST)   y,  =  (p,  [/,  (a;„..^a-„),../„  (o^t,..  a^)],  ete; 

la  substitution  (TS)  changera  X\,..  ocn  en  un  système  de  quti»- 
tiiés  z^;,  ..  Zm  défini  par  les  égalités 

(TS)      Zi  ==5/1  [<^  («1,..,  Xn)...  Çn  (^4,"»  ^u)]." 

et  en  général  les  deux  systèmes  de  quantités  y^,..  y^^et  Z|.,  aw 
seront  diCRrewl». 

Ainsi,  lorsque  nous  écrirons  un  produit  de  aubatituJioos  tel  qui^ 
(STS)  ou  (»)  (S-  T«  S^  P)  nous  prendrons  garde  à  Vordre  dû9 
facteurs,  que  nous  n'avons  pas  le  droit  de  modifier. 

Exceptionnellement  —  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  Ton  a  affaire 
i  certaines  substitutions  (S)  et  (T)  particulières  —  il  peut  arriver, 
bien  entendu,  que  le  produit  (ST)  soit  commuta tif. 

787.  Groupe  de  subartltutlons  (oas  d'une  variable  unique).— 
Considérons  Tégalîté 
(3)  *'=/(rr.a,  à,..) 

OÙ  /  est  une  fondion  de  la  variable  x  et  de  certaines  quan* 
tkés«,  6,  elc,  1/(55)  peut  être  par  exemple  un  polynôme  en  x, 

ou  le  quotient  de  deux  polynômes  en  x,  ^,      ..^  "^^,'^,"^  ""  ,  dont 

les  coefficients  sont  a,  b,  etc.]  Si  nous  donnons  à  a,  6,..  des  valeurs 
fixes  (constantes),  Tégalité  (3)  définit  une  substitution  bien  déter- 

\^)  Où  Ton  suppose  les  exposants  m,  n.  p^  q  entiers. 
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minée  [qui  substitue  af  hx].  Si,  par  contre,  nous  donnons  succes- 
sivement à  a,  6,..  des  valeurs  diverses,  la  même  égalité  se  trouvera 
définir  autant  de  substitutions  différentes.  A  notre  gré  nous  pou- 
vons donner  aux  nombres  a,  &,..  des  valeurs  absolument  quel- 
conques (nombres  relatifs  ou  imaginaires  quelconques),  ou  bien 
des  valeurs  appartenant  à  une  classe  de  nombres  déterminée  (classe 
des  nombres  réels,  ou  classe  des  nombres  rationnels,  ou  classe  des 
nombres  entiers,  ou  toute  autre  classe  de  nombres  bien  définie). 

J'appellerai  ensemble  ou  système  de  substitutions  (S)  l'ensemble 
de  toutes  les  substitutions  que  peut  définir  l'égalité  (3)  lorsque 
Ton  y  remplace  les  lettres  a,  b,..  par  des  valeurs  numériques 
appartenant  à  la  classe  considérée.  Je  désignerai  d'autre  part  Tune 
quelconque  de  ces  substitutions  par  la  lettre  S  affectée  d'un  indice, 
soit  (Si),  ou  (St),..  Et  je  dirai  que  les  substitutions  (S,),  (S,),., 
appartiennent  au  système  (S). 

Gela  posé,  on  dit  (')  que  le  système  des  substitutions  (S)  cons- 
titue un  groape»  si  toute  puissance  ou  produit  de  substitutions  du 
système  fait  également  partie  du  système.  On  démontre  d'ailleurs 
que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi 
est  simplement  que  le  produit  de  deux  substitutions  et  Finverse 
d'une  substitution  quelconque  du  système  appartiennent  au  système. 
Ainsi,  pour  savoir  si  l'on  a  affaire  à  un  groupe,  il  suffira  d'exa^- 
miner  si  cette  double  condition  est  remplie. 
Nous  allons  éclairer  cette  définition  par  quelques  exemples. 

788.  — Convenons,  pour  simplifier  l'écriture,  de  désigner  par  le 
symbole  [oCjf{x)]  la  substitution  que  définit  l'égalité  xf  =/(«). 

Nous  voyons  immédiatement  que  l'ensemble  des  substitutions 
[x,  ox  +  fc],  où  a  et  6  sont  des  nombres  réels  ou  imaginaires  quel- 
conques, constitue  un  groupe.  En  effet,  soient 

(4)  [«f  fli  «  H-  fe,]  et  [«,  a,»  4-  *,] 

deux  substitutions  particulières  quelconques  S|  et  S,  du  système 

(*)  Les  définitioni  relatives  aux  groupes  et  à  leur  classification  ont  été 
coordonncet  dans  un  traité  de  M.  Jordan,  qui  eut  une  grande  influence, 
et  qui  est  resté  classique  :  Traité  des  substitutions  et  des  équations  algé- 
briques, Paris,  1870.  —  La  notion  même  de  groupe  fut  introduite  dans  la 
science  par  Cavcby,  qui  l'utilise  dans  ses  mémoires  insérée  au  Journal 
de  V Ecole  Royale  Polytechnique^  17*  cahier  (t,  X),  181 5. 
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[obtenues  en  donnant  à  a  et  6  des  valeurs  particulières  ai  et  bi,  ai 
et  6,].  La  substitution  (S|  S,)  s'exprime  par  le  symbole 

[x,    as  (ai  a:  -h  61)  -+-  6,]  ou  [x,    aj  ai  x  -f-  a,  6,  -f-  6,]  ; 

c'est  la  substitution  du  système  (S)  que  Ton  obtient  en  faisant 
a  =  a^Otj    6  =  ai  6|  H-  6i*  La  substitution  (Si"')  a  pour  exprès- 

:sion  (un  calcul  facile  le  montre)!  ^1  r  ^  ^  ^  •  c'est  la  substitu- 
tion (S)  obtenue  en  faisant  a  =  — '  6  == .  Tous  les  produits 

et  puissances  de  substitutions  (S)  [de  forme  (4)]  sont  de  même  des 
substitutions  (S). 

Nous  constatons  pareillement  que  l'ensemble  des  substitutions 

ou  a,  6,  c»  d,  sont  des  nombres  réels  ou  imaginaires  quelconques* 
constitue  un  groupe. 

.L'ensemble  des  substitutions  [x,  x  -^  b]  oh  b  est  assujetti  à 
être  un  nombre  entier,  d'ailleurs  quelconque,  (positif  ou  négatif) 
constitue  pareillement  un  groupe  ('). 

Considérons,  d'autre  part,  les  substitutions  [  x,  ^        >],  où 

•a»  b,  c,  d,  sont  des  nombres  réels  quelconques  assujettis  (')  à 
satisfaire  à  la  relation  ad  —  6c  =  i .  Il  est  facile  de  voir  que  ces 
substitutions  forment  un  groupe.  Considérons-en,  en  effet,  deux 
^quelconques 

le  produit  de  ces  substitutions  est  la  substitution  ; 

r  («10»  -f-  fcaCi)  00  -f-(aifc|  -h  M«)]» 

L   '       (aic«  -t-  Cid,)  X  H-  (6|Ca  H-  d^d^)  | 

et  Ton  vérifie  aisément  que  l'on  a 

(flifli  -h  6îC,)  (6iCa  4-  rfirfi)  —  (a,6i  -h  Wi)  (ûiCj  -t-  c,e/»)  =  i 

(^)  Le  produit  dea  substitutions  [x,  x  4.  61],  [x,  x  +  &i]  s'écrit,  en  effets 
[x,  X  +  (&i  +  frs)],  où  (5|  +  h^)  est  entier  si  &|  et  &«  le  sont.  L'inverse  de 
[f,  X  +  6J  est  la  substitution  [x,  x  —  dj. 

(')  Je  ne  change  pas  la  valeur  de  là  fraction        .    i  si  je  multiplie  les 
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en  conséquence  <les  égafilés  a,  Wi  —  èj  c^  ==  Oi  a%dg  —  .b;fiiZ=:  j. 
On  vérifie  de  même  que  la  eubstitulion  (Si~*)  appartient  au  bjêt 
tème.  Donc  (d'apcès  787)  le  système  est  un  groupe. 

Paimi  les  subsiitutions  que  iious  venons  d'envisager  en  dernier 

lieu,  considérons  celke  qui  correspondent  à  des  valeurs  entières  de 

,  fe,  c,  d;  elles  formant  évidemment  un  groupe,  car  si  ai,  ti,..,  d% 

sont  des   nombres  entiers,   il  en   est  de   mtesie  ém  Mumùmêê. 

a/ij  4-  6sCi,  etc.,  gwi  figurent  dansles  expressions  de  (S,Sï)  et  (Si"*). 

En  d'autres  Jtermes  l'ensemble  des  substitutions  1  x,    Tj.  où 

a,  b  c,  d^  sont  des  nombres  relatifs  entiers  quelconques  aatisiaisant 
à  la  i?elAtioD  ad^ —  bc  9^  i ,  constitue  un  groupe.  Ce  groupe  est 
dit  (pour  dea  raisons  que  nous  ne  pouvons  expliquer  ici)  groupe 
modulaire  ;  on  Tappclle  parfois  plus  spécialement  groupe  arithmé- 
tique  (*). 


I  ct)«f  Gfiients  a,  b,  c,  d  pour  un  même  nombre  m  ;  l'expression  ad  ^—hc 
est  alors  multipliée  par  m^.  En  censcqucnce,  supposant  effectuée  une 
nraKîsp'Yrcation  •pré«M}le  -^r?  «,  6,  c,  d  par  un  même  a-»iiiive  oouTnsablaa 
je  puis,  sans  restreindre  l'ensemble  de  «tthstitutious  que  je  couidâre^ 
assigner  k  ad  —  &c  la  valeur  qui  me  plaira,  par  exemple  i. 

C)  Le  grotte  modulaire  £aSt  iMtftie  .d'wM iclasM  4e  grovfies  |diM  féné- 

iralie,  t^m  «enMitués  |uur  des  substitutions  |.x,  ^^    i    . J  dont  les  aœffi' 

tw(t  a^  h^i^  d  mnt  des  nembnes  réels  liés  par  k  relation  ad  —  £e  se  i  ; 
«fies  groupes  ont  été  app^-lés  groupes  fuchaiens  Jen  l'honneur  du  géo- 
mètre allemand  Fuchs],  par  Heari  Poin-'arê,  qui  en  démontra  rezn- 
tence.  Cf.  H.  Poingaré,  Théorie  des  groupes  fuchsiens,  Acia  MaUmnaUcOt 
t.  I,  1882. 

Parmi  les  substitutions  du  groupe  modulaire  «î-dessus   défini  figurent 
les  substitutions  [a:,  a:  +  1]  obtenue  pour  a-a=o,  c=:o,  6=î,d=«  i,  et 

yoCf  —  -J  obtenue  en  faisant  a  =  o,  6=:—  i,  cs=i,d»o.  Appelons  (S,) 

et  (Ss)  ces  deux  substitutions.  On  vérifie  facilement  (cf.  187)  que  toutes 
les  substitutions  du  groupe  peuT«nt  être  obtenues  en  combinant  par 
muliiplication  (S,),  (S7')  et  (Sj)  [la  substitution  (Sj')  se  confond  ici 
avec  S))].  Si,  par  exemple,  Ton  opère  n  f ois  de  suite  (n  entier  positif) 
la  sul'Stituslion  ,(S  J  ou  {St')i  on  passe  Jexàa;  +  noua;--n;  opérant 

ensuite  (S2),  on  obtient      ,      ou  - ;  de  là  on  passe,  en  opérant  m  fois 

4e  «uite  (S,),  à  4a  quantité  -^^  -f  j»  ♦u  —^  -f  *»,  «s'cst^-di» 

mx  -f  imn  — .  i)       mx  —  (mn  -f-  t) 

-     -^   V     -, J-  ou        -        ^       -^—J-  ;  ^t c. 
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780.  Définilloa  générale  en  groupa  âm  mbaUtniioiM.  -*  La^ 
définition  tlonmée  au  n*  ?B7  s'étend  sisément  au  cas  06  l'on  con- 
sidère simultanément  un  nombre  quelconque  de  sufaetituHons  por^ 
tant  sur  un  nombre  quelconque  de  quantités. 

Soient,  par  eiemple,  deux  substitutions  (S),  (T),  relatives  l  h. 
quantités  â;i,  ..,  âs»  et  définies  par  les  égalités 

*'*  =/l  (^i^—  ^fO»  ^«  ^=/«  (*»»••>  ^»)»-  *n  ^=/ll  (**fï  x„) 

Supposons  que,  dans  les  y  et  f ,  figurent  certains  coefficients* 
indéterminés  a,  6,  c»..  susceptibles  de  prendre  toutes  les  valeurs 
appartenant  à  une  classe  de  nombres  déterminée.  L'ensemble  des 
substitutions  (S),  (T)  correspondant  aux  diverses  valeurs  pos- 
sibles de  a,  b,  c.  constitue  un  système  de  substitutions.  Ce  système 
constituera  un  groupe  si  toute  substitution  inverse  d'une  substitu- 
tion (S)  ou  (T)  et  tout  produit  de  deux  substitutions  du  système 
appartient  aussi  au  système. 

790.  Invariante.  —  La  notion  d* invariant  joue  un  rôle  impor^: 
tant  dans  la  théorie  des  substitutions  et  dans  la  théorie  4ai^-. 
groupes. 

Considérons,  soit  une  substitution  isolée,  soit  plusieurs  substi*' 
tulions,  soit  un  groupe  de  substitutions  portant  sur  n  quanti tép 
Xi,..  Xn.  Toute  fonction  F  (Xi,..  Xn)  des  quantités  Xi,..  Xn,  qui 
oonserve  la  même  valeur  lorsque  Ton  opère  sur  xi,..  a:»  la  ou  les- 
substitutions  considérées,  est  un  invariant  par  rapport  è  cette  ou* 
i  ces  substitutions  (*) . 

Ainsi  F  est  un  invariant  par  rapport  à  la  substitution  (S)  du 
n*  789  si  Ton  a  F  {x'u..  x'„)  =  F  (X|..  Xn). 

La  notion  d'invariant  est  d'une"  grande  utilité  pour  caracté- 
riser une  substitution  ou  un  groupe  de  substitutions  donné. 


(S  VinffOfùmi  aiost  défiisî  sst  souvent  appelé  ûworiani  ahaotu.  Los 
auteurs  qui  edeptsnt  sstte  isrmnologie  appsilmt  iavarianl  relatif  [par 
rapport  à  une  ou  piusîeuis  subsUtttUeos]  toute  fonoUon  F(«^« ..  xjj  qui 
sit  multipliée  par  une  constante  (x  (nombre  bdépendaot  dos  valeum 
aibitralirs  «ttsibnées  aux  variables  «i«  ««^  «^)  lorsque  l'on  opire  k  ou^ 
les  substitutions  données. 
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791.  Applioations  de  la  théorie  des  groupes.  —  Ainsi 
s'édifie  peu  à  peu  une  vaste  théorie  qui  permet  de  classer  d'une 
manière  systématique  les  différents  types  de  substitutions  et  les 
combinaisons  auxquelles  elles  donnent  lieu. 

Mais,  si  la  belle  ordonnance  de  cette  théorie  est  en  elle-même 
digne  d'intérêt,  le  lecteur  demandera  peut-être  quel  avantage 
pratique  on  trouve  à  la  développer.  C'est  là  une  question  à  la- 
quelle il  n'est  pas  possible  de  répondre  en  quelques  pages.  Di- 
sons seulement  que  la  théorie  des  groupes  a  trouvé,  dans  presque 
tous  les  chapitres  de  Talgèbre,  occasion  de  s'appliquer. 

C'est  elle,  par  exemple,  qui  a  permis  aux  algébristes  (')  du 
XIX*  siècle  de  tirer  au  clair  les  questions  relatives  i  la  résolution 
des  équations  polynomales. 

Considérant  une  équation  de  degré  n 

(5)  a„x**  -4-  a^i  x»"^  -h...     H-  a|X  -H  «o  =  o 

dont  les  coefficients  an,  an^tft-  clo  sont  des  nombres  rationnels,  et 
appelant  o^i,  x,,..  Xn  les  n  racines  —  réelles  ou  imaginaires  —  de 
cette  équation,  on  peut  définir  des  substitutions  (S)  qui  échangent 
entre  elles  ces  n  racines.  Envisageons,  d'autre  part,  les  fonctions 
de  ces  n  racines  —  par  exemple  les  polynômes  en  ac,,..  Xn  — 
dont  les  cocfGcients  appartiennent  k  une  classe  de  nombres  dé- 
terminée (telle  que  la  classe  des  nombres  rationnels,  ou  la  classe 
des  nombres  rationnels  et  des  racines  carrées  de  nombres  ra- 
tionnels, ou  encore  une  classe  plus  générale)  :  nous  appellerons 
«  polynômes  P  n  les  polynômes  (classes  de  polynômes)  ainsi  ca- 
ractérisés (').  Gela  dit,  il  se  trouve  que  les  propriétés  de  Téqua- 
tion  (5)  sont  en  relation  étroite  avec  celles  des  substitutions  (S) 

(*)  Evariste  Galois  priucipalemcnt  ;  cf.  n^  35o  et  t.  I,  p.  346,  note  3. 

(*)  Parmi  les  polynômes  P,  ceux  qui  attirent  d'abord  l'attention  sont 
les  fonctions  symétriques  des  n  racines  Xt,  ...  Xn  :  ce  sont  des  polynômes 
qui  ne  changent  pas  lorsqu'on  permute  (échange  entre  elles)  les  n  quan- 
tités Xi,  —I  ^  d'une  manière  quelconque  ;  ainsi  la  somme  des  racines 
[Xi  +  a;,  +  —  +  ^)t  la  somme  de  leurs  doubles  produits,  XtXt  +  x^x^  +  ... 
•+  x^^tX^,  leur  produit,  et,  d'une  manière  générale,  les  coefficients  de 
l'équation  ou  leurs  combinaisons  (cf.  355).  D'après  leur  définition  même, 
les  fonctions  symétriques  des  racines  sont  des  infforiantê  par  rapport  à 
toute  substitution  qui  échange  Tune  quelconque  des  r»  quantités  oïj,  ...,  s. 
en  une  autre  de  ces  mêmes  quantités  [par  exemple  Xi  en  Xf^x^tn  x^,  etc., 
Xm  en  Xi], 
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qui  laissent  invariables  les  polynômes  P  [c'est-à-dire  :  par  rapport 
auxquelles  les  polynômes  P  sont  des  invariants]  ;  et  c'est,  en 
fait,  l'étude  des  groupes  constitués  par  ces  substitutions  qui  permet 
de  déterminer  les  cas  où  les  racines  de  l'équation  (5)  sont  ration- 
nelles, ou  calculables  par  radicaux,  ou  appartiennent  à  des  classes 
de  nombres  plus  compliquées  (cf.  n""  350). 

702.  —  La  théorie  des  groupes  a  rendu  également  des  services 
signalés  dans  Tétude  des  équations  différentielles  (*). 

Envisageons  une  équation  différentielle  de  premier  ordre  mise 
sous  la  forme 

et  considérons  une  substitution  (S)  définie  par  les  égalités 

{  =  9  (x,  7),       ij  =  +  («,  y). 

Cette  substitution  n'est  autre  qu'un  changement  de  variable, 
qui,  opéré  sur  Téquation  (5),  la  transforme  en  une  équation  diffé- 
rentielle entre  les  variables  |  et  ^,  soit 

(7)  §  =  »(«.  ^)- 

Gela  étant,  on  peut  rechercher  s'il  existe  des  substitutions  (*]  (S) 
—  et,  plus  spécialement,  des  groupes  de  substitutions  (S)  —  qui 
jouissent  de  cette  propriété  que  la  nouvelle  équation  (7)  [transfor- 
mée de  l'équation  (6)]  ait  exactement  la  même  force  que  (6),  — 
c'est-i-dire  que  la  fonction  (de  deux  variables)  g  {x,y)  soit  identique 
à  la  fonction/  {x,  y)  :  dans  cette  hypothèse  l'équation  (7)  n'est 
autre  que  : 

L'étude  des  groupes  de  substitutions  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété a  été  extrêmement  instructive  et  elle  permet  de  saisir  sur  le 
vif —  en  particulier,  dans  le  cas  où  l'on  a  affaire  à  une  équation 
linéaire  —  les  propriétés  des  intégrales  de  l'équation  (7). 

(I)  Ces  services  ont  été  mis  en  évidence  par  les  travaux  du  mathéma- 
ticien norvégien  Sophus  Lie,  au  milieu  du  xtx^  siècle. 
(*)  Autres  que  la  substitution  identique. 
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793.  —  Indiqvoiis  eiDlin,  par  un  e&emple,  conuxieiit  Ja  oooai- 
déretion  des  groapes  est  liée  i  la  définition  de  certeinet  SooctkmM 
remarquaUes. 

Eiïrifiageons  le  gtoape  inodalaire  (a*  788),  dont  tonlM  Set 
snbsiiltitions  (voir  p.i8s»  note  i  )  peuvent  ^re  obumuea  par  oonUbi- 
naison  des  substitutions 

Si  X  est  un  nombre  loiaglnaire,  nous  nous  représentons  ce 
nombre  comme  un  point  d'un  plan  variable  que  nous  appelons 
«  point  X  w  ;  à  ce  point  une  substitution  quelconque tfaît  corrc»- 
pondrc  un  autre ^  point  oc'  :  k  Buhstilution  établit  en  d'autrea 
termes  une  correspondance  de  point  h  point  dans  le  plan  de  la  va- 
riable X.  On  peut  alors  se  poser  la  question  snivmte  :  Exisle-t-il 
des  fonctions  F  (x),  univogues  dans  tout  le  plan,  qui  prennent  la 
mèaie  valeur  en  tous  les  points  entre  lesquels  les  substitutions  du 
groupe  modulaire  établissent  des  correspondances?  J  entends  par 
là  :  des  fonctions  F  (a?)  telles  que,  si  x  est  un  point  quelconque^  et 
x\  xf,  x"*,..  les  points  que  des  substitutions  quelconques  du 
groupe  font  correspondre  kx,  l'on  ait  toujours  : 

Il  existe  effectivement  des  fonctions  jouissant  de  cette  propriétés 
ce  sont  des  fonctions  dîtes  modulaires  (*),  cas  particulier  de  la 
classe  générale  de  fonctions  qu*  Henri  Poincaré  a  le  premier  étu- 
diées sous  le  nom  de  *  fondions  fuchsiennes  »  (*). 


(*)  Voir,  par  exemple,  Appell  et  Lacour,  Principe  de  la  théorie  deê- 
fonctions  elleptiques,  chap.  xui. 

(*|  Si  l'on  envisageait  seulement  le  groupe  d  s  substitutions  [x^x  m], 
où  m  est  un  nombre  entier  positif  ou  négitîf,  on  pourrait  former  des 
fonctions  très  simples  |>reBaBt  1«  mèmn  valeur  ontotisles  points  qur 
se  'CarmKpmiàtÊaX  par  i'efieC  Éfes  «dbBtiUltiani  de  cm  yowj>e;  «avoir  k» 
ioBCiioiH  sia  aiac,  ces  nnx  [en  eSat  guel  gue  sttil  jn»  on  a  sin  2iup  =»  «h^ 
211  (x  +  m)] . 


zedby  Google 


LA    CCPÎSTnUCTIOIf    LOGIQUE    «ES    MATH ÉUATIQ LES  1  87 


7.  —  Lm  <!QaatrucUon  iagique  des  matbimetiques  ; 
la  définition  du  nombre. 

794.  —  Nous  (*)  veaons  de  passer  en  revue  diverses  extensiont 
ireoMirquables  de  h  synthèse  algébrique.  li  en  est  d'autres  que  nour 
Terons  connaître  dans  le  prochain  chapitre.  Mais,  au  préalable,  ei 
afin  de  faire  ressortir  pleinement  les  caractères  propres  de  la  mé- 
thode synthétique,  il  est  nécessaire  de  l'examiner  sous  une  face 
DOuv«Ue.  Au  lieu  d  aller  en  avant,  retournons  au  contraire  en 
arrière  et  portons  noire  attention  sur  les  principes  :  il  nous  faut 
montrer  comment,  en  faisant  subir  aux  notions  premières  et  aux 
postulats  une  élaboration  convenable,  on  a  tenté  de  donner  h  la 
science  des  nonabres  et  à  la  science  des  figures  —  comme  k  Tal- 
gébre  —  la  forme  d*un  système  logique,  rigoureusement  ordonné. 
Nous  avons  déji,  au  S  i*  indiqué  la  signification  et  la  portée  de 
ceUe  tentative.  Nous  nous  bornerons  ici  à  signaler  très  briève- 
ment quelques-uns  des  problèmes  qu'elle  soulève,  quelques-una- 
des  résultats  auxquek  elle  conduit. 

795.  La  notion  de  nombre.  —  Au  seuil  même  de  l'arithmé- 
tique une  grave  difficulté  se  présente.  Nous  partons  des  nombret 
coj^dinaux  :  d'où  donc  les  tirons-nous?  Sans  doute,  le  mathémati- 
cien n^est  point  tenu  d'expliquer  les  notions  dont  il  fait  usage  :  il 
lai  suffit  d'en  donner  des  définitions  conventionnelles,  sur  lesquelles 
il  appuiera  ses  raisonnements.  Mais  le  nombre  n'est  paa  une  chose 
unique  :  il  y  a  plusieurs,  il  y  a  une  infinité  de  nombres  cardi- 
naux. Va-t-il  donc  falloir  définir  successivement  les  nombres  i,  2,  3, 
jusqu'à  l'infini  ?  Cela  est  évidemment  impossible  ;  aussi  semble- 
t-ilque  les  théorèmes  (^)  de  l'arithmétique  ne  puissent  pas  êtr& 

f  )  Tloufl  abordons  dans  «e  paragraplia  un  ordre  de  recherchée  entiè- 
Jcnent  aouvwni  equi  xelève  deia  critiqne  philosophique  plutôt  que  de  Ja 
scienee  technique.  Les  raisons  qui  nous  ont  amené  Ji  réunir  dans  un 
même  chapitre  ces  recherches  et  les  théories  qui  précèdent  ont  été  indi- 
quel 8  au  §  1  ;  elles  apparaîtront  plus  nettement  encore,  croyons-nous,  à 
la  lecture  du  ehapitre  i**  de  nelfe  Troinème  Litre. 

(')  Un  théorème  Ie1  que  celui-ci  «  la  somme  des  n  premiers  nombres 

est  égal  à  la  fractinn  -——z »  est   applicable,  aux   temes  de  sop 
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considérés  comme  des  combinaisons  logiques  d'un  groupe  (limité) 
de  définitions  et  de  postulats  préalablement  posés. 

De  nombreuses  méthodes  ont  été  proposées  pour  échapper  à 
cette  difficulté.  Il  n'en  est  cependant  aucune  qui  soit  indiscutable- 
ment exempte  de  cercle  vicieux,  et  l'on  a  même  quelques  raisons 
de  douter  qu'il  soit  possible  d'en  trouver  une  sans  sortir  du 
domaine  de  la  pure  logique.  Ce  n*est  donc  qu'à  titre  documen- 
taire que  nous  signalons  ici  une  définition  du  nombre  cardinal  qui 
est  adoptée  par  d'éminents  logiciens  contemporains. 

706.  La  notion  de  classe.  —  Pour  introduire  cette  définition, 
on  part  d*une  notion  que  Ton  regarde,  elle,  comme  primitive  :  la 
notion  de  classe. 

Une  classe  est  un  assemblage,  une  collection  d'objets.  Elle  est 
regardée  comme  définie  quand,  par  un  moyen  quelconque,  on 
sait  dire  d'un  objet  donné  quelconque  s'il  appartient  ou  non  &  la 
classe.  Ainsi  l'ensemble  des  chaises  qui  se  trouvent  dans  une 
chambre  forme  une  classe  ;  l'ensemble  des  Français  est  une  classe; 
de  même  l'ensemble  des  nombres  entiers,  et  l'ensemble  des  points 
d'un  segment  de  droite  A  B.  Le  concept  de  classe,  on  le  voit, 
embrasse  k  la  fois  les  notions  de  l'arithmétique  et  celles  de  la  géo- 
métrie :  c'est  pourquoi  il  est  naturel  et  avantageux  de  le  placer  à 
la  base  de  l'édifice  scientifique. 

D'ailleurs,  au  concept  de  classe  se  rattachent  d'autres  notions, 
également  regardées  comme  primitives.  C'est  d'abord  la  notion 
d'élément  ou  objet  appartenant  k  une  classe,  qui  est  impliquée 
dans  la  définition  même  de  la  classe.  C'est  ensuite  la  notion  de 
correspondance  entre  les  éléments  de  deux  classes  différentes  : 
nous  admettons  qu'il  peut  exister  deux  classes  entre  lesquelles  il  y 
a  correspondance  univoque  et  réciproque,  c'est-i-dire  telles  que 
leurs  éléments  se  correspondent  un  à  un  (chaque  élément  de 
la  première  classe  correspondant  k  un  élément  de  la  seconde  et  in- 
versement). Ainsi,  par  exemple  (*),  dans  un  régiment  qui  passe, 
nous  pouvons  discerner  deux  classes,  celle  des  soldats,  et  celle  des 

énoncé,  quelle  que  soit  la  valeur  de  r»,  quelque  grand  que  soit  n  par 
conséquent. 

(')  Cf.  John  Wesley-Ygung,  Lectures  on  fondamental  concepts  of  algehra 
and  geomeiry,  New- York,  191 1. 


zedby  Google 


hk   CONSTRUCTIO.!   JXMSIQUE    DES    MATHéMATlQUES  189 

fusils  :  entre  les  éléments  de  ces  deux  classes  il  y  a  correspon- 
dance univoque  et  rédproqae.  Cette  correspondance,  notons-le, 
est  indépendante  de  Tidée  de  nombre  cardinal  ;  car,  pour  la  con- 
cevoir, nous  n  avons  nullement  besoin  de  tenir  compte  de  ce  fait 
que  le  régiment  représente  un  nombre  (d'hommes  ou  de  fusils). 
—  Deux  classes  entre  lesquelles  on  peut  établir  une  correspondance 
univoque  et  réciproque  seront  dites  équivalentes. 

Gela  posé,  désignons  par  la  lettre  G  une  classe  quelconque. 
Nous  appellerons  u  nombre  (cardinal)  de  la  classe  G  »  l'ensemble 
de  G  et  de  toutes  les  classes  équivalentes  à  G.  Ou,  si  l'on  veut,  nous 
dirons  que  le  nombre  de  la  classe  G  —  ou  le  nombre  des  élé- 
ments de  G  —  est  un  symbole  N  représentant  l'ensemble  de  toutes 
les  classes  équivalentes  à  G  (y  compris  G). 

D'après  cette  définition^  deux  classes  équivalentes  quelconques 
ont  le  même  nombre  ;  deux  classes  non  équivalentes  ont  des  nom- 
bres différents. 

L'ensemble  des  classes  vides  (classes  qui  n'ont  aucun  élément) 
est  le  nombre  zéro, 

797.  —  Il  s'agit  maintenant  de  montrer  que  les  nombres  peu- 
vent être  rangés  suivant  une  suite 

1,  2,  3,  4.  5.  ... 

où  chaque  nombre  est  plus  grand  que  ceux  qui  le  précèdent  et  plus 
petits  que  ceux  qui  le  suivent. 

Dans  ce  but  on  commencera  par  définir  les  sous- classes.  On  dira 
qu'une  classe  G'  est  une  sous-classe  d'une  classe  G,  ou  une  classe 
contenue  dans  la  classe  G,  si  tous  les  éléments  de  G'  appartien- 
nent à  G,  tandis  que  tous  les  éléments  de  G  n'appartiennent  pas 
à  G'. 

Cela  posé,  le  nombre  (Tune  classe  G  sera  dit  inférieur  au  nombre 
dune  classe  Cl  sic  est  équivalente  à  une  sous-classe  de  Gi  tandis 
que  Gj  n* est  équivalente  à  aucune  sous-classe  de  G. 

De  cette  définition  il  résulte  immédiatement  qu'étant  donnés  deux 
nombres  quelconques,  —  que  nous  désignerons  par  les  symboles 
a  et  6,  —  on  a  toujours  soit  a  =  b,  soit  a  <  6,  soit  fc  <  a.  Ainsi 
l'ensemble  de  tous  les  nombres  cardinaux  pourra  être  rangé  en 
une  suite  satisfaisant  aux  conditions  requises. 
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708.  —  L'inleEèt  de«  déQnltions  et  déduciîons  qui  précèdent 
lieat  surtout  au  fait  »uivftnt.  Elles  ne  font  nulle  pMt  intervenir 
Vhypotlièse  que  le»  classes  C,  Ci  envisagées  contiennent  un  nom- 
bre limité  (fini)  d'éléments  ;  et  elles  conservent,  par  conséquent, 
ton  te  leur  valeur  ai  on  les  applique  i  des  classes  infinies  (')  telle 
que  la  classe  de  tous  les  noBabres  entiers,  ou  la  classe  de  tous  les 
points  situés  sur  un  segment  de  droite  AB.  Ainsi  Ton  peut  fonder 
sur  elles  une  science  générale  des  «  nombres  cardinaux  »  dont 
■aotre  arithmétique  des  nombre  yÎAiû  n'eafc  qu'un  chapitre  particu- 
liier  {vide  infra.  Trois,  Liv.^  chap.  lu), 

Mms,  en  ce  qui  concerne  spécialement  la  déJiniiiQn  du  nombre, 
^le  que  Ton  tire  de  la  théorie  des  classes  est  sujette  à  caution, 
•car  il  se  pourrait  bien  que  l'idée  de  nombre  fût  déjà  impliquée 
4bA8  les  notions  d'où  on  prélend  la  déduire  (')• 

790.  —  Nous  ne  nous  arrêterons  donc  pas  plus  longtemps  sur 
•celte  déilnkion,  ^)  et  nous  eo  viendrons  tout  de  suite  au  pro- 
blème capital  de  la  science  des  nombres  :  com/neAt  conslruire 
logiquement,  à  partir  des  propriétés  des  nombres  cardinaux,  tarith, 
méiique  tout  entière,   —  c^est-à^-dirt  reiuembie  des  propriéiés  et 

(*)  Les  classes  comprenant  un  nombre  infini  d'éléments  sont  appelées, 
en  français,  des  ensembles.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ces  classes. 

{*}  Cf.  H.  PoiNCARÉ,  Science  et  Méthode,,  chap.  iv.  Dans  ce  chapitre, 
Henri  Poincaré  s'occupe  également  d'un  remarquable  essai  de  dcfînitron 
du  nombre,  qui  est  dû  à  David  Hilbert  {çiâe  infra,  §  8)  r  on  en  trcmTe 
Fesquissc  dffns  les  appendices  VI  ci  VII  de»  Grundlagen  der  Ge^mêSrie 
(a^  édit.^  1909)  '  ^^  ^f^  ZMLhegfrifl,  Uber  die  Grundlagen  der  Logik 
•und  der  Arithmelik. 

(')  Une  fois  acquise  la  notion  de  nombre  entier,  la  question  se  pose  cPe 
saYoir  par  quel  processus  intellectuel  les  diverses  proprié téi  des  nosnbrca 
entiers  et  des  opérations  correspondantes  sont  obtenues.  Ce  processus  est 
le  waisannemenl  par  récurrence  que  nous  avons  dé)à  signalé  en  plusieurs 
endroits  (voir  n^  268)  :  On  démontre  que  si  un  théorème  est  vrai  pour 
le  nombre  n,  il  est  vrai  smsi  pour  le  nembre  it  -f>  i  ;  on  étdUit  ensuite 
que  le  théorème  est  vrai  pour  n  =b  i,  et  il  en  résulte  qu'U  est  vrar  pous 
toute  valeur  de  ri.  Ce  mode  de  raisonnement,  souvent  appelé  aussr 
induction  complète^  joue,  par  l'intermédiaire  de  l'arithmétique,  un  r61e 
eapitaf  dans  la  ceirstrtatMMri  des  mathématiques  ainsi  que  l'a  moKtaré 
Henri  Fouie ar^  (chap.  i  de  Science  et  Hypothèse^  et  passim).  Nous  ne 
discuterons  yasr  ici  le  problème,  plus  philosophique  que  mathématique, 
auquel  donne  lieu  la  comparaison  de  l'induction  complète  avec  la  lo- 
rgi qu c  il  êiî  uc  l  i  V  c . 
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règles  de  calcul  relatives  aux  nombres  rationnels  ou  irrationnels, 
positifs  ou  négatif,  réels  ou  imaginaires  ? 

Ce  nooreaa  problime  —  nettement  posé  au  xix*  siècle  par 
Wcîcrslrass  à  Berlin  et  par  Méray  (')  à  Dijon,  —  a  été  traité  arec 
tonte  la  rigueur  et  tous  les  détails  désirables.  Nous  ne  pouvons 
malheureusement  Tétudier  ici  d^me  manière  complète. 

Nous  nous  bornerons  aux  nombres  irrationnels  en  supposant 
déjà  élucidée  la  définition  générale  des  nombres  rationnels. 

Nous  avons  indiqué  déjà  (177)  comment  on  peut  parvenir 
directement  (')  à  la  notion  de  suite  convergente  croissante  ou  décrois- 
sante de  nombres  rationnels,  et  nous  avons  dit  qu'on  peut  déduire 
de  cette  notion  une  théorie  arithmétique  du  nombre  irrationnel. 
Les  nombres  irrationnels  seront  définis  comme  limites  de  suites 
convergentes.  Mais  quel  sens  a  ici  le  mot  limite  ?  Il  est  difficile 
d'en  donner  une  interprétation  précise  sans  revenir  aux  notions 
géométriques  que  nous  avions  voulu  éliminer»  et  sans  s'appuyer  sur 
ce  fait  qu*à  tout  nombre  rationnel  ou  irrationnel  correspond  une 
abscisse.  Mais  ce  fait,  nous  n*avons  plus  le  droit  de  raffirmer  a 
priori  du  moment  où  nous  avons  défini  le  nombre  irrationnel  par 
des  considérations  arithmétiques  ;  ou  plutdt  nous  ne  pouvons 
l'affirmer  qu'à  titre  d'axiome  indémontrable,  le  passage  du  nom- 
bre &  la  grandeur  ne  pouvant  être  effectué  par  voie  de  déduction 
logique  (').  L'axiome  ou  postulat  qu'il  est  nécessaire  d'invoquer  a 
été  formulé  en  ces  fermes  par  G.  Cantor(*)  :  «  S'il  y  a  sur  ime 
demi-droite  OX  deux  suites  illimitées  de  segments  OA,,  OA2, 
OA,,...  d'une  part,  OB,,  OB,,...  d'autre  part,  tels  que  les  seg- 
ments de  la  première  suite  croissent  indéfiniment  et  que  les  seg- 
ments de  la  seconde  suite  décroissent  indéfiniment, et  cela  de  façon 
queles  segments  A  iBj,  A^Bj,  A3B,,...  décroissent  indéfiniment  pour 
devenir,  à  partir  d'un  indice  n,  plus  petits  qu'un  segment  arbitrai- 
rement petit  fixé  à  l'avance,  alors  il  existe  sur  OX  un  point  C  tel 

(*)  Neweaupréoiêd*anakf9einfinitésinuUe  1873,  et  Leçons  nomt^îles  d'ana- 
lyse infinitésimale,  1. 1,  1894. 

(*)  C'est-à-dire  :  saiw  passer  pa?  rîntermédiaire  de  la  géométrie. 

(•)  Lorsque  Ton  passe  inversement  delà  longueur  au  nombre,  comme 
nous  l'avons  fait  plus  haut,  on  fait  aussi,  implicitement,  intervenir  un 
axiome,  savoir  l'axiome  dit  d'Archimèdc,  s  ir  Icriucl  est  fonde  la  tlicorio 
du  calcul  des  grandeurs  (cf.  61  et  in/rat  807  . 

^*)  Maih,  Annakn,  T872r  p.  128. 
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que  oc  soit  plus  grand  que  tous  les  segments  de  la  première  suite 
et  plus  petit  que  tous  les  segments  de  la  seconde  suite  ». 

Il  existe  cependant  une  théorie  des  nombres  irrationnels  qui  se 
passe,  elle,  rigoureusement,  de  tout  commentaire  géométrique  : 
c'est  la  théorie  proposée  par  Dedekind  (*)  en  Allemagne  et  popu- 
larisée en  France  par  Jules  Tannery  ('),  théorie  dont  nous  allons 
faire  connaître  le  principe. 

800.  Théorie  de  Dedekind.  —  Soit  d*abord  c  un  nombre  ra- 
tionnel quelconque.  Ce  nombre  partage  Tcnsemble  total  des  nom- 
bres rationnels  (autres  que  c)  en  deux  classes:  i*"  les  nombres 
inférieurs  à  c  ;  2°  les  nombres  supérieurs  à  c.  Et  tout  nombre  de 
la  première  classe  est  inférieur  à  tout  nombre  de  la  seconde  classe. 
Nous  exprimerons  ces  faits  en  disant  que  le  nombre  c  constitue 
une  coupure  (')  dans  Tensemble  des  nombres  rationnels  :  définir 
le  nombre  c  ou  définir  le  mode  de  répartition  correspondant  des 
nombres  rationnels  en  deux  classes  sont  choses  équivalentes. 

Cela  dit,  imaginons  a  priori  une  répartition  (d'ailleurs  arbi- 
traire) de  l'ensemble  total  des  nombres  rationnels  en  deux  classes, 
qui  jouisse  des  propriétés  suivantes  :  tout  nombre  de  la  première 
classe  est  inférieur  à  tout  nombre  de  la  seconde  classe,  tout  nombre 
de  la  seconde  classe  est  supérieure  tout  nombre  de  la  première. 

Trois  cas  sont  possibles  : 

Ou  bien  il  y  a  dans  la  classe  inférieure  un  nombre,  c,  plus  grand 
que  tous  les  autres,  et  il  n'y  a  pas  dans  la  classe  supérieure  de 
nombre  plus  petit  que  tous  les  autres.  —  Ou  bien  il  y  a  dans  la 
classe  supérieure  un  nombre  c  plus  petit  que  tous  les  autres,  et  il 
n'y  a  pas  dans  la  classe  inférieure  de  nombre  plus  grand  que  tous 
les  autres.  —  Ou  bien  il  n'y  a  pas  dans  la  classe  inférieure  de 
nombre  plus  grand  que  tous  les  autres  et  il  n*y  a  pas  dans  la  classe 
supérieure  de  nombre  plus  petit  que  tous  les  autres  (*). 

(*)  Stetigkeit  und  irreUionalelZahlen,  Brunswick,  187a.  Kronbcker  s'est 
inspiré  du  même  principe. 

(')  En  particulier  par  son  Introduction  à  la  théorie  des  fonctions  d'une 
yariahle,  2  vol.,  Hermann,  1904  et  igto. 

(*)  En  allemand  :  Schnitt, 

{*)  Une  quatrième  éventualité  serait  celle  où  il  y  aurait  dans  la  classe 
inférieure  un  nombre  Ci  plus  grand  que  tous  les  autres,  dans  la  classe 
supérieure  un  nombre  Ci  plus  petit  que  tous  les  autres,  —  Mais  cette 


zedby  Google 


LA    GO^STUUGTION    LOGIQUE    DES    MATHLMAT1QL'E&      >  IQS 

Dans  les  deux  premiers  cas,  nous  pouvons  dire  comme  tout  à 
l'heure  que  les  deux  classes  de  nombres  définissent  le  nombre  c. 

Dans  le  troisième  cas,  nous  dirons  que  les  deux  classes  défi- 
nissent un  nombre  irrationnel. 

Le  nombre  irrationnel  est  ainsi  caractérisé  comme  coupure  entre 
les  nombres  d'une  classe  inférieure  (nous  les  appellerons  nombres 
à)  et  les  nombres  b  d'une  classe  supérieure,  c'est-à-dire  comme 
quelque  chose  qui  est  plus  grand  que  tous  les  nombres  de  la  pre- 
mière classe,  plus  petit  que  tous  les  nombres  de  la  seconde.  Mais 
point  n'est  besoin  de  prendre  ces  formules  à  la  lettre  et  d*aRirnicr 
l'existence  effective  d'un  quelque  chose  situé  entre  les  nombres  a 
et  les  nombres  b.  Nous  pouvons,  en  effet,  construire  entièrement  la 
théorie  des  nombres  irrationnels  sans  les  considérer  comme  les 
véritables  objets  de  nos  raisonnements,  mais  en  y  voyant  de  purs 
symboles,  représentant  chacun  un  couple  de  deux  classes  de  nom- 
bres rationnels  (ou,  si  Ton  veut,  un  mode  de  répartition  en  deux 
classes  de  l'ensemble  des  nombres  rationnels)  :  les  propriétés  des 
nombres  irrationnels  ne  sont  que  l'expression  en  une  langue  con- 
ventionnelle des  propriétés  des  classes  correspondantes;  les  opé- 
rations auxquelles  ils  donnent  lieu  sont  des  opérations  effectuées 
sur  les  éléments  de  ces  classes. 

SOI.  —  Soit  par  exemple  à  définir  la  somme  de  deux  nombres 
irrationnels,  que  nous  désignerons  par  les  symboles  c,  c ,  et  qui 
sont  respectivement  définis  comme  coupures  de  classes  de  nom- 
rationnels  :  nombres  a  et  nombres  6  pour  c  ;  nombres  a'  et 
nombres  6'  pour  c'. 

Considérons  d'une  part  la  classe  de  tous  les  nombres  A  que  Ton 
obtient  en  ajoutant  un  quelconque  des  nombres  a'  à  un  quelcon- 
que des  nombres  a  —  d'autre  part,  la  classe  de  tous  les  nombres  B 
que  l'on  obtient  en  ajoutant  un  quelconque  des  nombre  6'  à 
un  quelconque  des  nombres  6.  —  On  démontre  facilement  que  les 
classes  ainsi  définies  comprennent  à  elles  deux  tous  les  nombres 
rationnels  et,  que  tout  nombre  A  est  inférieur  à  tout  nombre  B. 

éventualité  ne  saurait  se  présenter  ;  car  si  c^  et  c,  existaient  il  y  aurait 
entre  Ci  et  Ca  une  infinité  de  nombres  rationnels  n'appartenant  à  aucune 
de  nos  deux  classes  ;  celles-ci  ne  comprendrait  donc  point  Tensemble  total 
des  nombres  rationnels  comme  il  a  été  supposé. 

BouTEODx.  —  Les  Principes  do  TAnalyse  maihémAttqae.  II  i3 
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Oo  en  cooclot  cpe  ks  deux  classes  dcfs  nombres  A  et  B  dcGnissent 
«ua  nombre  (rstkjQBol  oa  iEratîonnet)  qne  nous  appelteroiw,  par 
défini tio<a,  somme  de  e  et  cf  etqaenons  désignerons  par  le  symbole 
'C  -h  c'. 

On  démontre  cpe  Topération  ainsi  définie  jouit  de  toutes  les 
propriétés  cpii  caractérisent  Taddilion  et  coïncide  avec  l'addition 
vulgaire  dans  le  cas  particulier  où  les  nombres  c  et  c'  sont  ra- 
tionnels. 

La  soustraction^  la  multiplicalion,  et,  en  général,  tantes  les  opé- 
rations relatives  aux  noosbrea  îrrationneis  ponrcoAt  Aire  définies 
4'une  manière  seaeblable!. 


802.  Remarqae.  —  Pour  pouvoir  affirmer  qu'à  tout  nombre 
irrationnel  de  Dedekind  correspond  une  abscisse  (longueur)  et  une 
rseule,  il  est  nécessaire  d'invoquer  un  postulat  analogue  au  postulat 
JeCantor  (799).  Ce  postulat  est  le  suivant:  Si  les  points  (Tan 
^segment  OM  peuvent  être  répartis  en  deux  classes^  de  telle  sorte  : 
ï*  qae^  0  appartenant  à  la  première  classe  et  M  à  la  seconde, 
•chaque  point  de  OM  appartienne  à  tune  oa  Vautre  des  deux  classes  ; 
^*  qaun  point  quelconque  de  la  première  classe  se  trouve  à  rinté- 
rieur  du  segment  obtenu  enjoignant  0  à  un  point  quelconque  de  la 
•seconde  clause  :  alors  il  existe  un  point  C  de  OM  tel  que  tous  les 
jfoinis  situés  à  t intérieur  du  segment  OC  appartiennent  à  la  pre* 
mière  classe,  tandis  que  tous  tes  points  situés  à  t  intérieur  du  seg- 
ment CM  appartiennent  à  la  seconde  classe.  On  démontre  qu'il 
n  existe  qu'un  seul  point  C  jouissant  de  celte  propriété.  II  peut 
d'ailleurs  arriver  que  ce  point  coïncide  avec  0  ou  avec  M. 


8,  —  La  cottstractfon  logique  des  mathématiques  : 
fa  Géométrie. 

803.  —  Laissant^mainXenant  les  notions,  premières,  nous  allons 
en  venir  à  l'étude  des  postulats  et  des  théorèmes,  domaine  où  la  mé- 
tbûde  logique  a  conduit  à  de&  réaulkata  d'un  baut  intérêt  et  d'une 
vateur  incontestable.  CTest  en  géométrie,  sm-tout,  que  cette  mé- 
thode s^'est  exercée,  et  c'est  là  que  noiïis  alloas  l'étudier. 
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I««  Bystème  eacli<fieii.  — Nofis  avons  va  dans  noire- P/^?- 
mier  Livre  comment  Euclide,  —  mettante  profit  les  travanx  de 
planeurs  générations  de  géomètres  —  avait  déji^  réussi  à  systéma- 
tiser l'étude  des  figures.  L^édifice  logique  qu'il  a  construit  n  est 
pas  loin  dTèlrs-  parMt.  San»  doute  certains  postulats  dont  H  fait 
usage  dans  les  défliMetratioiis  ne  sont  pas  formulés  assez  cfaird- 
ment  ;'ë'aiiilres  sont  ninplement  omis  ou  sous-entendns.  On  n'en 
demeurera  pas  moine  Monné  de  l'habileté  et  de  la  sûreté  qu'avaient 
acquises  dans  la  déduction  lesgéomèfres  d^\lexandrie  si  Ton  songe 
^ue  ce  n'est  pas  avant  la  fin  du  xi\°  siccfe  que  leur  œuvre  fut 
cstouchée  et  Venridik  de  compléments  appréciables  (*). 

La  rénovatioo  logique  de  ht  géométrie  est  due  i  la  collaboration 
•de  nombreux  savants,  en  particulier  &  Moritz  Plascb  ('),  à  l'école 
italienne  de  PeMiO  (*),  à  David  Hitbert  (^). 

805.  Construction  moderne  de  la  géométrie.  —  Le  premier 
«oin  du  géomètre  sera  de  formuler  avec  précision  les  notions,  ou 
concepts  primitifs,  et  les  postulats  d'où  il  part. 

i*>  «  On  (')  énoncera  explicitement  —  dit  Pasch  —  les  concepts 


(')  Les  Elémetttf  d*Etrcrii>s  forontj  pendant  des  siècles  commentés, 
scrutés,  retonmés  en  tout  sens  ;  par  les  Alexandrins  d'abord,  par  les 
Arabes»  par  les  savants  de  la  Renaissance  (cf.  infra,  §  9).  Aucun  progf^ 
sensible,  cependanti  ne  résulta  de  ces  éludes  ;  et,  sur  plus  d'un  point,  les 
disciples  se  montrèrent  nettement  inférieurs  au  maître,  dont  certaines 
subtilités  de  raisonneiaent  cessèrent  d'être  comprises.  L'une  des  dernières 
refontes  du  système  euclidien  fut  celle  de  Lbgsndab,  qu»  exerça  une 
influence  prépondérante  sur  l'enseignement  français  pendant  tout  le 
xnc*  siècle.  Les  Eféments  de  Géométrie^  composés  par  Legendre,  et  qu'il 
ne  cessa  de  remanier  sa  vie  durant,  curent,  de  son  vivant  même,  douze 
éditions  ;  la  première  parut  en  1794- 

(^  Vorlesungen  uberneuere  Géométrie,  Leipzig,  1882. 

{*)  Sur  l'école  de  logique  mathématique  et  symbolique  de  Peano,  voir 
§  so%  £a  co  qoà  eonceme  sfédalemeni  la  eof-stitietton  <fe  Fa  g^oméfrie, 
on  pourra  consulter  :  Pibbi,  /  prineipii  âelia  gfiomeUiA  êi  p9§iaimte  COMS- 
jpo9^  m  tisUma  logico-^UdutUvo  (MemorU  Accid.  Torino,  1898].  —  CL 
KvBVQoesr,  Pandematiè  de  la  Géométrie  [Encycl.  des  Sciences  matJiém., 
t^  111»  tdL  I,  fas&P.  1). 

{*)  Grundlagen  der  Geomeiriej  par  David  IIilbert,  professeur  à  l'uni- 
▼ersité  de  Gôitia^N»  ;  S^  édii»  servae  et  augaiciitéei  Teubner,  1^^  (la 
jgaiTiîère  édition  a  paru  en  1899). 

(•)  Enriques,  loc,  cit.,  p.  7. 
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«  primilifs  au  moyen  desquels  on  se  propose  de  déGnir  logique- 
((  ment  lous  les  autres. 

2*  ((  On  énoncera  explicitement  les  propositions  fondamentales 
(.  (postulats)  grâce  auxquelles  on  se  propose  de  démontrer  logique- 
«  ment  les  autres  propositions  (théorèmes).  Ces  propositions  fonda- 
«  mentales  doivent  apparaître  comme  de  pures  relations  logiques 
«  entre  les  concepts  primitifs  et  être  indépendantes  de  la  aignifica- 
«  tion  concrète  que  l'on  donne  à  ces  concepts.  » 

Les  postulats  ne  doivent  pas  se  contredire  les  uns  les  autres  :  ils 
doivent  être  compatibles  (*).  L'existence  même  du  système  eucli- 
dien, dont  les  propositions  se  déroulent  &  l'infini  sans  se  contre- 
dire jamais^  prouve  (')  que  les  postulats  sur  lesquels  repose  ce  sys- 
tème sont  compatibles. 

Les  postulats  doivent  être,  d'autre  part»  ou  du  moins  il  est  pré- 
férable qu'ils  soient,  indépendants.  Entendons  par  là  qu'aucun 
d'eux  ne  sera  une  conséquence  logique  des  autres,  qu'il  n'y  aura» 
par  conséquent,  aucun  double  emploi  dans  le  système  des  postulats. 
Si  les  postulats  n'étaient  pas  indépendants,  il  y  aurait  lieu  de 
réduire  leur  nombre  afin  de  simplifier  autant  que  possible  la  struc- 
ture de  l'édifice  mathématique. 

806  Qéométries  partielles  et  fictives.  —  Supposant  réalisée 
la  construction  de  la  géométrie  sur  les  bases  que  nous  venons  de 
définir,  de  nouveaux  problèmes  se  poseront  :  problèmes  qu'il  est 
nécessaire  de  résoudre  si  nous  voulons  pouvoir  grouper  et 
classer  les  théorèmes  en  toute  connaissance  de  cause. 

Quel  rôle  revient,  dans  le  système  géométrique,  à  chacun  des 
postulats  P  A  quel  endroit  tel  postutat  intervient-il,  et  où  n'inter> 
vient-il  pas  ? 

Pour  élucider  cette  question^  nous  la  poserons  sous  la  forme 
suivante  : 

Isolons  un  certain  nombre  de  postulats  de  la  géométrie  et  lais- 
sons provisoirement  tomber  les  autres.  Sur  les  postulats  que  nous 
retenons,  nous  pouvons  édifier  une  science  :  système  de  toutes  les 
propositions  que  l'on  peut  déduire  logiquement  de  ces  postulats  et 

(*)  En  allemand  :  widerapruchha  (exempts  de  contradiction). 
(*)  Du  moins  admettrons-nous  que  cette  preuve  soit  faite.  Cf.  EnriqubSc 
loc,  cU, 
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des  définitions.  Une  pareille  science  pourra  être  appelée  géométrie 
partielle  :  elle  comprend  toutes  les  propositions  géométriques  qui 
dépendent  des  postulats  considérés  et  sont  indépendantes  dcâ  pos- 
tulats éliminés. 

En  étudiant  et  comparant  les  diverses  géométries  partielles  que 
l'on  peut  ainsi  construire,  on  parviendra  à  connaître,  avec  toute' 
la  précision  désirable,  les  rapports  qu'ont  entre  elles  les  différentes 
parties  de  la  géométrie. 

Ici  une  remarque  s'impose.  Considérons  une  géométrie  partielle 
quelconque,  fondée  sur  un  groupe  de  postulats  que  j'appellerai 
groupe  A.  Celte  géométrie,  ne  comprenant  qu'une  partie  des  théo- 
rèmes de  la  géométrie  ordinaire,  est  moins  riche  en  propriétés  : 
mais  elle  est  plus  générale  :  par  hypothèse,  en  effet,  elle  est  vraie, 
non  seulement  si  Ton  adjoint  aux  postulats  du  groupe  A  ceux  que 
nous  avions  provisoirement  laisser  tomber,  mais  aussi  si  l'on  nie 
ces  derniers  postulats.  Toule  géométrie  partielle,  en  d'autres 
termes,  est  la  réunion  de  plusieurs  systèmes  géométriques  bien  dif- 
férents :  i^  la  géométrie  ordinaire  dont  les  postulats  sont  ceux  du 
groupe  A  plus  ceux  d'un  groupe  complémentaire  B  ;  a*  la  ou  les 
géométries  fictives  bâties  sur  celte  hypothèse  que  les  postulats  du 
groupe  A  sont  vrais  et  que  ceux  du  groupe  B  sont  faux, 

807.  —  Les  paragraphes  précédents  ont  suffisamment  expliqué 
quel  sens  il  faut  attacher  à  la  conception  de  géométrie  fictive  pour 
qu'il  ne  soit  pas  nécessaire  d'y  revenir.  Toute  géométrie  fictive  qui 
constitue  un  système  logique  sans  fissure  est  par  là  même  légitime. 
Qu'il  soit  possible,  d'ailleurs,  de  bâtir  effectivement  des  géomé- 
ries  fictives  sur  d'autres  postulats  que  ceux  d'EucIidc,  c'est  là  un 
fait  que  l'apparition  de  la  géométrie  de  Lobatscheffsky  a  mis  hors 
de  doute  dès  le  début  du  xix""  siècle. 

La  géométrie  de  Lobatscheffsky  est  un  système  logique  fondé  : 
i"*  sur  l'ensemble  des  postulats  de  la  géométrie,  moins  le  postulat 
d'Euclide  (*)  ;  a*  sur  la  négation  du  postulat  d'Euclide,  auquel 
Lobatscheffsky  substitue  un  postulat  contraire.  Le  système  ainsi 


(')  On  appelle  ainsi  le  Cinquième  Postulai  des  Eléments  (d'après  lequel 
par  un  point  pris  hors  d'une  droite  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  paral- 
lèle à  cette  droite)  ;  voir  infra  §  9. 
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consiiUir,  que  oojus  étudierons  au  $  9,  M  auajsi  bien  fondé  en. 
logique  que  le  système  euclidien  (*). 

Une  géométrie  fictive  plue  récente  en  date,  mais  dont  la  portée . 
est  également  grande,  est  la  géométrie  non-archimidienne^  dont; 
le  point  de  départ  est  la  négation  da  VAxiome  d'Àrchimide  étfxe 
l^n  peut  formuler  aiQsî  (')  :  Si  deux  segmenis  sont  donnés,  il  y  a 
toujours  un  multiple  du  |^us  petit  qui  surpasse  le  plus  grand. 

Nous  reviendrons  sur  ce^  axiome  et  sur  sa  négation  dans  le  cha- 
pitre III  de  notre  7Voûiè/n(;  Livre,  où  nous  nous  occuperons  de  la 
notion  de  continuité  ('). 

808:  La  méthode  axiomati<iae-  —  !•&  tiiéorie  générale  de» 
^comoh  ies  partielles  et  fictives,  fondées  sur  des  groupes  de  pos- 
tiihiis  déterminés,  a  été  faite  par  David  Hilbert  dans  ses  Grundla- 
(jcn  dcr  Géométrie  (voir  p.  196,  note  4.) 

«  Du  [loint  de  vue  de  Hilbert,  —  écrit  M.  Enriques  (*),  on  en 
(1  an  ivc  n  considérer  une  géométrie  quelconque  comme  un  sya- 
<(  Içmc  criiypothèses  que  l'on  étudie  indépendamment  de  tout 
((  objet  physique  ou  psychologique,  en  suivant,  parmi  les  conjsé- 
tt  quenccs  de  ce  système  d'hypothèses,  celles  qui  semblent  pouvoir 
«  présenter  quelque  intérêt  matliématique.  » 

Pour  construire  une  géométrie,  on  suivra  la  méthode  que  Hilbert 
appelle  axiomaiique. 

On  commence  par  poser  des  défmitions  et  des  postulats,  en  fiui- 
yji  t  les  préceptes  de  Pasch  (805).  Apres  quoi  on  devra  s'assurer 
que  les  postulats  adoptés  sont  bien  compatibles,  et  rechercher  s'ils- 
SD.il  ni  le  pendants  (*). 

(')  Ln  géoniclrio  ricmapieiinc  dojit  nous  parleroiis  au  §  9  nie  également 
le  postula  t  dit  d'EvcLiDc,  mais  elle  contredit,  en  outre,  d'autres  postulats» 

(^)  Bien  que  connu  sous  le  nom  d'axiome  d'AacBiifBDE,  oe  postulat 
fui  énonce,  sous  des  formes  diverses,  par  nombre  da  savants  antérieuia 
nu  11^  si6.1eet,  en  particulier  par  Euclide  (voir  aupra^  t.  I,  p.  to3,  note). 
Li>  ]  rofes3eur  viennob  Stolz  a  baptisé  le  postulat  en  t88i  et  en  a  fart 
ff  }^iS4  r tir  l'importance  ^cf.  61). 

(*)  Ln  géométrie  n^xinarchimc^lifxuie  a  été  pciscipalement  étudiée  par 
Hilbert.  ^ '     " 

(*)  Loc.  cit.,  p.  5. 

(  )  On  pourra  se  diemander  ajissi  s'ils  aont  catégoriques  ;  entendons  par 
l.<  :  s  ils  sufiOsent  à  xsaraotériser  une  géométrie  déterminée,  c'est-à-dire  aï 
1  ( .  cLD.i  !c  des  propositions  que  Ton  en  déduit  vaut  uniquement  pour  1^ 
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Pour  démontrer  k  cbnapadbilité  (ou  l'incompatibilité)  <i*BB 
groupe  de  postolato  donné,  Hilbert  emploie  un  procédé  que  l'on 
peut  caractériser  ainsi  :  «  On  admet  (')  comme  étabfie  à  l'avance 
«  la  possibiCté  d'ane  certaine  géoniétrie  :  par  exemple,  la  possibilité 
«  de  la  géomé^ie  euclidienne  ;  cela  posé,  on  cherche  à  interpréter 
n  tout  système  de  géométrie  donné  comme  un  système  de  relations^ 
u  entre  certaines  figures  de  cet  espace.  Celte  interprétation^  si  ïom 
«  y  parvient,  nous  assure  que  le  système  en^questiocn  est  fondé  sur 
«  des  postulats  compatibles,  car  toute  contradiction  existant  entre 
«  eux  se  retrourerait  connftie  contradiction  dam  le  développement 
x<  de  la  géométrie  endidienne.  On  peut  d'ailleurs  appliquer  le 
<(  même  procédé  en  prenant  comme  point  de  dépaH  n'importe 
«  quel  sy^ème  de  concepts  auxquels  se  rapportent  des  postulat» 
<(  que  nous  savons  compatibles  entre  eux.  o 

Des  procédés  analogues  permettront  d'étudier  les  postulats  au 
point  de  vue  de  leur  indépendance. 

809.  —  M.  Hilb^  a  effectivement,  et  avec  ie  plus  grand  soccès, 
réalisé  ce  programme.  Il  commence  par  classer  les  postulats  géomé* 
triques  en  cinq  groupes  :  i  "  Axiomes  d* appartenance  (  Verknûpfung).; 
2**  Axiomes  d'oixfre  (Anordnung)  ;  3""  Axiomes  de  congruence  ; 
4^  Axiomes  des  parallèles  ;  5**  Axiomes  de  continuilé.  Après  quoi, 
il  montre  comment  sur  chacun  de  ces  groupes  d'axiomes,  et  sur 
leurs  combinaisons^  on  peut  fonder  une  série  de  géométries  hiérar- 
chiquement organisées. 

Le  lecteur,  curieux  de  ce  sujet,  trouvera  dans  le  livre  de  Hilbert 
le  détail  de  ces  géonaétries,  dont  il  ne  manquera  pas  d'admirer 
l'ingénieuse  construction.  Une  question  cependant  lui  viendra 
sans  doule  h  l'esprit  ('). 

Comment,  par  quels  moyens,  M.  Hilbert  a-t-il  obtenu  ses 
cinq  groupes  d'axiomes  ?  Discerna  sans  en  oublier  aucune, 
formuler  sans  pétition  de  principe,  ordonner  et  classer  les  proposi- 


syBlème  logique  constitué  par  cette  géométrie.  Ainsi,  les  groupes  de  pos- 
tulats A  envisagéi  au  n^  8o6,  sur  lesquels  sont  fondées  les  géemétries 
partielles,  no  sont  pas  catégoriques. 

(')  Enriques,  loe.  cU,  p.  lo. 

(-)  Hilbert,  Joc.  jcU^  chap.  i.  —  Cf.  infra,  Trois,  Lw.,  chap«  ju,  où  nous 
foimulerons  explicitement  les  axiomes  de  Hilbert. 


zedby  Google 


200        EXTENSIONS    DE    L'ALCèDRE   ET    CONSTRUCTIONS   LOGIQUES 

lions  primitives  qui  sont  les  assises  cachées  de  notre  géométrie, 
n'élait-ce  point  là  la  partie  la  plus  délicate  de  la  tâche  de  M.  Hil- 
bert  ?  Ne  fallait-il  point  se  livrer,  pour  accomplir  cette  tâche,  à  de 
délicates  recherches,  que  M.  Hilbert  escamote  lorsqu'il  énonce  ces 
axiomes  en  quelques  lignes  dans  les  premières  pages  de  son  ou- 
vrage? Ne  sont-ce  point  ces  recherches  qui  sont  fondamentales  dans 
le  travail  de  Hilbert,  plutôt  que  la  construction  même  des  systèmes 
de  géométrie  par  la  méthode  axiomatique? 

810.  —  A  la  question  ainsi  posée  nous  répondrons  plus  loin 
dans  notre  Troisième  Livre.  Dès  maintenant,  cependant,  nous 
ferons  observer  qu'en  tout  cas»  et  de  quelque  manière  qu'on  les 
obtienne,  la  distinction  et  le  classement  des  postulats  adoptés  res- 
teront nécessairement  arbitraires. 

On  peut  toujours,  en  éSel,  remplaoer  un  ensemble  de  postulats, 
Â,  par  un  ensemble  de  postulats  équivalents ^ — je  veux  dire  par  des 
postulats  Â  qui  sont  des  conséquences  logiques  des  postukts  A  et 
d'où  inversement  les  postulats  A  pourraient  être  déduits. 

Or,  il  est  facile  de  voir  que,  si  l'on  prend  au  hasard  un  ensemble 
de  postulats  équivalant  &  l'ensemble  total  des  postulats  de  la  géo- 
métrie, CCS  postulats,  en  général,  ne  correspondent  pas,  un  i  un, 
aux  postulats  de  Hilbert  et  ne  pourront  pas  être  répartis  entre  les 
mêmes  classes.  Ainsi  le  système  hilbertien  repose  sur  un  choix. 
—  choix  qui  s'exerce  avec  un  flair  et  un  bonheur  indéniables,  mais 
qui  ne  s'impose  pas  nécessairement. 

Eflectivement,  on  peut  concevoir  d'autres  modes  de  classe- 
ments des  géométrics  logiques  et  de  leurs  postulats,  et  il  y  a, 
pour  comparer  ces  géométries,  d'autres  méthodes  que  la  méthode 
axiomalique.  L'un  des  plus  importants  principes  de  classification 
est  celui  de  Félix  Klein  (*),  qui  est  fondé  sur  la  théorie  des  transfor- 
mations (Chap.  IV,  S  10)  et  sur  la  notion  de  groupe. 

811.  Classifications  des  géométiies  partielles  d'après 
Klein.  —  Nous  avons  défini  au  chap.  IV  les  transformations  de 

(1)  Ce  principe  est  exposé  dans  une  dissertation  célèbre  connue  sous  le 
nom  de  Programme  d'Erlangen  de  Félix  Klein,  Vergleichentfe  Betrach- 
tungen  uher  neuere  geometriache  Forachungen,  Erlangen,  187-^.  —  Sur  la 
comparaison  de  la  méthode  axiomalique  et  du  principe  de  Félix  Klein, 
Toir  n**  81a. 
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figareB  et  nous  avons  établi  une  distinction  entre  les  transforma- 
tions qui  n'altèrent  pas  et  celles  qui  altèrent  h  forme  des  figures 
ou  corps  (717).  Nous  avons  ensuite  exprimé  ces  diverses  trans- 
formations par  des  relations  algébriques,  qui  ne  sont  autres, 
d'ailleurs»  que  les  relations  étudiées  au  S  6  du  présent  chapitre 
sous  le  nom  de  substitutions. 

Imaginons  maintenant  que  nous  partions  a  priori  d'une  trans  • 
formation  ou,  plus  exactement  d'un  ensemble  de  transformations 
définies  par  une  substitution  (*) 

où  les  expressions  de  f,  X,  ip  contiennent  un  ou  plusieuis  para- 
mètres indéterminés  (voir  1  6)  :  nous  pouvons  nous  poser  la 
question  suivante  :  trouver  toutes  les  propriétés  géométriques  que 
ces  transformations  n  altèrent  pas,  c'est-à-dire  les  propriétés  qui 
subsistent  sans  modification  lorsque  ton  fait  subir  aux  figures  de 
r espace  tune  quelconque  des  transformations  considérées.  L'en- 
semble des  propriétés  ainsi  définies  constitue  une  géométrie. 

On  pourra,  par  cette  même  méthode,  appliquée  i  divers  en- 
sembles de  transfoi  mitions,  obtenir  séparément  diverses  gcomé- 
tries  partielles.  L'une  quelconque  de  ces  géométries  sara  définie 
comme  F  étude  des  propriétés  géométriques  qui  sont  invariantes  par 
rapport  à  certaines  transformations.  Et  cette  géométrie,  en  con- 
séquence, reviendra  &  l'étude  algébrique  des  invariants  relatifs  h 
certaines  substitutions  (cf.  790).  L'ensemble  des  substitutions 
considérées  pourra  d'ailleurs  constituer  un  groupe  [en  fait  il  se 
trouve  qu'il  en  est  ainsi  pour  toutes  les  géométries  partielles  que 
Ton  a  étudiées]  :  en  ce  cas  on  dira  également  des  transforma- 
tions correspondantes  qu'elles /orm^n^  cm  groupe. 

812.  Exemples.  —  Eclairons  tout  de  suite  les  vues  qui  pré- 
cèdent en  les  appliquant  à  des  exemples  simples. 

Considérons  Tensemble  des  translations,  c'est-à-dire  (721)  le 
système  des  substitutions  : 

(i)  scf  =  a-hx,  /  =  6  4-  j,  z*  ^c-hz, 

(')  Nous  avoDs  donné  ces  formules  au  n*  720  et  nous  avonj  vu  plus 
tard  (783«  769),  qu'elles  n'étaient  autres  que  les  formules  d'une  aubsti^ 
tution.  Nous  dirons  donc  que  les  trans  forma  tions^consîdéré  ce  sont  défînics 
par  cette  substitution. 


zedby  Google 


303        i:XTBIIiIOXS   DE    L  ALGÈfillB   ET   CenSTRUGTIONS   LOGIQUES 

OÙ  a,  b,  c  sont  trois  paramètres  (ces  substitutions  constituent  uii> 
groupe^  dit  f/roape  des  imnslaiions)  :  1  élude  des  invariants  relatifs- 
à  ces  subslîlutions  donne  naissanceà  une  géométrie  (fort  restreinte» 
d'ailleurs)  qui  comprend  en  particulier  les  théorèmes  relatifs  aux 
propriétés  fondamcnlalos  des  droites  parallèles. 
Le  système  de  substitutions 

I   x'  =  X  CCS  a  -f-  /  cos  a'  -h  z  ces  a" 

(a)      K  y  =  X  co$  ^  -h  y  CCS  ^'  -h  z  cos  p' 
(  z  =z  X  C05  '^  -h  y  CD»  y'  -{-  z  CCS  y" 

où  cos  a,  cos  ]3,  etc. ,  sont  9  paramètres  liés  par  les  relations  indiquées- 
au  n^  675  (trois  seulement  sont  arbitraires)  définit  lui  aussi  une 
géométrie  ;  celle-ci  porte  sur  les  propriétés  des  Ggures  qu*une  ro- 
tation autour  de  l'origine  —  ou,  plus  exactement»  une  combinai- 
son de  rotations  autour  de  Torigine  —  n'altère  pas.  Le  système 
des  substitutions  (3)  Forme  un  groupe  que  l'on  peut  appeler 
groupe  des  rotations. 

Quelle  sera  la  place  des  géométries  partielles  ainsi  obtenues  — 
de  la  première,  par  exemple  —  dans  le  système  de  géométries 
auquel  conduit  l'emploi  de  la  méthode  axiomatique  ?  Pour  élucider 
cette  qrestion,  on  devra  se  demander  quels  postulats  il  est  né- 
cessaire d'admettre,  touchant  le  point  et  la  ligne  droite,  pour  que- 
la  transformation  définie  algébriquement  par  les  formules  (i)- 
soit  une  translation  au  sens  géométrique  du  mot,  c'est-à-dire  réponde 
à  la  dérmition  géométrique  que  nous  avons  donnée  au  n"*  718.  La 
même  question  se  posera  au  sujet  des  différentes  substitutions,  et 
par  conséquent  des  différentes  géométries  partielles,  que  nous- 
allons  considérer  ci-après. 


813.  La  géométrie  classique  (métrique).  —  Considérons, 
d'une  manière  générale,  le  système  des  substitutions  qui  définissent 
un  déplacement  quelconque  dans  l'espace  (renversement  de  la 
figure  ou  inversion  comprise,  vo/r  721).  Ces  substitutions  n'aK 
tèrent  point  la  forme  des  figures  telles  que  triangles,  cercles, 
ellipses,  sphères,  etc«,  et  laissent  par  conséquent  invariables  toutes 
les  propriétés  spécifiques  de  ces  figures  qui  font  l'objet  d  1  otre- 
géométrie.  Ainsi  la  géométrie  classique  étudie  l'ensemble  des  pro- 


zedby  Google 


LA    CQXJXia.Cilû:!    LOCLQ.LE    DES    MATHÉMATIQUES  30$ 

priétcft  invarÎABtcs  parrappoi't  ayx  traafifbrmâticxns  conai^ées  (% 
Ce  &oal  les  propriélés  qui  ofit  teait  i  Végaiiti  (eoogrueitce)  des- 
figores  ou  parties  de  figures. 

D'autres  propriétés  sont  égal^ueot  considérées  par  la  géométrie, 
classique,  qui  dépendent  de  la  notion  de  simiUéude  entre  figures» 
Ces  propriétés  sont  invartanles,  non  seulement  par  rapport  aux 
transformations  qui  sont  des  déplacements*  mais  aussi  par  rapport 
à  celle  qui  transforme  les  fi^gures  en  figures  semblables.  GeUe  der« 
nlère  transformation  est  le  changement  d^ échelle  défini  au  n^  722. 

L'ensemble  des  transformations  qui  consistent  en  un  déplace» 
ment  dans  Fespace»  suivi  éventuellement  d'un  tenversement  de  la 
figure  (inversion)  et  d'un  changement  d'échelle  constitue  manifes* 
tement  un  groupe  :  La  géométrie  classique,  prise  dans  son  en- 
semble, sera  définie  comme  étant  V élude  des  propriétés  inva-^ 
riantes  par  rapport  avuc  transj  or  mations  de  ce  groupe.  On  appelle 
quelquefois  cette  étude  géométrie  métrique  (')  pour  la  distingner 
des  autres  géométrîes  (les  propriétés  métriques  des  figures  sont, 
en  effet,  son  objet  principat). 

814.  Géométrie  aiUne  (').  —  Considérons  l'ensemble  de» 
substitulîons  étudiées  au  n''  723  : 

a/  =s  ai  a  -4-  6j  y  -f-  c^z  4-  cfi,  etc. 

où  a,,  6|,..  sont  des  paramètres  quelconques.  L'ensemble  de  ces 
substitutions  et  des  transformations  qu'elles  définissent  forme  un 
groupe  que  nous  appellerons  groupe  des  transformations  affines  :' 
nous  appellerons,  pareillement,  géométrie  affine  l'étude  des  pro- 
priétés invariantes  par  rapport  aux  transformations  de  ce  groupe. 
En  géométrie  affine,  il  ne  sera  pas  question  de  longueur  ni 
d'angle  :  en  effet,  une  transformation  affine  transforme  sans  doute 
un  segment  rectiligne  en  un  autre  segment  recliligne  et  un  angle 
(formé  de  deux  droites  se  coupant)  en  un  autre  angle,  mais  elle 

(<}  L'ensemble  de  ces  traDbforinationi  constitue  un  groupe  appelé 
groupe  des  déplacements. 

(^)  Au  n<>  714  notieavone  pris  Texprcflsion  «  géométrie  lEiétrique*  dans 
ua  sens  à  la  fois  moins  précis  et  plus  restreint. 

(^)  Nous  suivons  ici  l'exposé  donné  par  Félix  KtEiN  lui-même  danssoi» 
ouvrage  Elementarmalhematik  vom  hôheren  Standpunkte  aus.  t.  Il,  Teub- 
ner,  1909,  p.  272,jiq.q. 
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change  en  général  la  longueur  du  segment  et  la  grandeur  de 
l'angle.  Il  ne  sera  point  question  non  plus  en  géométrie  affine  de 
la  distinction  du  cercle  et  de  l'ellipse,  car  une  transformation 
affine  change  en  général  les  cercles  en  ellipses.  Par  contre,  la 
définition  du  parallélisme  entre  droites,  la  distinction  des  trois 
genres  de  sections  coniques  (ellipse,  hyperbole,  parabole),  la  déG- 
nition  des  diamètres  de  ces  courbes,  les  propriétés  des  diamctix^s 
conjugués,  entreront  dans  la  géométrie  affine  comme  dans  la 
géométrie  classique. 

'  815.  Oéométrie  projective.  —  L'ensemble  des  tronsforma- 
lions  étudiées  au  n""  725  et  définies  par  les  substitutions 

a/  =   ^'  ^'  "^^«  y  -h  c,  z  -I-  (f«  g^g 

a^x  -f-  6^ j  H-  c^z  -+-  d^ 

forme  un  groupe  que  nous  appellerons  groupe  des  (ransfor^ 
mations  projeclives  :  l'élude  des  propriélés  invariantes  par 
rapport  à  ces  transformations  constitue  la  géométrie  pi^jeclivc. 
Dans  cette  géométrie,  la  distinction  des  trois  genres  de  sections 
coniques  disparait  (car  une  transformation  projective  peut  changer 
une  ellipse  en  hyperbole  ou  en  parabole)  :  il  n'y  à  plut  qu'une 
seule  espèce  de  sections  coniques.  Un  grand  nombre  do  propriétés 
de  ces  courbes,  —  en  particulier,  les  propriétés  relatives  aux 
pôles  et  polaires,  —  subsistent  par  contre  dans  la  géométrie  i)ro- 
jeclive. 

816.  Analysis  situa.  — Donnons,  pour  terminer,  la  définition 
de  la  géométrie  dénommée  Analysis  situs  qui  étudie,  sous  leur 
aspect  le  plus  général,  les  rapports  de  situation. 

Considérons  l'ensemble  des  transformations  définies  |mr  les 
substitutions 

(3)  x' ==  9  (ar.  y.  2).     y' =  y,  {^>  ï*^)^       z'  =  ^^(x,y.z\ 

OÙ  f ,  X,  (f  sont  des  fonctions  quelconques,  que  nous  supposons 
seulement  continues  pour  toutes  valeurs  finies  des  trois  va- 
riables X,  y,  z.  Considérons  en  outre  la  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques  définie  par 

(4)  x'  =  x-,      y'=y-\      z'  =  z-' 
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qui  permet  de  transformer  les  points  dont  une  ou  plusieurs  coor* 
données  sont  infinies  en  des  points  situés  à  distance  finie.  Uen- 
semble  des  transformations  obtenues  en  effectuant  une  transfor- 
mation {3),  suivie  éventuellement  de  la  transformation  {/i),  constitue 
un  groupe  :  TAnalysis  si  tus  est  C  étude  des  propriétés  invariantes 
par  rapport  aux  transformations  de  ce  groupe  (*). 

817.  La  notion  générale  de  groupe.  —  L'esquisse  qui  pré- 
cède  nous  a  permis  d'apprécier  l'importance  du  rôle  joué  dans 
la  construction  des  mathématiques  par  la  notion  de  groupe. 
Cette  notion  peut  être  généralisée  et  étudiée  indépendamment  de 
toute  formule  algébrique  comme  aussi  de  toute  considération  géo- 
métrique. On  reconnaît  alors  qu'elle  intervient  plus  ou  moins 
ouvertement  dans  les  chapitres  les  plus  divers  de  la  science. 

Nous  nous  contenterons  de  donner  ici  la  définition  générale  du 
groupe  et  de  l'éclairer  par  quelques  exemples. 

Etant  donnée  une  collection  d'éléments  a,  bp  c,  d,  e...  et  étant 
définie  une  opération  au  moyen  de  laquelle  on  les  combine,  on  dit 
que  ces  éléments  forment  un  groupe  s'ils  possèdent  les  trois  pro- 
priétés suivantes  : 

I**  La  combinaison  de  deux  quelconques  de  ces  éléments,  pris 
dans  un  ordre  donné,  détermine  un  troisième  élément  dé  la  collec' 
tion  et  un  seul,  [Notre  définition  étant  indépendante  du  mode  de 
combinaison  envisagé,  nous  donnerons  à  l'opération  qui  effectue 
cette  combinaison  le  nom  général  de  composition  ;  nous  désigne- 
rons les  résultats  (')  de  la  composition   des  deux  éléments  a,  b 

(')  Il  résulte  de  cette  définition  que  VAnalysis  aitus  ne  e'occupe  ni  de 
la  longueur  ni  de  la  forme  des  lignes  qu'elle  considère,  c  Si  par  exemple» 
écrit  Henri  PoiNCARâ  (La  pâleur  de  la  Science,  p.  66)  on  constate  que  sur 
une  ligne  le  point  B  est  entre  les  points  A  et  C,  on  se  contentera  de  cette 
constatation  et  on  ne  s'inquiétera  pas  de  savoir  si  la  ligne  ABC  est  droite 
ou  courbe,  ni  si  la  longueur  AB  est  égale  à  la  longueur  BC  ou  si  elle  est 
deux  fois  plus  grande.  Les  théorèmes  de  VAnaiysia  situa  ont  donc  ceci  d& 
particulier  qu'ils  resteraient  vrais  si  les  figures  étaient  copiées  par  un 
dessinateur  malhabile  qui  altérerait  grossièrement  toutes  les  proportions 
et  remplacerait  les  droites  par  des  lignes  plus  ou  moins  sinueuses  > .  Les 
principes  de  VAncdysis  situs  ont  été  posés  par  Riemann  en  1867. 

(*)  Si  a  et  6  sont  des  nombres,  ces  symboles  peuvent  représenter  des 
produits  au  sens  arithmétique  du  mot,  mais  ils  peuvent  aussi  représenter 
le  résultat  d'une  opération  quelconque  combinant  a  et  6, 


zedby  Google 


^66       EXTEroiOWS   DF   L^CGËDRB   BT   COÏlSTtlUCnO^S   LOGIQUES 

»  .i 

(prfe  dans  Tordre  a,  b  ou  dans  Tordre  6,  a)  par  lés  syiuboles 
■a,  b  et  6.  a].  —  t,""  Chacune  des  deux  égalités  a.c  =b.c  el  c.a  —  c.6 
•eniraîne  a=^  b,  —  3*  Trois  éléments  quelconques  se  composent  sui- 
vant la  loi  d^associativité :  (a,  b).  c  =  a.  (6.  c)  :  en  d'auCres  terinrs  : 
si  a.b  =i  d  et  b.c  =  e,  il  en  résulte  d.  c=  a,  e. 

Telles  sont  les  conditions  qui  définissent  un  groupe  ^éléments 
par  rapport  à  une  opération  donnée.  Dans  le  cas  particulier  où 
1*011  a  a.  bz=:b.  a  quels  que  soient  les  éléments  de  la  collection 
•que  Ton  considère,  le  groupe  est  dit  commutatif, 

818.  Exemples.  —  L'ensemble  des  nombres  entiersr  ferme  un 

groupe  commutatif  par  rapport  h  Topération  de  Y  addition.  Ces 

•mêmes  nombres  forment  un  groupe  commutatif  par  rapport  à  la 

multiplication  (à  condition  que  Ton  ne  comprenne  pas  (')  o  parmi 

•eux).  —  L'ensemble  des  nombres  rationnels  (zéro  non  compris) 

forme  un  groupe  par  rapport  k  l'opération  de  la  division  ;  ce 

b         .  a    ^ 

groupe  n'est  pas  commutatif,  car  -  est  différent  de  r  . 

Considérons,  pour  prendre  un  exemple  plus   compliqué,   les 
•resles  des  divisions  des  nombres  entiers  successifs  par  un  même 
nombre  [par  exemple  par  8]  et  désignons  ces  restes  par  tes  sym- 
boles (')  :  r  (mod.  8),  2  (mod.  8),  3  (mod.  8)...  n  (mod.  8)... 
I^  somme  (mod.  8)  ou  le  produit  (mod.  8),  de  deux  quelconques 

<dc  ces  restes  sera,  par  définition,  le  reste  de  la  division  par  9  de 
lewr  somme  ou  produit  proprement  dit.  De  là  on  déduit  facrle- 
mcntque  le»  reste»  considérés  forment  un  groupe  par  rapport  1^ 
Toporation  addition  (mo:l.  8).  Par  contre  ils  ne  forment  pas  un 

groupe  p«r  rapport  à  la  maltiplication  (mod.  8)  ;  en  eSef  l'oa  a 

|Mtr  exemple  : 

1  (mod,  8)  X  4  (mod.  8>=r  f  x  4  =  4 
3  (mod.  8)  X  4  (mod.  8)  =  3  X  4  =  12: 

•donc  les  produite  {nuuL  8)  de  r  (mod.  8),  4  (mod.  8)»  et  de 
3  (mod.  8)r  4  (mod.  8)  sont  tous  deux  égaux  (^)  à  4  ;  et  Ton  peut 

(')  Car  si  o  était  Tunde  nos  éléments,  on  aurait  a.  o  =  6.0  quels  que 
«oient  a  et  &  ;  donc  notre  deuxième  condition  ne  serait  pas  satisfaite. 

(')  Nous  avons,  d'oprès  les  propriétés  delà  division:  i  (mod.  8)  se  i; 
2(mod.  8)  =  2, ;7  (mod.  S)  =  7  ;  8  (mod.  8)  =»o;9  (mod.  8)  «  i,  etc. 

(»)  Car  la  (mod.  8)  =  4. 
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^rîrc  [en  désignant  par  a.  b  le  résultat  de  l'opération  :  mulll- 
pUcalion  {mod.  S)]  : 

I  (mod.  8).  4  (mod.  8)  =  3  (mod.  8).  4  (mod.  8)  ; 

Etant  donné  que  i  (mod.  8)  et  3  (mod.  8  )  ne  aont  pas  égaux,  on 
voit  que  la  deuxième  condition  du  n*"  817  n'esfc  pas  satisfaite. 

819.   Groupe  d'opérations  ou  de  changements  d^état.  "— 
Les  éléments  a,  b,,..  dont  il  est  question  dans  la  définition  géné- 
rale du  groupe  peuvent  être  de  natures  très  diverses.  Ce  pourront 
être  par  exemple  des  opérations  (effectuées  sur  une  certaine  caté- 
gorie d'objets)  :  la  composition  de  deux  éléments  sera  alors  la 
combinaison  de  deux  opérations  effectuées   h.  la  suite   Tune  de 
l'autre.  Ce  pourront  être  aussi  des  changements  d*état  quelconques 
subis  par  certains  corps  :  en  ce  cas  le  groupe  n'aura  plus  aucun 
caractère  quantitatif.  C'est  la  considération  d'un  groupe  de  cette 
nature  qui  a,  selon  Henri  Poincaré,  provoqué  la  création  de  la 
géométrie.  Ce  groupe  équivaut  au  groupe  des  déplacements  du 
n*  813  ;  mais  à  Têtre  humain  qui  ignore  encore  la  géométrie  il  ne 
saurait  se  révéler  sous  la  forme  précise  que  nous  avons  indiquée 
plus  haut.  L'homme  constate  simplement  qu'il  y  a,  dans  la  nature, 
des  corps  dont  certains  changements  d'étal  (révélés  par  nos  sensa- 
tions, principalement  par  nos  sensations  musculaires)  conslitucnl 
à  peu  près  un  groupe.  Ces  corps  nous  les  appelons  solides,  ces 
changements  d'état  nous  les  nommons  déplacements ,  et  nous  étu- 
dîonff  le  groupe  sur  lequel  notre  attention  se  trouve  ainsi  attirée. 
Nous  convenons  de  dire  qu'un   corps  qui  subit  un  changement 
d'état  faisant  partie  de  ce   groupe  reste  égal  à  lui-iB<^me.  Nous 
convenons  d'appeler  droite  tout  ensemble  de  points  Oque  n'altèrent 
pas  ceux  des  changements  d'état  du  groupe  qui  en  laissent  iava^ 
riables  deux  points  au  moins.  Nous  convenons  d'appeler  p/a/i  tout 
ensemble  de  points  que  n'altèrent  pas  ceux  des  changcnienls  d'état 
du  groupe  qui  en  laissent  invariables  trois  points  au  moins.  Et 
c'est  ainsi  que  s'introduisent,  à  l'occasion  de  l'observalion  des 
corps  solides,  les  diverses  notion»  fondannenlales  de  la  géon^Uie. 

(*)  Bien  entendu,  pour  que  ces  convcnlîons  aient  un  sens,  il  faut  que 
l'on  ait  déjà  défini  le  point.  Nous  ne  donnons  ici  qu'un  aperçu  iacuinplet 
de  la  théorie  proposée  par  Henri  Poxncark. 
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9.  —  La  géométrie  non^cucUdienne. 

820.  —  Ainsi  que  nous  l'avons  annoncé  (807),  nous  allons 
donner  quelques  indications  sur  la  première  en  date  et  la  plus 
importante  des  géomélries  fictives  :  la  géométrie  non-eucli- 
dienne. 

Celle  géométrie  repose  sur  la  négation  du  cinquième  Postulat 
d*Euclide  qui  est  le  suivant  (*)  :  «  Si  deux  droites  d'un  plan  forment 
avec  une  troisième  droite  de  ce  plan,  et  du  même  côté  de  celle-ci, 
deux  angles  intérieurs  dont  la  somme  est  inférieure  i  deux  droits, 
ces  deux  droites  prolongées  se  rencontrent  du  côté  où  les  angles 
sont  plus  petits  que  deux  droits  »  ;  ce  qui  revient  à  dire  —  si  l'on 
tient  compte  des  autres  postulats  et  axiomes  —  que  :  par  un  point 
extérieur  à  une  droite  donnée  on  peut  mener  une  et  une  seule  pa- 
rallèle à  cette  droite. 

On  a  souvent  fait  observer  qu'Euclide  évite  le  plus  possible  de 
s*appuyer  sur  son  cinquième  postulat  (il  ne  le  fait  pas  intervenir 
avant  la  proposition  39  du  livre  I  des  Elémenls).  On  en  a  conclu 
qu'il  ne  voyait  pas  dans  ce  postulat,  comme  dans  les  précédents, 
une  vérité  première  et  fondamentale  s'imposant  nécessairement 
à  l'esprit  (voir  p.  211,  note  i).  Jusqu'au  xix*  siècle,  en  fait,  les  com- 
mentateurs et  les  successeurs  d'EucIide  ne  cessèrent  pas  de  faire 
des  efforts  pour  obtenir  une  démonstration  logique  de  la  proposi- 
tion énoncée  par  ce  postulat  (^). 

821.  —  Un  fait  se  dégagea  peu  à  peu  des  recherches  entre- 
prises à  ce  sujet  :  c'est  que  le  cinquième  Postulat  (dit  postulai 
d*Euclide)  peut  être  remplacé  par  d'autres,  équivalents,  c'est-à-dire 
donnant  naissance  au  même  système  de  géométrie  (lorsqu'on  le 
combine  logiquement  avec  les  quatre  premiers  postulats  et  les 

(*)  Kai  liv  eU  5uo  eù9t(ac  eûOETa  einriTrxouaa  xàç  ivtàc  xat  Itti  xdt  a-jzk 
fjiipT)  ytû'iia^  8uo  Ôp6u)v  IXddffovaç  irotTi,  ixpaXXojXÊVxç  xà;  ojo  EÛBEia;  ïr/ 
ÔT^eipov  ŒUfiTïiTïTciv,  Iç*  à'  jispT)  elffîv  ai  twv  8jo  ôpOwv  iXiaaoveç.  {Elémen's, 
liv.  I). 

(')  Par  exemple,  Claude  Ptolémée  (ii«  sîèc.  ap,  J.-C),  Proclus 
(v®  sièc.),  Nasir  Addin  Tousi  (xiii«  siée.). 
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•axiomes  euclidiens)  ;  et  parmi  ces  divers  substituts  du  posBluIat 
d'EucIide,  il  en  est  qui  paraissent  particulièrement  simples  et 
tntoiti£i« 

Ainsi  Wallis  ('),  aaxTu*  siècle,  montre  que  la  proposition  d'Eu* 
dide  peut  être  remplacée  par  un  postulat  afBrmant  qu'il  existe 
àes  figures  semblables  \  plus  précisément  il  suffit  de  poser  l'exis- 
tence d'un  seul  couple  de  triangles  semblables  et  inégaux  pour 
que  la  proposition  d'Euclide  résulte  logiquement  de  cette  bypo« 
thèse. 

En  1733,  le  jésuite  Girolamo  Saccheri  pose  la  queslion  comme 
il  suit  (')  :  Etant  donné  un  segment  A.B  dans  un  plan,  élevons  les 
perpendiculaires  à  ce  segment  en  A  et  en  B  (d'un 
même  côté)  et  prenons    sur  elles  deux  longueurs 
égales  AG,  BD.  Le  quadrilatère  ABGD  a,  par  cons- 
truction, a  angles  droits  (en  A  et  B)  et  l'on  peut 
démontrer  (en  s'appuyant  sur  des  théorèmes  indé- 
pendants du  postulat  d'Euclide)  que  ses  2  autres       Fig.  aSi. 
angles  (en  G  et  D)  sont  égaux.  Trois  hypothèses 
peuvent  alors  être  faites  sur  ces  angles  égaux  :  ils  sont  aigus, 
droits  ou  obtus.  Saccheri  montre  que  la  proposition  d'Euclide 
équivaut  à  postuler  que  les  deux  angles  sont  droits. 

En  se  plaçant  à  un  point  do  vue  analogue  Legendre  devait 
montrer  plus  tard  (*),  que  si  Ton  admet  qu'il  existe  un  triangle 
(fàt-ce  un  seul)  dont  les  trois  angles  ont  pour  somme  deux  angles 
droits,  on  peut  déduire  de  là  la  proposition  d'Euclide. 

Ainsi,  par  combinaison  et  déduction,  on  peut  transformer  de 
multiples  manières  le  cinquième  postulat,  tout  comme  on  trans- 
forme en  algèbre  les  diverses  expressions  d'une  même  fonction. 

\*)De  Poaiidato  quinto  et  Dêfiniiione  quinia  Lihri  6.  Euclidis  D  scepta- 
tio  Geomeiriea.  Opéra,  t.  H,  p.  667. 

(*)  Euelidêi  ah  omni  ntevo  vindicatus  :  «(V0  conaius  geomeiricua  quo  eta^ 
hHiuntur  prima  ipaa  unwersm  géométrie^  principia.  Milan,  1733. 

(')  Réflexions  sur  différentes  manières  de  démontrer  la  théorie  des  pceral- 
Ule»  ou  le  théorème  sur  la  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  (Mém.  de 
VAca^l.  dei  Scienc,  de  l'Institut  de  France,  i833).  —  Legendre  a  également 
remplacé  I0  postulat  d'EucLiDE  par  le  postulat  suivant  (r2^  éd.  des 
Elémenis  de  Géométrie,  i8!i3)  :  Etant  donné  deux  demi-droites  issues  d'un 
point  O  et  un  point  P  dans  leur  angle,  on  peut  toujours  mener  par  le 
point  P  une  droite  qui  rencontre  les  doux  demi-droites. 

Dooraoos.  —  I^'M  Priacipcs  de  l'Analyto  uialhiSmalique.  II  t4 


zedby  Google 


mO'       EXTE?IS10NS    DE    L  ALGEBRE    ET    CO.NSTnXCl'IO.NS    LOGIQUES 

Mali;»  on  ne  parvient  jamais  qu'à  reculer  ou  à  déplacer  la  (IiiB- 
cui!lô  ;  il  n'y  a  puiiil  même  comnaenceinent  de  démonsirafion. 
C'est  vers  i83o  qiiû  le  rôle  et  la  sîgniQcation  véritables  do 
poâtulat  d'Euclide»  —  pressentis  déjà  par  Gauss  —  apparurent 
clairement  h  deux  géomètres  doutiez  noms  sont  restes  céièbre»  : 
Lobatscbeffsky  (*)  el  Bolyaî  (^). 

B22.  La  géométrie  de  liObatschelfsky. — ^Lobatscheflsftyet 
Bolyai  ont  montré  qu'en  partant  d'une  liypolli^se  contraire  à  celle 
qu3  formule  le  cinquième  postulat,  on  peut  construire  un  système 
de  géométrie  qui  n'implique  aucune  conlradicliun  logique  et  qui 
so  déroule  à  1  infini  (')  en  une  suite  de  théorèmes  tout  aussi  bien 
enclinîaésel  rigoureusement  {)rouvés  qne  ceux  du  système  eucli- 
dien. Pour  faire  cette  démonstration,  Lobatschcllsky  et  Bolyai 
n'ont  eu  qu'a  suivre  la  voie  qu'avait  ouverte  Saccbsri.  Le  Jésuite 
italien  s'était  demandé,  en  ellet,  à  quelles  conclusions  l'on  abou- 
tirait si  l'on  supposait  que  les  deux  angles  en  G  et  D  du  quadri- 
latère ABGD  déiini  plus  haut  étaient  non  droits  et,  en  particulier, 
aiffiis  (*)  :  il  avait  obtenu  ainsi  une  chaîne  de  propositions  qui  de- 
v.^naient  vite  assez  compliquées  et  étranges;  et  il  avait  cru  pou- 
voir aQirmcr  que  ces  propositions  étaient  contradictoires  et  que, 
par  conséquent,  l'hypothèse  snr  laquelle  elles  reposaient  était 
inadmissible.  C'est  là  que  se  trompa  Saccheri  :  il  n'eut  pas  foi  en 
la  valeur  du  système  logique  qu'il  avait  fort  ingénieusement 
commence  à  construire,  et  il  crut  y  découvrir  une  fissure  qui  ne 

(»)  Exposition  des  principes  de  la  géomélrie  avec  une  démonstration  rigou- 
reuse du  théorème  des  parallèles,  présente  à  l'uni vcrsi té  de  Kazan  en  1826 
(public  dans  la  Collection  des  Œuvres  géométriques  complètes  ds  Lobats- 
cheffshy^  2®  vol.,  Kcizan,  1886). 

(-)  Appendice  au  Tentamen  juventutem  studiosam  in  élément  1  watheseos 
pursCf  clementaris  ac  suhlimioris,  metlwdo  intuitivd  evideJiaque  huic.  pro- 
pria, introducendi  (i832).  L'appendice  a  pour  litre:  Appendix  scieniiam 
sprdii  absolule  veram  ezhih.ns  :  a  veritate  aul  fahitale  Axiomati  XI 
[5«  postulat]  (a  priori  h\ud  unquam  decidenda)  indipendentem  ;  ad/eita,  ad 
éasum  fais  taiiSf  qucdratura  circuli  ge.-metrica^  La  géométrie  ainsi  conçue 
embrasse  à  la  fois,  on  le  voit,  le  système  euclidien  et  la  géométrie  non- 
euclidienne. 

(•)  Voir  note  t,  p.  212. 

\*)  Si  l'on  fait  l'hypothèse  que  les  deux  angles  sont  obtus  on  obtient  le 
système  géométrique  de  Riehann,  dont  nous  parlerons  tout  à  l'heure. 
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8  T  trouvait  pas.  C'est  le  système  de  Sacchtri,  qui  renaqoît  au 
XI \*  siècle  sous  le  nom  do  géométrie  non-eacUdîenne  ou  (jéomiirie 
de  LobaischscheJJsky , 

823.  —  L'hypothèse  que  Lobatscheffsky  et  Bolyai  substituent  à 
riiypothèse  euclidienne  sur  les  droites  parallèles  peut  être  pré- 
sentée comme  il  suit  : 

Considérons  une  droite  indéfinie  (D),  et  un  point  P  hors  de 
celte  droite.  Par  ce  point  P  faisons  passer  ^p, 

une  droite  (E)  qui   coupe  la  droite  (D)  au         \p  ,^.^ 

point  Q.   Lorsque,  laissant  fixe  le  point  P,  \^ 

nous  faisons  tourner  la  droite  (E)  autour  de  \^ 

ce  point,  le  point  Q  se  déplace  sur  (D)  ;  et  ^^  Q\ 

réciproquement,  pour  faire  tourner  la  droite  ^'^'  '^'*' 

(E)  autour  du  point  P,  il  suOit  de  déplacer  le  point  Q  le  long  de  (D). 
.  Imaginons  alors  que  le  point  Q  s'éloigne  indéfiniment  le  long 
de  (D)  soit  vers  la  droite,  soit  vers  la  gauche.  Le  cinquième  Postu- 
lat d'Enclide  revient  à  admettre  que,  dans  ces  conditions,  la  droite 
tournante  (E)  tend  vers  une  position-limite  [droite  D']  qui  est  la 
mJme  dans  les  deux  cas  (')  :  la  droite  (D')  est  laparaltèle  à  (D) 
menée  par  le  point  P  (fig,  282). 

L'hypothèse  de  Lobatscheffsky  et  Bolyai  revient  à  supposer  que 
'^  droite  (E)  tond  vers  des  positions-limites 
différentes  suivant  que  le  point  Q  s'éloigne 
indéfiniment  vers  la  droite  0!i  vers  la  gauche. 
«!>•>       Appelons  (D')    et  (D")   ces   deux  droiles- 

'- (01     limites.  Elles  ne  rencontrent  la  droite  (D) 

Pj     ^^33  ni  l'une  ni  l'autre  et  Ton  démontre  facile- 

ment que  toute  droite  —  telle  que  {V)  sur 
la  fig.  283  —  située  entre  (*)  (D)  et  (D)  ne  peut  non  plus  ren- 
contrer (D)  et  (D').  Ainsi  —  si  l'on  vent  conserver  la  définition 
ordinaire  des  droites  parallèles  (75)  —  on  devra  dire  que,  dans 
l'hypothèse  lobalscheffskyenne,  on  peut,  par  un  point  P,  mener 
une  infinité  de  droites  parallèles  à  une  droite  donnée  ;  mais  on 


(*y  A  priori,  il  n'y  a  criJcinment  point  de  raison  pour  qu'il  on  soit 
ainsi.  C'est  pourquoi  lo  posluiat  d'EucLiDE  ne  s'impose  point. 

(')  Plus  précisément  dans  ceux  des  quatre  angles  formés  par  (D;  et[D') 
qui  ne  contiennent  pas  la  perpendiculaire  abaissée  de  P  sur  (D^. 
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réservera  souvent  le  nom  de  parallèles  aux  deux  droites  limites  (D') 
et  (D'')  que  nous  avons  définies  ci-dessus  :  on  les  appelle  aussi 
parallèles  principales. 

On  a  démontré  (^)  en  toute  rigueur  que  quelque  loin  que  Ton 
pousse  la  déduction  des  conséquences  qui  résultent  logiquement 
de  ces  données,  on  ne  sera  jamais  arrêté  par  aucune  contradiction. 

824.  La  géométrie  non-eaclidieune  de  Riemann.  —  L'hypo- 
thèse de  Lobatscheffsky  et  Bolyai  n*est  point  la  seule  que  l'on 
puisse  substituer  à  l'hypothèse  euclidienne.  Le  géomètre  aUemànd 
Riemann  a  montré,  en  effet,  dans  sa  célèbre  dissertation  inaugu- 
rale O  (i854)f  que  l'on  peut,  sans  se  heurter  h  aucune  contradic- 
tion, fonder  une  géométrie  partant  du  postulat  suivant  :  la  droite 
PQ,  définie  au  n^  823,  ne  jend  vers  bvlovlxl^  position-limite ^  lorsque 
le  point  Q  se  déplace  sur  la  droite  (D)  vers  la  droite  ou  vers  la 
gauche.  Toutefois,  pour  légitimer  ce  postulat  (au  point  de  vue  lo- 
gique, s*entend),  il  est  nécessaire  de  modifier  notre  conception  et 
notre  définition  habituelle  de  la  ligne  droite  :  nous  devons  ad- 
mettre que  la  ligne  droite  n'a  pas  une  longueur  infinie  :  en  d'autres 
termes,  qu'elle  n*est  pas  indéfiniment  prolongeable. 

Une  semblable  hypothèse  a-t-elle  un  sens  et  ne  va-t-elle  pas 
ruiner  toute  la  géométrie  ?  Nous  allons  voir  qu'il  n'en  est  rien 
et  que  les  postulats  de  Riemann  se  trouvent  réalisés  dans  notre 
géométrie  même,  sinon  pour  les  figures  généralement  appelées 
droites,  du  moins  pour  des  figures  qui  jouent  un  rôle  analogue 
et  que  nous  aurions  parfaitement  le  droit  de  baptiser  «  droites  » 
si  cela  nous  plaisait. 

Imaginons  qu'au  lieu  de  nous  placer  dans  un  plan,  et  d'étudier, 
comme  le  fait  la  géométrie  élémentaire,  les  droites  situées  dans  ce 
plan,  nous  considérions  l'ensemble  des  points  situés  sur  la  surface         i 
d'une  sphère  de  centre  O.  On  démontre,  en  stéréométrie,  le  théo-         | 
rème  suivant  :  parmi  tous  les  chemins  tracés  sur  la  sphère  et  joi-         \ 


(^)  Beltrami  a  fait  cette  démonstration  par  des  considérations  ana- 
logues à  celles  que  nous  allons  indiquer  à  propos  de  la  géométrie  de 
Riemann. 

(*)  Hahiliiationachrift  (Université  de  Gk^ttingen)  :  Ueher  die  Hypolhe 
wfiche  der  Géométrie  zu  Grunde  liegen. 
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(jnant  deux  points  A  et  B,  le  plus  court  est  tare  (*)  du  grand  cercle 
de  la  sphère  qui  passe  par  les  points  \  et  h  fc'est-à-dire  l'arc 
du  cercle  de  centre  0  qui  est  rintersectîo'n  de  la  sphère  avec  le 
plan  défini  par  les  trois  points  OAB,  cf.  192].  L'arc  ainsi  défini 
joue,  sur  la  surface  de  la  sphère^  le  r(>lc  que  la  droite  joue  dans  le 
plan  (où  elle  est  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre)  :  par 
deux  points,  sur  la  sphère,  passe  un  grand  cercle  et  un  seul 
(comme  dans  le  plan  une  droite  et  une  seule)  ;  les  grands  cercles 
qui  joignent  trois  points  deux  à  deux  forment  un  triangle  (triangle 
sphériqne,  192),  et  ainsi  de  suite.  Remarquons,  d'ailleurs,  que,  si 
le  rayon  de  la  sphère  est  très  grand,  la  surface  de  la  sphère  —  con- 
sidérée autour  de  l'un  quelconque  de  ses  points  —  se  rapproche 
beaucoup  de  la  forme  plane  ;  c'est  ainsi  que,  dans  un  espace  res- 
treint, un  arpenteur  ou  un  architecte  peut  négliger  la  courbure  de 
la  terre,  regarder  le  sol  comme  plan  et  appliquer,  dans  ses  opéra- 
tions, les  théorèmes  de  la  géométrie  plane.  L'assimilation  des 
grands  cercles  de  la  surface  sphérique  aux  droites  d'un  plan,  n'a 
donc,  on  le  voit,  rien  d'extravagant  ;  elle  est,  au  contraire,  con- 
forme à  notre  pratique  journalière. 

Il  y  a  cependant,  entre  les  grands  cercles  et  les  droites,  cette 
différence  capitale  :  Deux  grands  cercles  quelconques  se  rencontrent. 
Ainsi  les  couples  de  droites  parallèles  qui,  d'après  l'axiome  eucli- 
dien, existent  dans  le  plan,  n'ont  point  d'équivalent  sur  la  surface 
de  la  sphère.  Nous  nous  trouverons,  sur  cette  surface,  dans  les 
conditions  envisagées  par  Riemann. 

825.  Développement  des  géométries  non-eaclldiennes.  — 

Les  remarques  que  nous  venons  de  faire  facilitent  l'intelligence  des 
hypolhcses  de  Riemann  (*),  mais  les  géométries  non-euclidiennes 

(M  Entendons  :  le  plus  petit  des  arcs  de  ce  cercle  qui  ont  pour  extré- 
mité A  et  B,  arc  dont  la  longeur  est  toujours  inférieure  à  la  moitié  de  la 
circonférence  (exemple  :  l'arc  AB  de  la  figure  iio.  t.  I,  p.  soi). 

(<)  La  géométrie  de  la  surface  sphérique  n'illustre  d'ailleurs  que  la 
géométrie  liemanicnne  du  ptan  et  non  celle  de  l'espace  à  trois  dimensions. 
En  introduisant  des  figures  plus  compliquées  que  la  sphère,  on  pourrait 
obtenir  une  interprétation  des  géométries  lobatscheffskyenne  et  riema- 
nienne  les  plus  générales,  c'est-à-dire  une  traduction  de  leurs  théorèmes 
en  propositions  énonçant  des  propriétés  de  figures  appartenant  à  respaco 
euclidien.  Mais,  sans  même  prendre  la  peine  do  réaliser  cette  traduction. 
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sont,  nous  le  répétons,  des  constructions  logiques  qui  développent 
les  conséquences  de  certains  postulats  sans  se  préoccuper  de  leur 
signifîcalion  concrète. 

Leurs  théorèmes  ne  sont  ni  plus  ni  moins  vrais  que  ceux  de  la 
géométiie  euclidienne  :  ils  sont  seulement  différents.  Ainsi  la 
somme  des  angles  d'un  triangle  —  égale  h  deux  droits  dans  la 
géomélrîc  ordinaire  —  est  plus  petite  que  deux  droites  dans  la 
géométrie  lobatscheffskyenne,  supérieure  h  deux  droites  dans  la 
géométrie  riemanienne  (*).  Une  correspondance  semblable  se  ma- 
nifeste d'un  bout  h  l'autre  des  deux  géométries  nouvelles,  entre 
lesquelles  se  dresse  Véiifice  euclidien,  édiGce  malgré  tout  plus 
simple,  plus  harmonieux,  et  présentant,  par  conséquent,  des  avan- 
tages exceptionnels. 

iQ.  —  La  logique  algébrique. 

826  —  C*cst  ici  sans  doute  le  lieu  de  dire  quelques  mots  de  la 
logique  algébiiquc  ;  car  si  cet  art  est,  par  son  objet,  étranger  aux 

on  pout,  du  fait  qu'elle  est  possible,  tirer  deux  conclusions  :  i°  Les 
géométries  non-euclidiennes  sont,  logiquement,  aussi  inattaquables  que  la 
géométrie  eudidenne,  puisque  les  proposiu'ons  qu'elles  énoncent  sur  Ut 
droites,  triangles,  cercles,  etc.,  sont  bel  et  bien  des  théorèmes  de  géomé-. 
trio  euclidienne  (mais  des  théorèmes  s'appliquant  h  des  figures  autres  et 
plus  compliquées  que  les  droites,  triangles  ou  cercles).  2*  Les  géométries 
non-eucli(Jiennes  ne  nous  apprennent  rien  que  la  géométrie  eudidienae 
n*eûtpu  nous  apprendre. 

(*)  Quelques  géomètres  ont  pensé  que  l'on  avait  là  un  critère  permet- 
tant do  constater  que  des  trois  géométries  c'est  la  géométrie  euclidienne 
qui  est  vraie  dan)  l'univers  physique  :  par  où  nous  entendons  dire,  prin* 
cîpalement,  que  les  trajectoires  des  rayons  lumineux  dans  le  vide  sont 
des  droites  satisfaisant  aux  hypothèses  euclidiennes.  II  suffisait  do  véri- 
fier que,  dans  un  triangle  choisi  au  hasard  (par  exemple  un  trian'ile 
ayaat  pour  sommst  un  obsorvatoiro  terrestre  et  deux  étoiles),  la  somme 
des  trois  angles  était  égale  à  deux  droils  [c'est-à-dire  à  l'angle  dont  les 
deux  côtés  sont  en  prolongement  l'un  de  l'autre].  Mais  une  semblable 
vérification  ne  peut  avoir  une  valeur  théorique.  Tout  ce  qu'on  peut 
établir,  c'est  que  la  diSérencQ  entre  la  sonmio  des  angles  du  triangle  et 
deux  droits  est  inférieure  à  la  plus  petite  quantité  que  nos  instruments 
nous  permettent  d'apprécier  :  aucune  expérience  ne  saurait  démontrer 
qu'elle  est  rigoureusenuent  nulle.  [Sur  la  signifîcalion  du  postulat 
d'EucLiDB,  et  l'impossibilité  de  le  vérifier,  voir,  en  particulier,  H.  PorNCAaé 
Science  ei  Hypothèse,  L"«  Partie]. 
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jsiAlbéBfeaii4{i]es,  il  prooètie  c3:i>eadaQt  du  in»âaie  principe  <€pie  la 
géonaélrie  et  rarilhmûtique  k)gk[tiQ6  dont  nous  venons  de  «ous 
occuper. 

La  logique  algébrique  a  é\é  foit  «n  vogue  depuis  yne  \iiigtaine 
d'«niiées.  Le  but  qu'elle  pour»Mt  oohstsie  k  appliquer  Ji  la  logiqae 
le  symbolisme  et  les  procédés  de  Talgèhre.  looîdenimont  ks  ma- 
tikéiaaatiqiies  profitèrent  de  cette  application  puisque  tout  raison- 
nement mathématique  est  formé  d*un  ensemble  de  proposUions,  •— 
que  tout  lût  matbéiaatique^  d'autre  pari,  est  une  rdftiion,  -^-^  et 
que  l'élude  des  propositions  et  des  relations  esi  jastameiit  Ton 
des  chapitres  iflaportanto  de  la  logique  nouvelle* 

Lesorigînes  delà  logique  algébrique  sont  anciemieR.  Leibniz  (^) 
avait  déjà  —  et  dàs  aa  jeuuiesse  —  une  conception  très  neit4e  de  ce 
qu'elle  devait  être.  Mais  c'est  le  logicien  anglais  Boole  (*)  qui  la 
créa  effectivement  et  lui  donna  sa  forme  actuelle,  en  définissant  les 
Bolîons  et  posait  les  règles  de  la  hgûpxe  des  classes^ 

827.  La  logique  des  classes.  — Désignons  par  une  lettre,  telle 
qae  n,  6,  c,  Tensemble  des  individus  appartenant  &  une  certaine 
eia9!ie  logique  {a  désignera,  par  exemple,  F  ensemble  dés  hommes  y 
é  l'ensemMedes  mam^mfères,  etc.).  Doole  remarqae  que  les  cotn- 
(yinaisons  des  diverses  classes  logiques  sft  font  snivant  un  méca- 
nisme qui  rappelle  celui  do  l'algèbre  et  qui  peut  être  exprimé  II 
l'aide  des  mêmes  isignes  et  symboles.  Il  est  ainsi  amené  à  définir 
trois  opérations  fondementales  : 

Addition.  —  La  somme  a  -h  6  de  deux  classes  données  a,  6, 
sera  la  classe  consliluëe  par  l'ensemble  des  individus  apparte- 
nant h  a  et  l'ensemble  des  individus  appartenant  à  b  (donc  par 
Tensemble  des  individus  appartenant  à  l'une  ou  à  Pautrc  claisse). 
Exemple  :  soit  a  la  classe  des  Anglais,  b  la  classe  des  Français  ; 
^  -h  6  sera  la  classe  qui  comprend  les  Anglais  el  les  Français. 

Soustraction.  —  De  la'définîtîon  de  la  somme  se  déduira  celle 


(')  Cf.  CouTURAT,  La  logique  de  Leibniz,  Alcan,  igoi. 

(*)  Gcorgo  Boole  publia  en  1847  ^^  '^^4  ses  ouvrages  fond  amen  tau3t 
intitulés  :  The  mathematical  analysis  of  logic,  heing  an  essay  iowarda  a 
deduciii^  retuonlng^  et  •:  An  im^estigation  of  calcului  0/  Uie  laws  of  ihe 
ihougki  on  which  4Wé  ^ounded  ihe  mathematical  ikâories  ef  logic  and  proÏM" 
hit  tiei.  — L'œuvro  do«BooLE  fut  continuée  en  AUema^i^oe  par  SchrôdeSa 
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de  la  diiïérence  :  si  a  est  la  classe  des  troupes  montées,  b  la  classe 
des  hussards,  a  — -  6  sera  la  classe  des  troupes  montées  autres  que 
les  hussards. 

MuUiplicaiion.  —  Le  produit  a,b  {ou  ab)  de  deux  classes  a  et  6 
sera  la  classe  constituée  par  l'ensemble  des  individus  appartenant 
d.  la  fois  h  la  classe  a  et  à  la  classe  6.  Exemple  :  soit  a  la  classe  de» 
hommcF,  6  celle  des  êtres  barbus  ;  le  produit  ab  aéra  la  classe  des 
hommes  barbus. 

On  définira  de  la  même  manière  le  produit  d'un  nombre  quel- 
conque de  classes  {abc  =  classe  des  éléments  communs  h  a,b 
et  c,  etc.).  —  Il  résulte  d'ailleurs  immédiatement  dô  ces  définitions 
que  la  multiplication  des  classes  est  une  opération  commalative, 
dislributlve,  associative;  en  d'autres  termes,  on  a  (^)  : 

ab  =  6a,  a(6-hc)  =  a6  -h  ac         {ab)  c  =  a  {bc) 

De  la  définition  de  la  multiplication  résulte  celle  de  la  division. 

828.  Principe  a=  a^.  —  La  définition  de  la  multiplication 
entraîne  cette  conséquence  que  ioute  puissance  d'exposant  entier 
d'une  classe  logique  est  égale  à  cette  classe  elle-même  (comprend 
les  mêmes  éléments).  En  eflet,  le9  éléments  communs  à  la  classe  a 
et  à  la  classe  a  sont  évidemment  les  éléments  de  la  classe  a. 
Donc  : 

a.  a  ou  a'  =  a  ;         de  mAme  a'  =  a,  etc. 

829.  Inégalités.  —  Les  relations  d'inégalité  s'introduisent  tout 
naturellement  dans  la  logique  des  classes.  Supposons  que  tous  les 
individus  d'une  classe  b  figurent  parmi  ceux  d'une  classe  a,  tan- 
dis que  tous  les  éléments  de  la  classe  a  n'appartiennent  pas  à  la 
classe  b  :  nous  dirons  que  la  classe  b  est  plus  petite  que  la  classe  a, 
et  nous  écrirons  :  6  <  a  ,  a  >  6  ;  si,  par  exemple,  a  désigne  la 
classe  des  Français  et  b  la  classe  des  Bretons,  nous  avons  b  <Ca. 

830.  Univers  et  néant.  —  Les  opérations  fondamentales  étant 
définies,  il  s'agit  de  voir  comment  elles  peuvent  donner  lieu  à  un 

(1)  En  écrivant  qu'une  classe  telle  que  la  classe  a'b  4-  c)  est  égale  à  la 
classe  ab  -\-  ae,  nous  entendons  dire  que  les  deux  classes  comprennent 
ies  mêmes  individus. 
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calcul  analogue  au  calcul  algébrique,  je  veux  dire  à  Un  calcul 
portant  sur  des  fonctions  et  dos. équations. 

Pour  instituer  ce  calcul,  Boolo  commence  par  adjoindre  aux 
classes  proprement  dites  deux  nouveaux  éléments  de  calcul,  deux 
constantes  logiques,  dit-il,  qu'il  désigne  parles  symboles  i  et  o. 

La  classe  i  est  la  classe  de  tous  les  individus  qui  appartiennent 
&  toutes  les  classes  concevables  :  c'est  Y  univers  logique. 

La  classe  o  (classe  nullej  est  une  simple  négation  :  c'est  ULe 
classe  qui  n'a  point  d'éléments  ;  c'est  le  néant  logique. 

Les  constantes  logiques  i  et  o  jouissent  des  propriétés  caracté- 
ristiques suivantes  : 

Quelle  que  soit  la  classe  a,  on  a 

1  -H  a  =  I,  I.  a  =  a 

a  -h  o  =  a,  o.  a  =  o. 

L'introduction  du  symbole  i  permet  de  définir  la  classe  com- 
plémentaire d'une  classe  donnée  :  Si  a  désigne  la  classe  des 
hommes,  i  —  a  sera  la  classe  des  non-hommes. 

831.  Principe  d'identité.  —  Je  dis  que,  quelle  que  soit  la 
classe  a,  on  a 

a  (i  —  a)  =  o  ; 

en  d'autres  termes  :  la  classe  des  individus  qui  appartiennent  à  la 
fois  à  une  classe  a  et  à  la  classe  complémentaire  (par  exernple,  qui 
sont  à  la  fois  hommes  et  non-hommes)  est  la  classe  o. 

La  démonstration  du  principe  d'identité  résulte  immédiate- 
ment des  propriétés  des  opérations  et  de  la  classe  i .  En  effet  le 
produit  a(i  — a)  est  égal  à  a  —  a. a  (en  \crlu  de  la  distributi- 
vité  de  la  multiplication),  donc  à  a  —  a  puisque  um  =  a,  donc 
ào. 

832.  Fonctions  logiques.  —  Soient  a,  b,  ...  des  classes  déter- 
minées connues,  et  x  une  classe  inconnue  ou  indéterminée  (va- 
riable). Tonte  combinaison  d'additions,  soustractions,  multiplica- 
tions, eiTectuccs  sur  la  classe  indéterminée  et  sur  des  classes  do- 
terminccs  sera  appelée /owc//on  logique  de  la  classe  x. 

Les  fonctions  logiques  ainsi  définies  seront  toujours  (pourrons- 
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inous  dii^e  dans  la  langue  de  1  algibrc)  des  polynômes  du  {irjiiiier 
degré  en  a;,  puisque  toulo  puissance  x'"  de  x  est  égale  h  x.  Nous, 
conviendrons  de  toujours  mettre  les  fonctions  logiques  —  que 
nous  désigiici*oas  par  des  symboles  tels  que  /  (x)  —  sous  ia  forme 

•où  a  et  /3»  cof&cients  de  la  fonction,  sont  des  combinaisons   de 
ciasses  connues  ('). 

La  fonction  étant  écrite  sous  celte  forme,  nous  remarquons  que . 
•lorsqu'on  faitx  =  i,  le  second  membre  sa  réduit  à  a  ;  donc  a  est 
la  classe  à  laquelle  est  égale  la  fonction  lorsque  x  représente  l'uni* 
vers  logique  :  nous  la  désignerons  par/(i).  Nous  voyons  de  mèma 
que  pour  x  =  o,/(x)  se  réduit  à  ^\  nous  poserons  donc/(o)=:j3; 
•et  nous  écrirons  en  conséquence 

y(x)=/(.)x.+/(o).  (.-a-) 

Cette  formule  constitue  ce  que  Ion  appelle  le  déodoppemenL  de 

833.  —  On  définira  et  étudiera  d'une  manière  semblable  les 
fondions  de  plusieurs  classes  Inconncies,  indéterminées,  ou  va- 
riables, X,  y,  z,...  Ces  fonctions  sont,  pour  la  même  raison  cpie 
•tout  à  l'heure,  des  polynômes  du  premier  degré  par  rapport  à 
-chacune  des  classes  variables,  mais  non  par  rapport  à  l'ensemble  de 
ces  variables.  Plus  précisément  il  résulte  des  principes  du  calcul 
logique  que  les  fonctions  de  x,  y,  z,  ...  se  trouvent  toujours  être 
des  fonctions  homogènes  par  rapport  aux  quantités  x,  (i  —  a:), y, 
'(i  —  y)  z  (i  — z),  etc.  Ainsi  par  exemple  une  fonction  de  x,  z,  xv^ 
sera  développable  sous  la  forme  (*) 

*(i)J{XyZ,io)  =  axzw-\-bxz{i  —  M))-i-cx(i  — z)W'\-dx{\  —  z){i  —w) 
-h  c  (i  —  x)  zxo  -h  f(i  —  x)  Z  {i  —  w)  -h<7  (i  —'X){i  — z)  10 
-h  h  {t  ^  x)  {i  ^ z)  (i  —  tu)  ; 

(')  Exemple.  — Soit  a  la  classe  des  êtres  barbus,  3  la  classe  des  êtr«8 
•chevelus  ;  rememble  des  individus  de  la  classe  inconnue  ou  \-iiriablo  x 
•qui  sont  barbus,  plus  l'ensemble  des  individus  étrangers  h  cette  classe  9 
qui  sont  cbevelus,  constitue  une  fonction  logique  Ue  x, 

O^X   +    ?(I     -    X). 

('')  Il  n'y  a  pas  de  terme  en  a;(i  —  x)  ou  2(1  — z  puiaquc,  d^prèsle 
(irincîpe  d'identité,  x{i  —  x]  =■  o. 
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d'ailleurs,  en  raisonnant  comme  plus  haut,  on  vérifiera  immédia- 
t?raent  que 

û=/(i,  1»  !)•  *>=/{».  *,o).  c=/(i.o.  O*--  ^=^7(0,  o,  o) 

834.  Equations.  —  Une  fonction  logique  égalée  à  zéro  est  une 
•équation.  Transformer  celte  équation  pour  la  remplacer  par 
d'antres  équivalentes,  telle  sera  en  logique,  comme  dans  la  science 
des  grandeurs,  la  lâche  principale  de  Talgébriste.  Il  emploiera 
pour  y  parvenir  des  procédés  analogues  h  ceux  que  nous  avons 
décrits  au  chapitre  P'  du  présent  Livre.  Nous  ne  le  suivrons  point 
dans  cette  voie  et  nous  nous  contenterons  de  donner  un  exemple 
de  transformation  d'une  équation. 
Supposons  que  (') 

X  désigne  la  classe  des  êtres  responsables 
y  celle  des  êtres  raisonnables 
z  celle  des  êtres  libres  d*agir 

w  celle  des  êtres  qui  ont  volontairement  sacrifié   leur  liberté  d'ac- 
tion. —  Nous  avons  Téquation  logique 

X  =  y?  -4-  yw, 

•qui  signifie  :  Les  êtres  responsables  sont  :  ou  des  êtres  raisonna* 
blés  libres  d'agir,  ou  des  êtres  raisonnables  ayant  volontairement 
sacrifié  leur  liberté  d'agir. 
De  cette  équation,  nous  tirons 

X  =  y.  (z  -h  iv)  on  y  = 

X 

posons  ^'      ^  =  /  [x,  z,  w)  :  nous  ourons,  en  appliquant  la  for- 

'mule  (i)  : 

•(3)  y  =  xziv  -+■  -xz  {i  —  W)  -^  -  X  {i  —  z  w 

H-  -  a?  (i  —  z)  (i  —  w)  -f-  -  (i  —  x)  zw  -^-'  (i  —  x)  z  {i  —  w) 

(')  Cet  exemple  est  emprunté  à  Louis  LT.\n.o.  Les  logiciens  contemporains^ 
1878,  chap.  V. 
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Pour  donner  un  sens  aux  coefïîcîenls  tels  que  ^  ^  -,  ..  -r 

une  série  de  conventions  sont  nécessaires.  Celles  qu'il  convient 
d'adopter  —  et  qui  résultent  de  la  définition  de  la  division  —  sont 
les  suivantes  : 

I 

-j-— -,   -»  -,   ne    pouvant,    sans  absurdité,  représenter  au* 
cune  classe,  doivent  être  remplacés  par  o, 

-  ,  svmbole  de  Tindéterminalion  (Torme  indéterminée  comme 
o      "  ^ 

en  algèbre)  signifie  :  une  classe  indéterminée  de,  quelques. 

Dans  ces  conditions,  l'égalité  (3)  se  réduit  à  : 

y  :=  XZ  (l  —  w)  -h  X  (i  --  z)w  -h^{i  —  x)  {i  —  z)  {i  —  to), 

ce  qui  signifie  :  Les  êtres  raisonnables  sont  tous  les  êtres  respon- 
sables qui  sont  libres  et  n'ont  pas  sacrifié  volontairement  leur  li- 
berté, —  ou  qui,  ayant  volontairement  sacrifié  leur  liberté,  ne 
sont  pas  libres,  —  plus  une  classe  indéterminée  d'êtres  qui  ne 
sont  pas  libres  d'agir  et  qui  n'ont  pas  sacrifié  volontairement  leur 
liberté. 

Tel  est  le  mécanisme  qui  permet  de  résoudre  en  formules  les 
propositions  de  la  logique  des  classes.  Sans  doute  ces  formules  ne 
nous  apprennent  rien  de  nouveau,  mais  elles  mettent  bien  en  évi- 
dence les  équivalences  et  relations  des  classes  ou  concepts  (*)  entre 
eux.  Leur  portée  d'ailleurs,  —  et  c'est  là  ce  qu'il  y  a  en  elles  de  . 
plus  remarquable,  —  dépasse  considérablement  le  cadre  de  la  lo- 
gique des  classes.  Nous  allons  voir  en  effet  que  les  mêmes  for- 


(i)  Les  relations  entre  classes  peuvent  toujours  être  regardées  comme 
des  relations  entre  concepts  i  tout  dépend  du  point  de  vue  auquel  on  se 
place.  Désignons,  par  exemple,  par  a  la  classe  des  hommes  ou  le  concept 
d'humanité,  par  (  la  classe  des  mortels  ou  le  concept  do  mortalité.  L'iné- 
galité a  <  h  (820)  interprétée  du  point  de  vue  des  classes,  signifiera  : 
tous  les  hommes  sont  morteU  ;  interprétée  du  point  de  vue  des  concepts, 
elle  voudra  dire  :  humanité  entraîne  (implique)  mortalité.  Les  deux  pro- 
positions sont  équivalentes. 
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mules  algébriques  penvont  être  considérées  h  volonté  comme 
exprimant  des  connexions  de  classes  ou  dôs  connexions  de  propo- 
sitions. 

835.  La  logique  des  propositions.  —  La  logique,  remarque 
Boole,  ne  s'occupe  pas  seulement  de  relations  entre  les  choses  : 
elle  s'occupe  aussi  de  relations  entre  les  faits  ;  or  les  faits  s'expri- 
ment par  des  propositions. 

De  m6me  qu'un  concept  détermine  l'ensemble  des  objets  aux- 
quels il  s'applique,  de  même  une  proposition  détermine  l'ensemble 
des  instants  du  temps  otx  elle  est  vraie.  Ainsi  toutes  les  déQnitions 
données  plus  haut  peuvent  être  transposées  dans  la  logique  des 
propositions. 

Soient  a  et  6  deux  propositions. 

L'inégalité  a<  6  signifie  :  La  proposition  a  entraîne  comme 
conséquence  (implique)  la  proposition  b. 

La  somme  a  +  &  est  une  proposition  qui  est  impliquée  peur 
chacune  des  propositions  aetb  (et  qui  implique  toute  proposition 
impliquée  par  a  et  6). 

Exemple,  — Considérons  les  propositions  :  a  :  «  Paul  a  été  dans 
TAmérique  du  Nord  »  ;  6  :  «  Paul  a  été  dans  l'Amérique  du  Sud  » . 
La  proposition  c  Paul  a  été  en  Amérique  »  est  la  somme  a  -f-  h. 

Le  produit  ab  est  une  proposition  qui  implique  chacune  des  pro  • 
positions  a  et  6  (et  qui  est  impliquée  par  toute  proposition  qui  les 
implique  toutes  deux). 

Exemple.  -—  Soit  donné  :  a  «  Les  planètes  décrivent  autour  du 
soleil  des  courbes  du  second  degré  (sections  coniques)  »  ;  6  :  «  Les 
planètes  décrivent  des  courbes  fermées  autour  du  soleil  ».  Le 
produit  ab  s'énonce  :  «  Les  planètes  décrivent  autour  du  soleil  des 
courbes  fermées  du  second  degré  (c'est-à-dire  des  courbes  du 
genre  ellipse).  » 

D'après  la  définition  du  produit»  l'égalité  a  =  x  b  signifie  :  la 
proposition  a  est  une  conséquence  de  la  proposition  b  pendant  le 
temps  où  la  proposition  a;  soit  vraie,  —  c'est-à-dire  à  condition  que 
la  proposition  x  soit  vraie  :  cette  égalité  est  ce  que  les  logiciens 
appellent  une  proposition  conditionnelle. 

Les  symboles  i  et  o  se  définiront  dans  l'algèbre  des  proposi- 
tions comme  dans  l'algèbre  des  classes  ;  i  désigne  la  totalité  du 
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.  temps  OÙ.  uno  proposition  est  vraie  :  c  est  l'affirmation  sans  ré- 
serve  de  la  vérité  d'une  proposition  ;  o  désigne  le  néant  de  temps  : 
c'est  la  négation  de  la  vérité  de  la  proposition. 

Ainsi  régalité  (*)  a  -+-  a'  =  i  signifie  que  l'une  ou  l'autre  des 
deux  propjositions  a  ou  ^'  est  toujours  vraie,  c  est-à-dire  que  a' 
e&i  ï alternative  de  a. 

836.  —  Telle  est  Y  interprétation  propositionnelle  de  l'algèbre 
-logique.  Cette  algèbre  comporte  d'autres  interprétations  encore  (*). 
Ainsi,  moyennant  l'adjonction  de  nouveaux  symboles,  elle  étend 
de  plus  en  plus  son  champ  d'application  et  devient  une  sorte  de 
langage  chiffré  universel  dans  lequel  se  peuvent  traduire  tous  les 
raisonnements  humains.  Ce  langage  a  séduit  de  nombreux  sa- 
vants contemporains,  derniers  représentants  de  la  tradition 
lulliste  et  leibnizienne  :  Tun  des  plus  connus  est  M.  Peano  de  Turin 
qui  a  (^)  traduit  en  signes  et  symboles  toutes  les  démonstrations  des 
mathématiques,  décelant  ainsi  par  des  procédés  mécaniques  leur 
enchaînement  et  leurs  dépendances  mutuelles.  Il  n'est  malbea- 
reuscment  pas  donné  à  tout  le  monde  de  lire  couramment  et  de 
manier  facilement  ces  combinaisons  de  signes,  soavent  baroques 
et  rébarbatives,  que  n'accompagne  aucun  mot  de  la  langue  vul- 
gaire :  aussi  le  symbolisme  de  M.  Peano  ne  peut-il  prétendre  servir 
en  fait  aux  progrès  des  mathématiques  ;  il  reste  une  remarquable 
méthode  de  sténographie  scientifique. 

(')  Cetto  égalité  est  ce  que  les  logiciens  appellent  une  proposiiion  dis- 
fonctwe, 

(^)  Nous  voulons  faire  allusion,  principalement,  à  ,1a  logique  des  relations, 
dont  s'est  occupé  M.  Russell  (The  principles  of  maihematics^  pass'm).  Cf. 
CouTURAT,  Les  Principes  des  Mathémcdiques^  p.  28. —  Sur  la  métaphysique 
qui  est  &  la  base  du  système  logique  do  Russell  et  la  discussion  de  cette 
métaphysique,  M.  Brunschwig  a  écrit  des  pages  exccHcnles  et  sans  doute 
en  pariie  décisives  [Les  élapes  de  la  phil.  math  ,  i()il>,  iiv.  \î\ 

(*)  Peano  et  ses  disciples  ont  exécuté  ce  travail  depuis  iSvSo.  lisent 
exposé  leurs  résullats  dans  le  Formulaire  de  Alatkêmaiiques  qui  paraît 
annuellement. 
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EXTENSIONS   DE   L'ALGÈBRE: 
LES   DEVELOPPEMENTS  EN   SERIES 


/.  —  Premiers  développements  en  séries. 

837.  —  Nous  nous  sommes»  dans  les  paragraphes  qui  précèdent, 
quelque  peu  éloignés  de  noire  objet.  Il  est  temps  de  sortir  du  do- 
maine de  la  logique  et  de  revenir  à  la  théorie  mathématique 
des  fonctions,  dont  il  nous  reste  h  relater  d'importantes  exten- 
sions. 

Nous  avons  indiqué  déjà  (734)  comment  vers  la  fin  du  xni"  siècle» 
l'algèbre  a  été  entraînée  dans  des  voies  nouvelles.  Confinée  ori- 
ginairement dans  l'étude  des  combinaisons  finies,  elle  va  désor- 
mais s'efforcer  d'étendre  ses  procédés  à  des  expressions  conver- 
gentes composées  d'une  infinité  d'éléments. 

Quelles  sont  les  raisons  de  cette  évolution  P  Nous  l'avons  dit 
plus  haut  :  alors  même  qu'elle  n'eût  pas  été  sollicitée  du  dehors, 
des  nécessités  intérieures  devaient  fatalement  amener  Talgcbre 
à  élargir  ainsi  ses  cadres.  C'est  là  un  point  qu'il  importe  de  bien 
mettre  en  lumière. 

Il  y  a,  1)3  l'oublions  pas,  dans  l'algèbre  élémentaire,  tout  un  en- 
semble de  calculs  qui  sont,  en  partie  au  moins,  irréductibles  aux 
opérations  fondamentales  de  l'arithmétique  (^)  :  je  veux  parler  des 
calculs  où  interviennent  des  lignes  trigonomélriques  et  des  loga- 
rithines  (=*).  Ces   calculs  sont  fondés  sur  l'emploi  des  grandeurs 

(*)  Cf.  le  chap.  11  du  présent  livre. 

(^)  Ou,  aussi,  (les  exponentic  les  dont  l'exposant  n'est  pas  un  nombre 
entier  ;  mais  ces  expressions  no  furent  pas  ctudi:es  bystématiquemenl 
avant  la  fia  du  xvxi®  siècle. 
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suppléantes  ('),  et  on  ne  peut  d'ordinaire  lés  effectuer  sans  se  rcrvir 
de  tables,  ce  qui  les  dislingue  radicalement  des  calculs  ordinaires 
de  l'algèbre.  La  question  suivante  se  pose  dès  lors  :  dans  quelle 
mesure  les  fonctions  «  transcendantes  »,  sin  x,  cos  x,  log  x,  etc. 
peuvent-elles  et  doivent-elles  être  assimilées  aux  fonctions  algé- 
briques définies  par  des  opérations  arithmétiques  ? 

Cette  question ,  aussi  ancienne  en  somme  que  le  calcul  trigo- 
nométrique,  se  précisa  et  s'imposa  &la  discussion  dans  les  dernières 
années  du  xyii*  siècle. 

Si,  en  effet,  il  pouvait  être  permis  auparavant  de  regarder 
comme  étrangers  Tun  h  l'autre,  ctde  séparer  par  une  cloison  étanche, 
le  domaine  des  calculs  algébriques  et  celui  de  la  trigono- 
métrie, pareille  attitude  devenait  insoutenable  le  jour  où,  par  la 
théorie  des  dérivée,  des  liens  directs  se  trouvèrent  établis  entre 
les  deux  domaines  !    on    reconnut  que  le   logarithme  népérien 

log  X  devait  être  considéré  comme  la  fonction  primitive  de  -  et 

que  de  nombreuses  équations  différentielles  très  simples,  se  pré- 
sentant sous  forme  d'expressions  algébriques,  avaient  pour  inté- 
grales des  fonctions  transcendantes.  Il  y  avait  là  une  bizarrerie  qu'il 
était  indispensable  d'expliquer. 

838.  —  Aussi  bien  suffisait-il  d'un  peu  de  réflexion  pour  s'aper- 
cevoir que  la  difficulté  rencontrée  n'était  pas  nouvelle,  et  que  c'était, 
au  fond,  celle-là  même  qui  avait  si  longtemps  occupé  et  troublé  les 
géomètres  grecs.  La  confrontation  des  fonctions  algébriques  et  des 
fonctions  transcendantes  soulève  un  problème  de  tous  points  sem- 
blable  à  celui  que  nous  avons  étudié;plus  haut  lorque  au  Livre  Pre- 
mier de  cet  ouvrage  nous  avons  confronté  les  notions  de  nombre 
rationnel  et  de  nombre  irrationnel.  Ponr  résoudre  ce  problème 
nous  avons,  on  se  le  rappelle,  introduit  une  idée  nouvelle  :  l'idée  de 
calcul  approché,  et,  plus  précisément,  l'idée  d'approximation  arbi^ 
trairement  (*)  grande  ou  de  convergence,  et,  sur  cette  idée,  nous  avons 
fondé  en  particulier  une  théorie  générale  des  développements  en 
séries  (sommes  convergentes  d'une  infinité  de  termes)  qui  nous 


(*)  Cf.  no  i4i. 

(•)  Cf.  aupra,  n®  109  et  suiv. 
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fournissent  des  valeurs  arbitrairement  approchées  des  nombres 
irrationnels  algébriques  en  transcendants.  —  G  est  à  des  procédés 
analogues  que  dut  recourir,  pour  répondre  à  des  besoins  analogues, 
la  théorie  des  fonctions  créée  par  Newton  et  Leibniz. 

De  même  qu'il  est  possible  de  représenter  un  nombre  irration- 
nel par  une  expression  arithmétique  convergente,  de  même 
il  est  possible  de  représenter,  avec  une  approximation  arbitraire' 
ment  grande,  les  Jonctions  e*,  log  x,  sin  x  par  des  expressions  algé- 
briques convergentes  oà  entre  une  variable  x:  j'entends  par  Iàque« 
pour  toute  valeur  numérique  de  la  variable  x  appartenant  à  un  in- 
tervalle où  la  fonction  est  définie,  l'expression  en  question  est  une 
expression  arithmétique  convergente,  dont  la  somme  est  la  valeur 
prise  parja  fonction  pour  la  valeur  envisagée  de  x. 

C'est  ainsi  que  Mercator,  pour  étudier  et  calculer  les  logarithmes 
népériens,  utilise  la  formule  suivante  qui  se  trouve  dans  sa  logu' 
rithmotechnia  (*)  : 

log(n-a;)  =  a:  — -4-3  .... 

où  le  second  membre  est,  pour  toute  valeur  de  x  positive  et  infé- 
rieure à  1 ,  une  série  convergente  (140).  La  somme  de  cette  série  [qui 
se  réduit  à  o  pour  x  =  0]  dépend  évidemment  de  la  valeur  x  [c'est 
une  variable  dépendante  déterminée  par  la  variable  indépendante 
x].  Ainsi  log  (1  -^  x)  est  une  fonction  de  x,  que  Ton  peut  définir 
comme  étant  la  somme  d'une  série  convergente  dont  les  termes 
sont  des  puissances  de  la  variable. 

Ce  mode  de  définition  des  fonctions  (^)  fut  précisé  et  développé 
par  Newton  :  Tillustre  savant  accrut  ainsi  la  puissance  de  la  synthèse 
algébrique  dans  des  proportions  que  les  plus  ambitieux  novateurs 
du  xvn*  siècle  étaient  incapables  de  soupçonner. 

839.  —  Dans  une  lettre  célèbre  (')  adressée  à  Oldenburg  et  des- 

(^)  Logarithmolechnia  aive  Methodua  constituendi  logarithmos,  Londres, 
1668  (Bibl.  Nat.,  v.  7018). 

(*)  D'autres  développements  en  séries  furent  donnés  vers  la  même 
époque  par  divers  mathématiciens  anglais  (James  Gregory,  lord 
Brouncker)  ;  ils  n'ont  qu'un  intérêt  historique  et  nous  ne  nous  y  arrête- 
rons pas. 

(')  Lettre  du  i3  juin  177Ô,  publiée  dans  hCommercium  epivtolicum^  1711 
(édit.  de  i856,  p.  102). 

BouTBOux.  —  Les  Principes  de  TAnalyse  mathématique  II  i5 
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tinée  h  Leibniz,  Newton  a  retracé  la  suite  àm  conaidAtatiai»  qui 
ramenèrent  à  constituer  une  théorie  générale  dea  fiancfiont  refiré- 

-  «entées  par  des  développements  en  séries. 

Considérons  le  développement  du  binôme  (i  -f-  «)  ékwé  à  une 

*  paissance  entière  positire  m.  Le  déTel<^pemcnt  est  un  polynôme 
.  de  degré  m  de  forme  : 

.  (i)  (i  -h  a;)"»  =a^  -h  a^  «  -h  .  .  -+-  a«x»', 

^  et  l'on  a  (cf.  identité  VI  du  n'  MB)  : 

a^  =  1 ,     ai  =  m,     a,  =  C".  =  — ^^ '  ,  etc. 

Ces  expressions  des  coefficients  dn  binôme  étaient  déjà  coonues 
.  avant  Newton  ;  leur  structure  appelaitcependanteertaines  remarques 
V  importantes  qui  n'avaienC  point  été  faites. 

Considérons  —  dans  le  développement  de  (i  -h  x)r  —  lecoeffi- 

*  cient  de  rang  p  -^  i  que  nous  appelons  a^,  et  qui  a  pour  expression 

(298  et  264)  : 

u\  n   _m(w—  i)...(m-  p-f-  0 

W  ^P—  i.  2...P 

Ce  coefficient  sera  donné  par  la  même  formule  —  celle  que  notis 

-  venons  d'écrire  —  quelle  que  soit  la  valeur  de  p  (comprise  entre  i 
et  m)  que  Ton  conmdère  ;  en  d'autres  termes^  la  formule  (s)  définit 

'  ùp  comme  fonction  de  f  indice  p  ée  ce  coefficient  ;  elle  tttdîqtfe 
d'ailleurs  clairement  comment  Ton  passe  dea^^,  à  (Xp  en  multî- 

pliant  a^i  par  la  fracUon ^ . 

m  —  p  -+-  i 
«F  =  ^-i f 

840. Parti  de  ces  remarques,  Newton  fait  une  induction  har- 

^die*  Donnant  à  m  une  valeur  positive  non  entière,  envisageons 

.  d'une  manière  générale  la  suite  des  nombres  (ou  termes)  : 

m.  (m  —  i) 
a^a=  i;a|  =  m;«,= '-^ — '-..^ 

suite  dontle /«rm«  (jf^/i^ro/,  fonction  de  Tindicep,  est  rexpres«ion(i) 
Jen  disant  que  Op  est  le  terme  général  de  la  suite,  je  veux  dire  (pie 
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l'on  obiteni  tous  les  termes  de  la  suite  Oq,  a, , . .  »  en  donnant  swx^-- 
siyemenf  à  p  Je»  yaleurs  o,  1,2,  ...  dans  l'expression  àeap].  ^^^La 
Mite  des  nombres  considérés  sera  indéfiniment  prolongeûtk  si  m 
n*est  pas  un  entier  positif  (^)  (elfe  contiendra  une  infinité  de  termes» 
etpftr  coffséqnent  des  nombres  ap  d'indices  arbitràh«aient  gratuis). 
GotïmdtroM,  dans  cette  dernière  hypothèse  k  sdmttre  infime  M 
série 

Oo  -f-  a^  x-h  tfj  ir*  +  ... 

ou  09,  dp  «M  sont  les  nombres  ci-dessus  détcroiiaés et  x  une  variable. 
Ne  se  pourrai^il  pas  que  cette  série  représentât  la  puissance 
{i  +  a?)"*  du  binôme  (i  +  x)  ainsi  qu'il  arrive  lorsque  m  est  entier 
positif  (auquel  cas  la  série  se  réduit  à  un  polynôme)  P  Ne  se 
pourrait-il  pas  en  d'autres  termes  que  la  différence 

tendit  vers  o  lorsque  Ton  donne  au  nombre  n  (nombre  des  termes 
de  la  série  figurant  entre  crochets  après  a^  des  valeurs  arbitratre- 
BMDt  grandes?  Cela  indiquerait  que  la  série  est  convergente  et  a 
pour  sonune  (i  -f-  »)"*. 

Newton  étudie  la  question  en  se  plaçant  tout  d'abord  dans  l'hy- 
pothèse où  m  =  -  .  La  série  considérée  s'écrit  alors  (on  le  Térifiô 
facilement)  : 

Ecrivant  au-dessous  la  même  série 

«t  multipliant  les  deux  sommes  terme  S  terme  (en  commençant  pa^ 
la  gauche  et  ordonnant  mi  fur  et;  à  niesufe  psx  rapport  aux  puis- 
sances croissantes  de  x),  Newton  constate  que  tous  les  termes  du 

(5)  Lorsque  m  est  na  enâsr  positif,  il  n^existc  pas  de  nombre  a,  d'ItkâSoe 
wmgéshat  à  m»  o»  pîat^t  tous  fos  nomLres  a^  d'iuâice  sûpérifeiaf  ft  m 
sont  mtb  puisqite  pêtxmî  (m  facteurs  de  leur  numérateur  se  tronve 
«n  facteur  nul  [pour  p  a»  m  +  ^  par  exemple,  le  dernier  fa^tftfr 
^ — p  +  i)  68t  nul]. 
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produit  se  détruisent  deux  à  deux,  exception  faite  pour  les  deux 
premiers  termes  qui  sont  i  et  x  ;  ainsi  la  série  (3)  a  pour  somme 
une  fonction  de  x  dont  le  carré  est  égal  à  i  4-  x  ;  celle  fonction 
dex  est  bien  par  conséquent  la  Jonction  (i  -i-  x)'. 

Une  méthode  analogue  conduit  Newton  à  conclure  que,  quelle 
que  soit  la  valeur  rationnelle  donnée  à  m,  on  peut  toujours  poser 

//\  /     .     \m  .  ("* — 0      .  m(m— i)...(m— p+i)    ^ 

^        ^  1.2  1.2...  p 

Nous  verrons  plus  loin  que  cette  formule  est  encore  exacte  lorsque 
m  est  un  nombre  relatif  quelconque  (*)  ou  un  nombre  compleoce, 

841.  —  La  formule  (4)  est  souvent  appelée  formule  du  binôme 
de  Newton.  Il  faut  observer  toutefois  que  la  démonstration  que 
Newton  avait  donnée  de  cette  formule  avait  besoin  d'être  com- 
plétée :  il  importait  surtout  de  bien  mettre  en  évidence  et  d'ex- 
pliquer le  fait  capital  suivant  : 

La  série  qui  figure  au  second  membre  de  (4)  n*est  une  série  con- 
vergente que  si  la  valeur  absolue  de  x  —  ou  le  module  de  x,  quand 
on  donne  à  x  des  valeurs  imaginaires  —  est  inférieure  à  i . 

C'est  là  une  conséquence  immédiate  des  théorèmes  qui  seront 
établis  au  $  2. 

842.  Remarque.  —  Lorsque^m  = —  i,  la  formule  (4)  devient 

=  I  —  ac  -H  a:*  —  rr'  -+-  . . . 

I  -h  X 

C'est  là  une  égahté  qui  nous  est  déjà  connue.  Elle  exprime  que 

(*)  Newton  obtenait  le  développement  de  (i  -f  x)^  pour  m  entier 
négatif  par  voie  de  division.  Soit  m  =  —  m.  Posant  a  priori 

(Tqrip  «  0*  4-  a,a;  +  a^x^  +  ..., 

où  les  a  sont  Jusqu'à  nouvel  ordre  des  inconnues^  déterminons  ces  incon- 
nues de  manière  que  le  produit  de  la  somme  [oq  +  a\3:  4-  o^  +  •..)  par 
(x  4-  x)^'  se  réduise  à  i.  Il  faut  pour  cela  que  a^  ^  i  et  que  les  coef- 
ficients de  toutes  les  puissances  successives  de  x  dans  lo  développement 
(ordonné)  du  produit  soient  nuls.  D'où  un  système  d'équntîons  qui  four-. 
nissent  les  valeurs  des  inconnues  ai,  ait...  Cette  méthode  est,  on  le  reoon— 
natt,  celle  des  coefficients  indéterminés  (cf.  375). 
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la  progression  géométrique  indéfinie  de  raison  —  x,  et  de  premier 

lerrae  i,  a  pour  somme 7 r   ou    — ; — . 

*^  I  —  (  —  X)  I  -h  X 

M3.  Le  calcul  des  séries.  —  L'étude  de  la  série  (4)  nous 
«uggère  immédiatement  une  foule  d'aperçus  nouveaux. 

Toute  série  telle  que  (4)  dont  les  termes  sont  des  puissances 
entières  de  x  affectées  de  coefficients  [lesquels  peuvent  d'ailleurs 
-être  figurés  par  des  lettres  ou  donnés  sous  forme  numérique]  sera 
dite  série  de  puissances  de  x  ou  série  procédant  suivant  les  puis- 
sances de  07.  On  a  coutume  de  ranger  les  termes  de  la  série  par 
ordre  de  degrés  croissants  :  la  série  est  alors  ordonnée  par  rapport 
à  X.  Si  la  série  est  convergente,  sa  somme  est  une  fonction  de  x  ; 
on  dira  que  celte  fonction  a  pour  développement  la  série  conver- 
gente et  est  représentée  par  elle. 

Ces  définitions  subsistent  dans  le  cas  où  x  est  remplacée  par 
une  expression  algébrique  où  entre  x  ;  la  série  procède  alors  sui- 
vant les  puissances  de  cette  expression  ;  ainsi,  si  la  somme 

«0  -H  Oi  (a;  —  x^)  -f-  a,  (x  —  XoY  -+-  ...  -4-  a„  (rc  —  Xo)»  -h... 

—  où  x^  et  Oot  ai,  atf.  sont  des  nombres  constants  et  x  la  variable 

—  est  une  somme  convergente,  cette  somme  indéfinie  représente 
une  fonction  de  x  et  en  est  le  développement  par  rapport  aux 
puissances  de  a;  —  x^. 

L'étude  des  séries  convergentes  est  Tun  des  chapitres  les  plus 
importants  de  TAlgèbre  et  de  l'Analyse  mathématique.  C'est 
^ussi  l'un  des  plus  délicats,  et  il  s'en  faut  qu'il  ait  atteint  du  pre- 
mier coup  à  la  rigueur  que  savent  lui  donner  les  traités  modernes, 

—  par  exemple,  V Introduction  à  la  théorie  des  fonctions  d*une  va- 
riable de  Jules  Tannery.  Les  mathématiciens  des  xvu*  et  xyiii* 
siècles,  préoccupés  d'aller  de  l'avant,  se  montrèrent  à  ce  [loint  de 
vue  beaucoup  moins  circonspects  et  minutieux  (')  que  leur  maître 
Archimède  à  qui  Ton  doit  l'étude  des  premières  séries  connues. 
{Ce  sont  de  véritables  séries  arithmétiques,  explicitement  formu- 

(')  Cette  remarque  s'applique  surtout  aux  savants  du  xviii®  siècle, 
•grisés  par  les  succès  qu'a  remportés  la  méthode  des  développements  en 
séries  entre  les  mains  des  frères  Bernoulli  et  d'EuLER. 
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lées,  qui  ont  pour  somme  le  nombre  n  ou  des  valeurs  d*aires  et  de 
\olumes  (')J. 

Il  fallut  donc,  à  une  époque  où  la  théorie  des  développement» 
en  séries  avait  déjà  envahi  tout  le  domaine  des  mathématiques,  faire 
machine  en  arrière,  et  consolider  les  bases  un  peu  inceriaioes  sur 
lesquelles  celte  théorie  reposait  :  e'dst  à  quoi  s'appUquèreni  Vo»- 
cyclopédiste  D'AJfiOàberi  (^),  et  un  peu  plus  tar4  Gattchy  (')  et 
Abel  (*). 

Nous  alk>as  exposer  toul  à  l'heure  ($$  2-4)  les  règles  fondamen- 
taks  du  calcul  des  séries  institué  par  ces  auteurs.  Nous  renver- 
rons cependant  à  un  chapitre  ultérieur  certaines  démonstrations 
fondamentales»  car  il  se  trouve,  comme  nous  le  verrons  dans 
notre  Troisième  Livre,  que  la  connaissance  des  propriétés  générales 
dm  fonctions  analytiques  simplifie  considérablement  Tétude  des 
séries  de  puissances  qui  représentent  ces  fonctions.  Il  nous  suf- 
fira, pour  le  moment,  de  faire  connaître,  sans  démonstrations 
rigoureases,  les  premiers  types  de  séries  de  puissances  de  x  ti 
les  premiers  procédés  de  développement  qui  furent  connus  et 
pratiqués  à  la  fin  du  xv!!""  siècle.  C'est  ainsi  que  nous  pourrons 
le  mieux  et  le  plus  vite  apprécier,  —  comme  on  le  fit  alors,  —  la 
commodité  et  la  fécondité  du  nouveau  calcul. 

844.  Développement  d'une  puissance  d'un  polynôme.  — 

La  formule  du  binôme  de  Newton  fournit  immédiatement 
le  développement  d'une  puissance  d'un  polynôme  en  x  quel- 
conque. 

Soit  par  exemple  proposée  l'expression 

(65-4-61  a;-4-  ..  -h  6„a?«)'", 

où  n  est  un    entier   (degré  du    polynôme)   et  m   un   exposant 

(M  Archimède  démontrait  la  coBVcrgemce  de  cet  séritf  en  employant 
la  méthode  d'exhaustion« 

(-)  Opuscules  mathématiques,,  t.  V,  Paris,  1768. 

{')  En  particuHeT  dans  son  Cours  d'Analysé  de  l'Ecole  polytechnique,^ 
t.  I  :  Analyse  algébrique,  Paris,  1821. 

(*)  Recherches  SUT  la  série  t  -f  -rcH = ^  x^4- ^v, ^«»-h..» 

[Journ.  de  CreUe,  iSaS  «t  Œw.,  édit.  Sylow-Ue,  t.  I,  p.  219!. 
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quelconque.  Je  reniRrqua  d'abord  que  cette  expression  est  égale  à  ' 

et  je  pose  ^  x  -h ..  H-  j2  a;n  j—  g  . 

l'expression  s'écrit  alors 6?  (i  -^  u)"*  et  se  développe  en  série  sous- 
la  forme  67  [  i  4-  m  a  4-  '"i"^^)  „!  ...  |  da  moins  tant  que  la  va- 

leur  abiolae  ou  k  module  de  u  est  injér leur  à  i. 

Remplaçaol  u  pai  sa  valeur  et  développant  les  polynômes  u',  u% . . 
j'obtiens  un  développement  qui  se  laisse  immédiatement  ordon- 
ner par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x  (*)  :  je  remarque^ 
en  effet,  qu*il  n'y  a  : 

des  termes  eu  x  que  dana  u  ;  des  termes  en  x^  que  dans  u  et  u^  ; 
des  termes  en  jc*  que  dans  u,  u"  et  uS  etc. 

Si  le  polynôme  éleyé  à  la  puissance  m  contenait  deux  variables 
a?  et  y  (ou  davantage)  le  même  procédé  conduirait  à  un  développe^ 
ment  dont  les  termes  seraient  des  puissances  de  x  et  y. 

845.  — Au  lieu  de  développer  par  rapport  aux  puissances  de  Xr- 
nous  pouvons  évidemmeot  développer  par  rapport  aux  puissances 
d'une  nouvelle  variable,  —  dépendant  de  x  et  substituée  k  x,  — 
telle  que  la  différence  x  —  oPo  (cf.  843). 

Considérons  par  exemple  l'expression  (a  -h  6  a?)*"  :  je  l'écris  : 

[a  4-  6  «0  -H  6  («  —  «0)]'"  ou  (a -h  6x0)"»  [i  -f-  5-^75^  («  —  ^^î^'^^ 

désignant  par  c  le  nombre  constant  (*)  a-^bx^y  posant  -  (a;  —  a?,)= w  - 
et  développant  (i  +   u)*"  par  la  formule  du  binôme,  j'obtiens 

(a-H6x)'»  =  c'"    1  4-  m  -  {x — x^)4-  ^  ^^c"'*6'(a?  —  aCo)'+"-  I 

{*)  Reste  h  établir  en  toute  rigueur  la  convergence  de  la  série  obtenue. 
Nous  admettrons  pour  le  moment  cette  convergence  qui  est  une  consé- 
quence des  théorèmes  généraux  démontrés  dans  notre  TrwMèm$  Livre. 
Elle  résulte  d'ailleurs  immédiatement  des   propriétés  élémentaires  des^ 
séries  étudiées  au  §  3  du  présent  chapitre. 

(*)  Indépendant  de  la  variable  x. 
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La  même  remarque  s'applique  au  polynôme  du  n*  844. 

846.  Développement  du  logarithme.  Méthode  des  fono- 
tions  primitives.  —  Nous  avons  vu  que  Mercator  avait  obleau  le 
développement  en  série  du  logarithme  népérien^  log  (i  -t-  x),  par 
rapport  aux  puissances  de  x 

(5)  log(i  -Hx)  =  a:-^'-h^'-... 

On  parvient  à  ce  développement  en  appliquant  une  méthode 
très  simple,  fondée  sur  le  calcul  des  fonctions  primitives  (la  lé- 
gitimité des  calculs  que  nous  allons  faire  doit  cependant  être  éta- 
blie par  une  démonstration  rigoureuse  :  elle  résulte  immédiatement 
des  théorèmes  généraux  établis  dans  notre  Troisième  Livre). 

La  fonction   log  (i  -h  x)  admet  pour   dérivée  par  rapport  à 

la  variable  x  la  fonction  — - — ,  qui  se  développe  en  série  sous  la 
forme(n*84a):  — î —  =  i  —  «  -h  ««—  «•  ... 

Admettons  que  nous  puissions  appliquer  à  la  somme  algébrique 
du  second  membre  la  règle  relative  aux  sommes  d*un  nombre  fini 
de  termes,  savoir  :  la  somme  des  fonctions  primitives  des  termes 
iane  somme  est  fonction  primitive  de  cette  somme  ;  nous  en  con- 
clurons que  la  sommes—  —  4-  ^  —  ~  ...  est  fonction  primitive 

de^-^p-^;  donc  [puisque  log  (i  -^  x)  est  aussi  fonction  primi- 
tive de  r— — -    on  aura  : 
I  -hxj 

log  (i  -^  x)  =  c  -h  X 1-  ... 

€  étant  une  constante  d'intégration  (460)  ;  mais  pour  a:  =  o,  le 
logarithme  log  i  est  nul  ;  donc  c  =  o  ;  nous  obtenons  donc  bien 
l'égalité  (5)  (»). 

Nous  apprendrons  plus  loin  que  la  série  (5)  est  convergente  pour 
les  valeurs  de  x  dont  la  valeur  absolue  ou  le  module  est  inférieur  à  i . 


(')  La  même  règle  donnera  log  (i  — a;)  =  «  +  ~  +  ^  -j-  ... 
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847.  Fonctions  inverses  des  fonctions  trigonomôtriqnee. — 
La  même  mélhode  fut  appliquée  par  Newton  au  calcul  des  déve- 
loppements des  fonctions  arcsinx,  arc  iang  x  en  séries  de  puis- 
sances de  X. 

La  fonction  arc  sin  x  a  pour  dérivée  .  ^  ou  f  i  —  x*  )  ^ ,  que 

la  formule  du  binôme  permet  de  développer  comme  il  suit  par 
rapport  aux  puissances  entières  de  x*  : 

i.a.3  V         / 


ou 


(6)  (,  _ar«)-r=n-ia;«-h|a;*+  ^-|a:« 


(7) 


J'admets  comme  tout  à  l'heure  (846)  que  la  somme 
la*       3  X*       5    x' 


8"î-^rB"7 


somme  de  fonctions  primitives  des  termes  de  (6),  est  fonction  pri- 
mitive de  f  I  — x*j"«  ;  donc  arc  sin  x  est  égal  au  développe- 
ment (7)  plus  une  constante  c  ;  cette  constante  est  nulle  si  je  con- 
sidère la  «  détermination  »  ou  «  branche  »  de  l'arc  sinus  qui  est 
nulle  pour  oc  =  o  (cf.  426)  ;  ladite  branche  a  donc  pour  dévelop- 
pement la  série  (7). 

Remarquons  semblablement  que  la  fonction  arc  tang  x  a  pour 

dérivée  ,  ,  somme  de  la  progression  gémétrique 

— î — ;  =1  —  X*  4-  X*  —  x«  ...  ; 


j'en  conclus  que  arc  tang  x  est  égal  à  la  somme 


(8) 


X' 


3 
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plus  une  constante  c,  laquelle  sera  nulle  si  je  considère  la  branche 
de  Varc  tangenU  qui  est  nulle  (*)  pour  x  =  o  (*). 

848.  Développements  obtenus  par  dérivation.   —  A  la 

«  méthode  des  fondions  primitives  »  fait  pendant  la  méthode  des 
dérivées,  cjui  consiste  à  dériver  une  fonction  représentée  par  une 
série  en  formant  la  somme  des  dérivées  des  termes  de  la  série. 
Cette  méthode  permet  d* obtenir  très  simplement  les  développe- 
ments en  séries  d'un  grand  nombre  de  fonctions. 

Considérons  par  exemple  la  fonction  /.  ^xV  t^"  (^  "^  *)"*]• 
Au  lieu  de  la  développer  par  le  moyen  de  la  formule  du  binôme, 
nous  pouvons  observer  que  cette  fonction  a  pour  dérivée         ^  , 

c'est-à-dire  (842)  —  (i  —  x  -h  oî*  —  flc'  ...) 

Admettons  (ce  qui  peut  être  démontré)  que  nous  ayons  le  droit 
d'appliquer  k  une  série  la  règle  de  dérivation  des  sommes  (410)  : 

nous  serons  ainsi  conduits  à  écrire  que  / .  ^  ^\%  »   dérivée  de 

( —  I  -h  œ  —  œ*  -+-..),  est  égale  à  i  —  2a?H-3a;'  —  4»'... 

Serablablement,  la  dérivée  de  , — î — ™  est ,        ^,.  ;  la  méthode 

(I  4-  a?)*        (I  -h  »)• 

appliquée  ci-dessus  conduira  donc  au  développement 

,~^..  =—  a  -+-3.a.x  —  4.3.x  *  H-  ..., 
(i  -h  xY 

et  ainsi  de  suite. 

849.  Inversion  d*une  série.  Application  de  la  méthode  des 
coefficients  indéterminés.  —  Soit  une  fonction  de  x>  nulle 

(*  )  II  y  en  a  une,  car  quand  l'arc  est  nul  sa  tangente  est  nulle  (tg  o  =s  o), 
(*)  Les  développements  que  nous  venons  de  donner  comportent  des- 
applications pratiques  intéressantes.  On  peut  s'en  servir  pour  former  des 
développements  en  séries  numériques  faisant  connaître  avec  une  approxi«> 
mation  arbitrairement  grande,  certaines  quantités  remarquables.  —Con- 
sidérons, par  exemple,  l'arc  7-qui  a  pour  tongerUe  le  nombre  i  (156);  sa 

valeur  est,  d'après  ce  qui  précède,  égale  à  la  somme  de  la  série  (8)  lors, 
qu'on  y  donne  à  â;  la  valeur  i.  Donc  (cf.  153)  : 

S—  *  ""  3  +  5  -  7  -^  - 
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pour  a;  =  o,  que  nous  désiguoos  par  y  et  supf)osons  développée 
em  «érie  «ouslâ  forma  {*) 

(9)  y  =  a,  x-ha^a* -H  ...  : 

nous  savons  que  toute  relation  algébrique  qui  définit  y  comme 
fonction  de  x  définit  inversement  x  comme  fonction  de  y.  Peutn^n 
développer  cette  fonction  par  rapport  aux  puissances  croissantes 
dey  ?.  Est-il  possible^  en  d'autres  termes,  de  déterminer  les  va- 
leurs des  coeffîcienis  de  la  série 

^0  +  6,  y  -h  6jy«4-  ... 

de  manière  que  la  fonction  définie  par  cette  série  soit  la  fonction 
inverse  de  la  fonction  y  de  a;  définie  par  (9)  ? 

Newton  reconnut  vite  l'importance  de  celte  question  qu'il  étu- 
die dans  le  De  analysi  per  œquationes  numéro  ierminorwn  in  fi- 
nitas  (1771)  et  dans  d'autres  écrits.  Il  obtînt  les  expressions  des 
coefficients  inconnus  b  en  fonction  des  coefficients  connus  a  par 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés  (*). 

Remarquons  d'abord  que  les  deux  variables  x  et  y  étant  sup- 
posées 8*annuler  en  même  temps,   on  doit  avoir  35=0  pour 
y  =  o,  donc  b^  =  o. 

Posant  alors  a?  =  61  y  -i-  ég  y,  +  ...  et  substituant  cette  expres- 
sion de  X  dafts  le  second  membre  de  Tégalité  (9),  nous  avons  : 

y  =  fli  (6,y  +  b^*  -h  ...)  H-  a»  (6,y  -hb^y*  4-  ...)'  + ...» 

donc  (3) 

y  =  a,(6,y-h6jj»-f-  ..)"*-  «i{^V-^  ^  6^ 6 jr»  -+-..)  H-  03(61  «y»  +  ..) 

ou,  en  groupant  les  termes: 

{10;  y  =  ai6,y-^(ai6,-+-<7j6i*)y*H-(«i63-4-  2aJ>^b^  ^aj)^^)y*-h  .. 

(*)  Il  n'y  a  pas  ici  de  ooefficient  ao,  puisque  la  série  doit  s'annuler 
lorsqu'on  y  fait  o;  sb  a.  -^  Nous  raisonnerions  semblablement  s'il  s'agis- 
sait  d'une  fonction  prenant  une  valeur  quelconque  t/^  pour  une  valeur 
quelconque  x ^  et  x.  Les  développements  considérés  procéderaient  alors 
(B43)  par  rapport  aux  puissanees  de  (x  -^Xq)  et  {y  — {(q)  respeetîvement* 

(*)  Cf.  no  375  et  passim. 

(')  Les  parenthèses  contiennent  les  développements  des  puissances  en- 
lîères  successives  de  la  somme  (hiy  +  biy^  +  ...),  ces  déyeloppements 
étant  ordonnés  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  y. 
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Cette  égalité  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  y. 

Admettons  alors  (ce  qui  est  aisé  à  démontrer)  que  nous  ayons 
le  droit  d'appliquer  aux  séries  infînies  le  théorème  démontré  au 
n'*  3±±  pour  les  polynômes  (séries  à  un  nombre  fini  de  termes): 
les  coeflicienls  des  mômes  puissances  de  y  devant  être  égaux  dans 
les  deux  membre  de  (lo),  nous  aurons  : 

i  =  a^b^,         a^bi  -+-  a^*  =  o,       Ojôj  -|-  a  a,6|6i  -h  a^b^,  =  o,  .., 

égalités  qui  permettent  de  calculer  les  coefficients  inconnus   b 
en    fonction    des    coefficients   connus   a  ;    la   première    égalité 

donne    61  =  -  ;   61   étant  déterminé,   la    seconde  égalité  donne 

6.  =  — -r-^  =  — r  î  et  ainsi  de  suite. 
a^  a,» 

Une  fois  trouvées  les  valeurs  des  coefficients  6,  il  reste  à  démon- 
trer rigoureusement  que  la  série  x  =  b^y  -f-  b^y^  -h  ,.  est  bien  une 
série  convergente,  du  moins  pour  les  valeurs  de  y  appartenant  à  un 
certain  intervalle  qui  comprend  y  =  o  [d'où  résultera  que  celle 
^rie  représenle  eneclivement  une  Ponclion,  fonction  inverse  de  yj. 

C*e8t  là  un  fait  que  l'on  peut  déduire  des  théorèmes  généraux 
de  notre  Troisième  Livre  ou  des  propriétés  générales  des  séries. 


850.  —  La  méthode  des  coefficients  indéterminés  a  d'ailleurs  une 
portée  qui  dépasse  considérablement  le  problème  de  Tinvereion 
d'une  série  dont  nous  venons  de  nous  occuper.  On  peut  par  exemple 
l'appliquer  au  développemement  en  puissances  de  x  d'une  fonction 
y  définie  par  une  relation  implicite  F  (x,  y)  =  o,  dont  le  premier 
membre  est  un  polynôme  en  x  et  y. 

Supposons  par  exemple  (cf.  p.  235,  note  i)  que  la  fonction  y 
s'annule  pour  x  =  o,  Subsistuant  à  y  un  développement  (9)  dont 
les  coefficients  sont  jusqu'à  nouvel  ordre  inconnus,  nous  niellons 
F  {x,y)  sous  la  forme  d'un  développement  en  puissances  dd  x 
dont  les  coefficients  sont  des  expressions  algébriques  contenant  les 
coefficients  inconnus  a.  Ordonnant  ce  développement  (en  réunissant 
les  termes  de  même  degré  en  x)  et  égalant  à  o  les  coefficients 
des  puissances  successives  de  x,  nous  obtenons  une  série  d^éga- 
lilés  ou  équations  qui  permettent  de  déterminer  les  nombres 
inconnus  ai,  a^,... 
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Les  conditions  dans  lesquelles  le  développement  (9)  est  conver- 
gent peuvent  être  déterminées  rigoureusement. 

La  même  méthode  s'applique,  plus  généralement  au  cas  où  le 
premier  membre  F  (a;,  y)  de  la  relation  implicite  est  un  dévelop- 
pement en  puissances  de  x  et  y  ou  de  x  —  a?o  ®t  y  —  ^o  (cf.  infra 
878). 

851.  DéToloppement  de  rezponentlelle.  —  En  faisant  l'in- 
version de  la  série  : 

log(l    -^y):=y  —  yl-^,., 

[voir  n"  846  ;  x  est  ici  remplacé  par  y],  Newton  obtint  (')  le  déve- 
loppement en  série  de  la  fonction  inverse,  —  i  4-  e^  [si  Ton  pose 
log  (i  -h  y)  =  oj,  on  en  tire  y  =  —  i  4-  c*],  et  par  conséquent  de 
e*  ;  il  trouva  : 

(n)  e'=i  -hx-h  —  -i- 


i.a  i.a...n 

Nous  verrons  plus  loin  (865  et  867)  que  ce  développement  est 
convergent  pour  toutes  les  valeurs  de  x  (réelles  et  imaginaires)  et 
nous  le  retrouverons,  d'ailleurs,  par  une  voie  beaucoup  plus  simple 
au  n»  875. 

Si  l'on  fait  x=  i  dans  (i  i),  on  a  le  développement  en  série  qui 
donne  la  valeur  du  nombre  e  (cf.  122)  : 

1  I 

c=  I  -h  I  -+---- 


i.a  i.a  ...  n 


Ayant  le  développement  de  e*,  on  en  déduira  immédiatement  le 
développement  de  a'  où  a  est  un  nombre  quelconque,  puisque 
a*  =  e*  '**««;  on  a 

a»  =  I  -4-  log  a.  X  4-  ^~S^  .  X*  -+- ...  ; 

on  forme  aussi  immédiatement  le  développement^de  e*  par  rapport 
aux  puissances  de  a?  —  Xo  (xo  constante  quelconque)  en  remar- 
quant que  é'  =  e"*'o.  e^*9  ;  d'où  : 

^  =  «-..[,+ (X  -  :r.)  +  ^-^=^* -H  ...] 
(*)  Anaiysis  per  aqua'.iones  infiniioa,  i77r. 
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852.  Développement  des  foncUone  trigotiométriqties.  — 

En  faisant  l'inversioa  du  détcloppetncnl  (7)  do  n**  847,  «rc  sîb  y  =as 

V  -h  ^  -4-  -T^  4-  ...  Newton  obtient  le  développement  de  la  fonc- 
tion inverse  sin  x  ;  il  trouve  : 

/     \  •  a'       .  X*  x^ 

{la)  sin  rc  =  ûc  — »  -H 5-7-p: j  -4-  ... 

^     ^  1.2.0        I  a. 3  4.0        7  I 

Nous  verrons  plus  loin  que  ce  développemeut  est  convergent 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  (réelles  ou  imaginaires). 

Ecrivant  (*)  d'autre  part  que  le  dérivée  de  sin  x  est  égale  à  la 
:somme  des  dérivés  des  termes  du  second  membre  de  (12),  nous 
obtenons  : 

-Ce  développement  converge  pour  toutes  valeurs  de  x.  Nous  le  re- 

4rouverons —  amsi  que  le  développement  (i  a) —  par  une  voie 

beaucoup  plus  simple  au  n"*  875. 

L'raverBkm  de  la  fonctioft  arc  tang  y  conduit  «tf  dévdoppe- 

•ment  : 

.  ac*    .    a  X* 

tangx  =  a:--3  4--^-... 

Il  résnlfe  des  théorèmes  qui  seront  démontrés  plus  loin  que  ce  dé- 
-veloppement  est  convergent  pour  les  valeurs  de  x  dont  la  vialear 

■absolue  ou  le  module  est  inférieur  à  -  . 

a 

853.  Porm'vle  cTBiiIer.  —  Dans  la  formate  an  dléveloppement 
«a  série  de  rencponenfiefle  (don!  mms  a^inefloife  ki  fvli^lé  pour 

toute  valeur  réelle  ou  imaginaire   de  x)  posons  ^  =  y,  ^/  — *  i 
(c'est-à-dire  remplaçons  »  p«r  i  y).  Il  vieet  : 

i.a 
-ou  (étant  donné  les  valeurs  de  /*,  i^,  /*,  etc.)  : 

e'.=  i-Hi/-f-i-^  +  j;  +  ... 

(*)  Nous  appliquons  ici  la  méthode  du  no848  dont  la  légitimité  resta 
il  démontrer  ainsi  que  nous  l'avena  fait  oJ^svrverr. 
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Réunissons  (^)  dans  le  second  membre  les  lermes  indépend  mis 
de  {  dune  part  et  les  termes  contenant  /d  autre  part  :  nous  oblc- 
nons  : 

(.4)  e'v=  [»  -  ^V  J-,  ...]  H-  .•  [,  -  ^3  +  i;  _  ...] 

Or  reportons-nous  aux  développements  (la)  et  (i3).  Ils  nous 
montrent  que  les  deux  séries  entre  crochets  dans  le  second  membre 
de  (i4)  ont  pour  somme  cos  y  et  sin  y.  Donc  Tégalité  (i4)  se  ré- 
duit â 

e*v  mcosy  -h  i  sîn  y. 

C'est  la  formule  fondamentale  do  n^  767  (à  cela  près  qae  la  va- 
riable est  maintenant  appelée  y  au  lieu  de  x),  que  nous  retrouvons 
par  une  voie  nowniie. 


854.  —  Ces  divers  exemples  suffiront  sans  doute  à  montrer 
qael  Intérêt  il  y  a  pour  nous  à  approfondir  Tétude  générale  des  séries 
convergentes  dont  nous  n'avons  guère  donné  encore  que  la  défini- 
tion. C'est  à  quoi  nous  allons  nous  attacher.  N'oublions  pas  ce- 
pendant de  noter  qu'en  algèbre  comme  en  arithmétique  les  sé- 
ries ne  sont  pas  les  seules  expressions  infinies  convergentes  dont 
nous  puissions  faire  usage.  C'est  ainsi  que  l'algèbre  moderne  dé- 
finit certaines  fonctions  «  transcendantes  »  de  x  comme  limites  de 
fractions  continues  (*)  (123),  ou  cascades  de  fractions  dont  les 
termes  sont  des  polynômes  en  x.  —  Une  autre  forme  d'expression 
Gonvergenle  sur  laquelle  nmis  reviendrons  plus  loin  est  le  dévclop* 
pement  en  produit  infini  convergent.  Ainsi,  par  exemple,  on 
dcmontre  que  le  produit 

(•  -  S)  (•  -  A)  ('  -  A)  -  ('  -  rA) 

(>)  Il  nous  faut  pour  cela  modifier  l'ordre  des  termes  de  la  série.  On 
démontre  que  cette  opération  n'influe  pas  SHr  la  convergence  de  la  série 
et  s'altère  pas  la  valeur  de  sa  somme. 

^  Sur  la  théorie  générale  des  fractions  continues,  fonctions  de  x,  on 
trouYora  quelques  indications  historiqim  dans  la  thèse  de  doctomt 
(Paris,  1^90)  «t  Ica  mèmaite^  de  M.  Padé,  qui  fut  iHi-mém^  i'aa  d<B 
principaux  promoteurs  de  la  théorie. 
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admet  une  limite  lorsqu'on  augmente  ind^ 
des  facteurs,  et  que  cette  limite  est  égale  à 


admet  une  limite  lorsqu'on  augmente  indéfiniment  le  nombre  n 

sin  X 


2.  —  Propriétés  fondamentales  des  séiies  à  termes  positifs. 
Càitèàes  de  convergence. 

855.  —  Envisageons  une  série  quelconque.  Pour  étudier  la  con- 
vergence de  cette  série  nous  n'avons  pas  besoin  de  savoir  si  ses 
termes  (et  par  conséquent  sa  somme,  à  supposer  que  celle-ci 
existe)]dépendent  ou  non  (sont  fonctions  ou  non)  d'une  variable  x. 
Si  les  termes  dépendent  de  a;,  il  se  peut  que  les  conditions  sous 
lesquelles  leur  somme  est  convergente  ne  soient  satisfaites  que 
pour  certaines  valeurs  de  la  variable  (c'est-à-dire  dans  certains  in- 
tervalles) ;  mais,  pour  nous  en  rendre  compte,  il  faut  que  nous 
ayons  au  préalable  déterminé  les  conditions  de  convergence,  et  que 
nous  sachions  reconnaître  si  elles  sont  oui  ou  non  réalisées,  lorsque 
nous  donnons  à  x  une  valeur  numérique  fixe  quelconque. 

856.  —  Ecrivons  donc  la  série  considérée  sous  la  forme  géné- 
rale (')  : 

(i)  u,  -h  Uâ  -h  ...        w„  -f-  ...  ; 

nous  supposons,  en  l'écrivant  ainsi,  que,  par  un  moyen  dont  nous 
ne  précisons  pas  la  nature,  nous  connaissions,  ou  soyons  en  me» 
sure  de  calculer  sur  demande,  tout  terme  de  la  série  dont  on  nous 
indique  le  rang  :  ainsi  nous  saurons  toujours  former  explicitement 
la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série,  quelque  grand  que 
nous  prenions  n. 

Nous  désignerons  souvent  par  la  lettre  Sn  la  somme  des  n  pre- 


(1)  On  écrit  aussi  parfois    ^  u»  ou  \^  u».  ou  tout  simplement  ^p  «„ 

n=:  I  1 

ce  qui  signifie  :  Somme  des  quantités  Un  coirespondant  aux  valeurs  t,  2, ... 
jusqu'à  l'infini,  do  l'indice  n. 
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miers  termes  de  la  série  ;  la  somme  des  termes  restants,  c'est-à- 
dire  la  série  : 

^ra  appelée  reste  de  la  série  et  désignée  par  la  lettre  r„. 

Pardéûnition  (cf.  122)  la  série  (i)  convergera  ou  non  (sera 
i^nvergente  ou  non)  suivant  que  le  reste  r»  tendra  ou  non 
vers  G  lorsque  n  deviendra  arbitrairement  grand.  Une  série  non 
convergente  sera  dite  divergente.  Dans  le  cas  où  tous  les  termes 
de  la  série  sont  réels  et  positifs,  les  sommes  5i,...  ^nt^'n-i-i**- 
«ont  de  plus  en  plus  grandes  ;  si  elles  sont  toutes  inférieures  à 
un  même  nombre  fixe,  leur  suite  (et  par  conséquent  la  série)  est 
convergente  (cf.  113)  ;  donc,  en  ce  cas,  si  la  série  est  divergente, 
c'est  que  la  somme  Sn  devient  infiniment  grande  pour  n  arbitraire- 
ment grand. 

Le  terme  Un  envisagé  pour  une  suite  indéfinie  de  valeurs  de  plus 
«n  plus  grandes  du  nombre  n,  est  appelé  terme  générul  de  la  série. 
De  la  grandeur  relative  de  ce  terme  dépendra  évidemment  la  con- 
vergence ou  la  divergence  de  la  série. 

857.  Remarque  fondamentale.  —  Une  première  remarque 
's'impose  :  Une  série  ne  peut  être  convergente  que  si  son  terme  gé- 
néral tend  vers  zéro. 

En  effet,  d'après  la  définition  de  la  somme  ;„,  nous  avons  évi- 
demment :  Un  =  Sn  —  Sn^i  ;  or,  si  la  série  est  convergente,  les 
sommes  5n^,  et  entendent  toutes  deux  (pour  n  croissant  indéfini- 
ment) vers  une  même  limite  (la  somme  do  la  série)  ;  donc  leur 
différence  tend  vers  o. 

En  revanche,  la  proposition  réciproque  n'est  pas  exacte.  De  ce 
que  lo  terme  général  tend  vers  zéro  on  n'a  pas  le  droit  de  conclure 
•que  la  série  soit  convergente.  Xa  preuve  en  est  qu'il  existe  des 
^sommes,  telle  que  la  série  : 

1    .    I    .  1  I  I        . 


-dite  série  harmonique f  dont  le  terme  général  tend  vers  zéro  et  qui 
«ont  cependant  une  valecir  infinie  (*). 

Nous  énoncerons  donc  en  ces  termes  la  remarque  fondamentale  : 

(■)  La  divergence  de  la  série  harmonique  a  été  reconnue  par  les  frères 
Boirmocz.  -*  L-^i  Princi  et  âe  l'Analyse  mathématique.  H  i6 
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Potfr  quune  série  à  Unnes  ponii/k  saii  cormergente^  U  faut^  ma» 

il  ne  xnffil  pas,  que  son  terme  général  tende  vers  zéro, 

8^8.  Premiers  tevmes  d'un»  Bérie.  —  Il  est  une  autre  re- 
marque à  laqudle  il  est  boa  de  £ûce  tooi  ds  suite  eUendoD  i  c'est 
que  la  nature  des  greaiiers  tecmfis  d'ime  sésie  est  sans  înOuenca 
sur  ia  convergence  ou  la  divergence  de  la  série.  Ea  d'autres  teanea» 
appelons  m  ua  nombre  entier  ((Ixe)  quakonque  '^une  série  quel- 
conque^ convergente  ou  divergente,  reste  convergente  ou  diverg^nis 
lors  même  quon  modij^e  arbitrairement  les  uakurs  de  ses  m  pre- 
miers termes^  Si»  en  effets  la  somme  UM+i-V-i<M4ft+Um+2  +  ••- 
est  convergente  (ou  divergente)  au  sens  du  u'  856,  il  en  eslévi- 
meet  de  même  de  la  somme  ui.+ u^+ ..«-f- !•« +  0^4.1 -k- ^»f  9+ ..^ 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  premiers  termes. 

899.  Comparaison  de  deux  séries.  —  Bornons-nous  (*)  dé- 
sormais aux  séries  dont  tous  les  termes  sont  des  nombres  réels  posi- 
tifs, La  manière  la  plus  simple  d'établir  qu'une  série  donnée  est 
convergente  ou  divergente  est  souvent  de  comparer  la  série,  terme 
à  terme,  avec  luaue  autre  série  pk»  simple  ou  déj4  coamie.  On 
s'appuie^  par  Memgle»  sor  Vmt  des  ttiéoeteiaa  iwiaals  deui  la  dé-- 
monstration  est  presque  immédiate. 

Soient  : 

M,  -Ml»  4-  — -h  H»  -4-  —      et       ^^  -hvj  -{f  ..,  Hr-  Vu  -+-  .•• 
deux  séries  i  termes  positifi  : 

Behnoulli  [voir la  prop,  16  des  Propasitionea  aritbmetiem  im  mtêsètte  imfU- 
nitia  earumque    êwnma  finita,    de  Jaequ»    BesMoum.!» .  Bâle»  1689  ; 
Œuf^ês,  t   I.  p.  393].  Voici  la  mamèjre  la  plue  umple  de*  la  constater. 
Gvovpotts  Ifs  tvmm  de*  n  sétn 

■  +  î  +  (î  +  î)  +  (5  +  8  +  -;  +  0  +  (5+--^rJ+(f,+-+sl+- 

les  parenthèses  successives  coatenant  lespectîvcment  a,  3%  a"*,  3 S...  termes;: 
dans  chaque  parenthèse  la  plas  petit  tenue  est  b  deratei  à  droite  ;  donc 

I  +  '  >  I  ow  ^;  ^  +  •"  +  î  >  t  ^"  î»  •*  ""^  ^  ^^  •  chaqiw  parea- 
thèse  contient  des  tenues  dont  la  senMM  esH  sopénenra  à  ^  ;  denc  bb 

somme  totalcj  supérieure  à  i  -f  ~  +  ^  -f  ...,  est  infiutment  grande. 
(MLecasgénérafsemtnrifdswf  7. 
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TiiÉORËMK  I.  —  Si  la  seeoMle série  est  cfmoerjenîss  eisi,à  partir- 
dan  certain  rang  (*),  les  termes  de  la  première  série  sont  moindres  ^ 
que  les  termes  correspondants  de  la  seconde  [é'est-à'dire  si  Ton  a* 
Un<CVnà  partir  dune  certaine  valeur  m  de  l  indice  n],  la  première- 
série  est  cormergeule^ 

Théorème  IL  —  Si  la  seconde  série  est  divergente  et  si  F  on  a* 
Oit  >  v»  o  partir  d'une  certaine  valeur  m  de  T indice  n,  la  première  - 
série  est  aussi  divergente. 

TnÈos^ha  III.  —  S'il  existe  deux  nombres  positifs  (fixes)  aiet.b^ 

tels  que  le  rapport  ^  soit  compris  entre  aetb  {pour  toute  ihiie»  n- 

dépassant  une  certaine  valeur)^  les  deux  séries  sont  ou  bien  iùulies-^ 
deux  convergentes  ou  bien  toutes  deux  divergentes  (^), 

Remarque.  —  Supposons  en  particulier  que  le  rapport  —    ad— 

mette  une  limite  déterminée,  c,  pour  n  infini  [c'ett-irdire  que  la- 
suite  ^  ,  ^  f  ••  ait  une  limite  1  ;   alors,  à  partir  d'une  certaine- 

valeur  de  u,  le  rapport  —  est  sûrement  compris  antre  deux  naflaJbieB* 
très  voisins  de  c,  et  le  théorème  III  est  applicable. 

860.  ApplioationB.  —  La  démonstration  de  la  divergence  de~ 
]a  série  harmonique  qta  nous  avons  donnée  plus  haut  (p.  24 1  note  i)> 
est  une  application  du  théorème  IL  Nous  avons  comparé  la  sérLe- 

harmonique  à  la  série  i  ^-^"^ï"*"4"+"5"^g'+"g'^g"^  •*• 
Une  démonstration  semblable  permet  de  déduire  du  théo-- 

rème  I  que  la  série  51/î«'^'^*'*"â«~^3«"*'  'Méat  une  série  con- 
vergenle. 

(*)  D'après  la  remarque  du  a^  858  la  valeur  des  prtwicrs  termes  ne* 
peut  influer  sur  la  nature  de  la  série. 

(*)  En  efiet,  supi^oim,  par  «zempleft  que  la  sacende  aéri»  mmva^y 
(sait  convergente).  La  série  bi>i  +  ^2  +  •••  +  h^n  convergeia  évidemiMeik^ 
aussi.  Or  l'énoncé  du  théorème  III  nous  apprend  que  u»  <  hv^k  partir 
d'une  certaine  vaisMvda-Jk  Daacls  pasoMiseï  séiM  oanvevfera  enr  vertu» 
du  théorème  I.  On  démontrera  de  même  que  si  la  première  série  converge, 
a  seconde  conversa  «OMi  ^  qm  si  l'une  daa  aéties  diverge,  l'autre  est 
également  divargenda* 


zedby  Google 


244  EXTENSIONS    DE    l'aLGÈBRE    :    LES    DÉVELOPPESlElfTS    EE    SERIES 

Groupons  en  effet  les  termes  de  la  série  en  récrivant 

'  +(r«  +•  hy{^^  -+-  r«  -^  g".  +  f»)-+- 

les  parenthèses  successives  contenant  respectivement  2,  2*,  2',  2*, 
termes.  Dans  chaque  parenthèse  le  plus  grand  terme  est  le  dernier  à 

gauche  ;  donc  7*  -^-  p  <  fî  ou  i  ;  i^  +  ...  -I-  ^  <  J,  ou  i  ;  et 
ainsi  de  suite  :  les  parenthèses  successives  sont  respectivement 
inférieures  ^  â  '  4  '  a"  '  â*  ®*^*'  c'est-à-dire  aux  termes  d'une 
série  convergente  (progression  géométrique  de  raison  -  ).  Donc» 
d*après  le  théorème  I,  la  série  proposée  est  convergente. 

La  série  V  ^  ,  où  p  >  2,  est  a  fortiori  convergente  (d'après  le 
théorème  I),  car  ses  termes  sont  respectivement  infèrieurs  aux 
termes  du  même  rang  de  la  série  ^  ^ . 

La  série  V    -7— ? v  ,  c'est-à-dire  : 

^  n  (n  -h  a; 

1      .      I       .      ï 


773  "^  ^  "*■  575  "^  -  ^  /i  (n  -h  2)  "^  - 
est  convergente  en  vertu  du  théorème  III.  Comparons-la,  en  effet, 
à^la  série  convergente  i-f--i-h...-h-|-+-":  le  rapport  des 
termes  de  rang  n  des  deux  séries  est  : 

I 


«-ÔtVt)  ,       ou         "'('+^)  . 


ou    ^^a, 
1  I  r^ 


expression  qui  admet  manifestement  une  limite  égale  à  i  lorsque 
n  devient  infini. 

On  vérifiera  de  même  que  des  séries  telles  que  : 

fi*  -^  I  '  ^  n*  -4-  n  —  i  ' 


Digitized  by  LjOOQIC 


PaOPRlÉTÉS    FONDAMENTALES    DES    SE  AIES    A    TERMES    POSITIFS        2lkb 

sont  convergentes,  tandis  que  la  série  V  ",  "^     est  divergente. 

861.  Critères  de  convergence.  —  On  appelle  critère  de  con- 
vergence un  signe  permettant  de  reconnaître,  à  l'inspection  des 
termes  d'une  série  (et  sans  avoir  besoin  de  chercher  à  calculer  la 
somme),  si  la  série  est  convergente  ou  non. 

Les  critères  de  convergence  les  plus  simples  sont  fournis  par 
les  deux  ihéorëmes  fondamentaux  suivants.  On  les  appelle  souvent 
«  critère  de  d'Alembert  »  (')  et  «  critère  de  Cauchy  ».  Mais,  en 
réalité,  sous  leur  forme  générale,  tous  deux  sont  dus  à  Cauchy 
[Analyse  algébrique  (voir  p.  a3o,  note  3),  I"  Part.,  chap.  VI]. 

862.  Critère  de  d'Alembert.  —  i**  Lorsquà  partir  dune  cer- 
taine valeur  de  n,  le  rapport  -^-  reste  moindre  qu'un  nombre 
fixe^  k,  plus  petit  que  i,  la  série  est  convergente. 

2**  Lorsquà  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  le  rapport  -^^ 

reste  supérieur  à  i,  la  série  est  divergente. 

En  effet,  appelons  m  la  valeur  de  n  à  partir  de  laquelle  Tune  ou 
l'autre  condition  est  satisfaite.  On  a,  dans  le  premier  cas  : 

d'où  Ion  déduit  : 

««.+  ,  <  /f«m.       Om  4-2  <  ku  (fc««)  OU  k^U^,   ...  U^^p  <  /fPU«,   ... 

Donc,  à  partir  du  rang  m,  les  termes  de  la  série  proposée  sont 
moindres  que  les  termes  correspondants  de  la  série  ku„t  +  k*Um  +  . . . 
4-  km^  -H  ...  qui  est  manifestement  une  progression  géométrique 

convergente  ayant  pour  somme     _^  y  (puisque  k  <  i).  Donc  la 

série  \um  converge  d'après  le  théorème  I  du  n®  859. 

Dans  le  second  cas,  par  contre,  on  a  tt,,,^.,  >  «m,  «,«41  >  «m+i  »  •  •  •  î 

(•)  D'Alembert  a  fait  usage  du  premier  critère  dans  ses  Réflexions  sur 
les  suites  divergentes  ou  convergentes ^  apud  Opuscules  mathématiques,  t.  V, 
Paris,  1768,  p.  171  et  suîv. 
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donc  les  termes  de  la  série  vont  en  augmeniant  ;  le  terme  général 
ne  peut  pas  tendre  vers  o  ;  la  série  est  divergente  (857). 

863.  Critère  de  Gauohy.  —  i""  Lorsqu'à  partir  dune  certaine 
'•ocJâurde  n,  P expression  ^/^  resle  inférieure  à  un  nombre  fixe  /c, 
pUis  petit  que  i,  la  série  est  convergente. 

a"  Lorsqu*à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n  ,   Texpression 

V»«  ^^^^^  supérieure  à  i,  la  série  est  divergente. 

En  effet  :  i*  L'inégalité  t/^^  <  A"  montre  que  u»  <  A".  Donc, 
>^ans  le  premier  cas,  les  termes  de  la  série  proposée  sont,  k  partir 
-d*\in  certain  rang,  inféraeurs  aux  termes  correspoodantA  de  la  pro« 
.gression  géométrique  convergente  /r  +  /:'-+-  ...  —  a**  Si  Ton  a, 

par  contre,   V~  >.  i,  quelque  grand  que  soit  n,  on  en  déduit 
41a  >  I  ;  le  terme  général  ne  tend  pas  vers  o  ;  la  série  est  divergente. 

864.  Cas  où  la  quantité  ^^-  cm  /V;^  admet  une  limite  — 
L  ntilisation  des  critères  de  d'Alembert  et  Cauchy  est  parûculière- 
ment    simple  dans    le  cas  où   le   rapport  -^^  ou  l'expression 

1^^  admet  une  limite  lorsque  l'indice  n  croit  indéfiaiaient.  On 

voit^  en  effet,  (en  raisonnant  comme  au  n'  859,  Remarque)  que  : 

Si  —^  ou  bien  [/~  admet  une  limite  inférieure  à  i,  la  série 

est  convergente.  Si  ^^-  ou  y  «^  admet  une  limite  supérieure  à  i, 

Ua  série  est  divergente. 

Remarque  l.  —  Dans  le  cas  où    la  quantité  -^*  ou  yAf„  ad- 

'met  une  limite  égale  à    i,  nous  ne  pouvons    pas  utiliser  dircc- 
temeni  les  critères  de  d'Alembert  ou   Cauchy.  Nous  ne  ssnons 

.pas,  en  effet,  si,  lorsque  n  croît  indéfiniment,  la  quantité  --"^* 

OU  ^ûjl  se  rapproche  de  i  en  restant  supérieure  ou  en  restant  infé- 
fieure  à  i  (*). 

(»)  n  pourrait  arriver  aussi  que  -^^^  ^^  V  "•*  ***^*  ^"  tendant  vc»  i, 
lût  tantôt  inférieur,  tantôt  supérieur  à  t,  suivant  la  valeur  de  n. 
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Remarque  II.  —  On  peut  dëmontrer  que  si  les  quantités  ^^^^ 

^  i/^  ont  tontes  deux  des  iimilas  pour  a  ioGol,  les  deux  lûaMies 
sont  nécessairement  égales. 


865.  Applioation  des  orftères  de  B'Aleuibert  et  Ganohy.  - 

— — -  OÙ  iv  est  un  jiocnhre  positif.  Cette 

série  n'eift  ««tre  qpM  èa  sfirie  {xi)  du  a*  651  ^ui,  nous  Tavou 
<Kt,  représente^,  «i  toutefois  die  est  conTei^aAs.  Or,  le  critère 
de  d'Alembert  mous  montre  immédiatement  cp'eUe  est,  en  effet, 
convergente,  car  nous  avons  : 

«^4^  —s , ç.   donc        '  '- — 


quelle  que  soit  la  valeur  de  x,  ce  rapport  tend  vers  la  limite  o, 
donc  vers  une  limite  inférieure  à  i,  lorsque  7i  crott  indéfiniment. 
Donc  la  série  est  convergente  quel  que  soit  x, 

-;;.    Nous  avons  powr 

cette  eérie  " /— ^a^  ^.  Nous  an  concluons  <|iie  la  aéris  sera  sûrement 

convergente  si  x  <  a. 

On  pourrait  facilement  multiplier  ces  «xemples.  Cependant  les 
entres  de  d'Alembert  et  de  Cauchy  ne  sont  pas,  loin  de  li,  tou- 
jours applicables.  On  a  donc  proposé  et  trouvé  en  effet  beaucoup 
d'autres  critères  qui  permettent  de  s'assurer  de  la  convergence  ou 
divergence  de  divers  types  de  séries.  Nous  renvoyons,  pour  l'étude 
de  ces  critères,  aux  traités  spéciaux  d'algèbre. 

866.  Calcul  de  la  somme  d'une  série.  —  Reconnaître,  à  Tins* 
{)ection  des  termes  d'une  série,  u^  -+-  u^  +  .  4-  u,^  4-  ...  si  celte 
série  est  ou  non  convergente,  c'est  là  évidemment  le  premier  pro- 
blème qui  se  pose,  mais  ce  n'est  qu'un  problème  préliminaire.  Il 
faudrait,  pour  bien  faire,  savoir  calculer  la  somme  de  la  série  dans 
le  cas  où  elle  est  convergente.  Mais  csl-cc  là  une  opération  pos- 
sible ? 

Il  y  a  évidemment  deux  cas  à  distinguer.  Si  la  somme  (inconnue) 
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de  la  série  est  un  nombre  transcendant,  nous  ne  pouvons  pas  en 
calculer  une  valeur  exacte  ;  en  caractérisant  ce  nombre  comme 
«  somme  de  1»  série  »,  nous  le  définissons  autant  qu'il  est  eu  notre 
pouvoir  ;  il  n'y  a  pas  à  chercher  plus  loin. 

Si,  par  contre,  la  somme  de  la  série  n'est  pas  un  nombre  trans- 
cendant, il  y  a  lieu  d'en  chercher  la  valeur  exacte  sous  forme 
d'une  expression  arithmétique  simple  {*).  Malheureusement,  il 
n'existe  aucune  règle  générale  qui  permette  d'atteindre  mécanique- 
ment ce  but.  La  sommation  des  séries  est  d'ordinaire  un  problème 
fort  difficile  et  qui  ne  peut  dtre  résolu  que  par  des  artifices  dé- 
tournés. Nous  ne  nous  tn  occuperons  donc  pas  dans  cet  ouvrage^ 


3.  —  Séries  à  termes  quelconques. 
867.  Séries  absolument  convergentes.  —  Soit  : 

(0  Ui  -h  «i  -h   ...   -h  Un  -^  ... 

une  série  ou  somme  de  nombres,  non  plus  tous  réels  positifs,  mais 
relatifs  ou  imaginaires. 

Toutes  les  définitions  et  remarques  des  n^*  855-858  valent  pour 
cette  série  ;  par  contre,  nous  ne  pouvons  lui  appliquer  directement 
les  règles  des  n*"'  859  et  suivants. 

Pour  étudier  la  convergence  d'une  série  à  termes  quelconques, 
nous  commencerons  par  considérer  la  série  à  termes  positifs  : 

dont  les  termes  sont  respectivement  les  modules  des  termes  de  la 

(*)  Exemple,  —  La  série  z.,^f„   .    .>,doDt  la  somme  peut  être  calculée 

par  l'artifice  suivant  :  On  remarque  que î — r  =  -  — .  — ; — ,  On  e» 

^      ^      n^n  -ri)       n       n  -\-  i 

conclut  que  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  a  pour  valeur 

-  =  ('-;)  +  a-î)  +  -  +  U-r:FT) 

somme  qui  se  réduit  à  r  —  ,  .  Ainsi  lorsque  n  augmente  indéfini- 
ment, ««  admet  pour  limite  le  nombre  i  qui  est,  par  conséquent^  la  sommer 
de  la  série. 
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série  (i)  :  cette  série  sera  appelée  série  des  modules  correspondant 
à  la  série  (i). 

Désignons  par  s„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (i), 
par  (7,t.la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  des  modules  et 
pa?  /*n,  p„  les  restes  correspondants  des  deux  séries  (cf.  856).  Le 
module  d'une  somme  quelconque  est  inférieur  ou  égal  à  la 
somme  des  modules  de  ses  termes  (756)  ;  en  conséquence,  quel 
que  soit  le  nombre  n  et  quelque  grand  que  soit  m,  on  a  : 

l«n+l   -+-  Un+î  H-   .•  +  tt/i+ml  <  |«n+i|   4-   |u«^,|  -h   ..   -f-jUn+wl 

Si,  laissant  n  fixe,  nous  faisons  augmenter  m  indéfiniment,  cette 
inégalité  subsiste  et  devient  |r„|  <  p„. 

J'en  conclus  que  si  la  série  des  modules  est  convergente j  la  série 
proposée  est  aussi  convergente.  En  ce  cas,  en  effet,  p»  tend  vers  o 
lorsque  le  nombre  n  devient  infiniment  grand  (856)  et  il  en  est, 
par  conséquent,  de  même  de  lr„|,  donc  (*)  de  ;\. 

Une  série  (i)  à  laquelle  correspond  une  série  des  modules  con- 
vergente sera  dite  «  série  absolument  convergente  ». 

Exemple.  —  La  série  i  -f-  a?  -h h  ...  H H-  •••  eslab- 

solumcnt  convergente  quel  que  soit  x,  car  la  série  des  modules 

ar  " 
i-h    ...  -f-  YY~n  -+-  ••  ^s'  convergente  d'après  le  n®  865. 


868.  Séries  semi-convergentes.  —  Séries  alternées.  —  Il 
est  clair  qu'on  ne  saurait  conclure  des  remarques  et  définitions  qui 
précèdent  que  toute  série  convergente  est  absolument  conver- 
gente. Il  existe  des  séries  convergentes  qui  ne  sont  pas  absolument 
convergentes  :  on  dit  qu'elles  sont  semi-convergentes. 

Les  exemples  les  plus  simples  de  séries  semi-convergentes  sont 
fournis  par  les  séries  h  termes  réels,  alternativement  positifs  et  né- 
gatifs, auxquelles  correspondent  des  séries  des  modules  diver- 
gentes. 

On  démontre  en  effet  le  théorème  suivant  ;  Toute  série  dont  les 
termes  sont  réels,  ont  des  valeurs  absolues  qui  vont  en  décroissant 

(0  Uno  quantité  (réelle  ou  imaginaire)  dont  le  module  est  nul  ne  peut 
être  que  o. 
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^t  êendent  ver$  zér»^  st  iont  aliernalivemefd  positifs  et  négaû/s  (*) 
«f(  une  série  convergente, 

Los  séries  de  ce  type  sont  appelées  séries  <xùemie9.  Elles  ont 
M  àixOUm  {MUT  Leibck  et  les  BernonUi  ('). 

On  ¥oit  igimédifttement  en  appliquant  le  théorème  que  nous 
^venons  d'énoncer  qu*ane  série  alternée  peut  être  scmî-converpontc. 

Ainsi  la  série  i  —  0  +  3  —  £  *-*  "^^  convergente  dapcès  noire 

théorème.  Or  la  série  cies  modules  oonespondants»  i  -^  r  +  5  •- 
est  la  série  harmonique,  qui  est  divergente  (S57j. 

l*)  Une  telle  série  alternée  est  do  la  forme 

»4  —  »i  +  »«  —  n  +  «^.  •-• 

les  aomhwm  Pt,  Pm  •-  étant  tous  fMsîiils,  allft»t  «nidrfomsBaiit  et  toMdnnt 
yers  o. 
Appelant  «»  la  somme  des  n  premiers  termes,  nous  aurons 

*,  =  »4,      *j  =  *j  —  (i;,  —  »,);         «,  =  «3  —  {»,  —  ip^) ;  elc.  ; 

donc  êi  >  «Si  «s  >  «a,  etc.,  car  les  quantités  [ws  —  »»«),  {v^  —  C;),  ...  sont 
to«aes  positives,  puisque  chaque  terme  de  la  autCe  v»,  Vi,  •.,  est  supposé 
moindre  que  le  précédent  ;  pareillement,  on  a 

'i  =  »2.  *4  =  »i  +  f.H  —    «s).  «6  =  «i   +   («S  —  "5)  ;   — 

OÙ  v^  —  »j  >  o,  v^  —  oj  >  o,  etc.;  donc  92  <  s;,  êi  <  B«|  etc.  D'ailleurs, 
quel  que  soit  l'entier  m,  on  a 

{précédé  du  signe  +  puisque  Le  rang  2m  +  i  du  terme  oensidéré  est 
impair],  donc  «sm+i  >  «2m«  Nous  pourrons  donc  écrire 

*t  <*4  <  *«   <  —    <  **-.   <  'â-M-1    <  ..•  <  ^7  <  'B  <  *•  <  «!• 

Cette  cascade  d'inégalités  a  lieu  quel  que  soit  l'entier  m.  Or,  loTsquc  m 
devient  infiniment  grand,  la  différence  «i«4.i  —  «im  (qui  est  Pi^^i)  icnd 
par  hypothèse  vers  o.  J'en  conclus  que  la  suite  des  nombres  pcsiiifs 
croissants  «$,  Su  Ssi  •••  et  la  suite  des  nombres  positifs  dccroissaiils 
an  «Si  Si,  ...  tendent  nécessairem^^nt  vers  une  cêriaine  UmiU  commune  l 
qui  est  comprise  entre  «s m  et  s^^+i  quelque  grand  que  soit  l'indice  m. 
Cette  limite  (limite  do  la  somme  St,^  ou  8i„^^  pour  m  infiniment  grand) 
est  la  somme  de  la  série  proposée. 

(')  Leibiuz  écrit  à  Jean  Bernoulli  {Maihem.  Wtrke,  III,  p.  ip/S)  t 
«  Ipse,  ubi  animum  attenderis,  facile  animadvertas  omnem  valorem  per 
sericm  [toute  somme  de  série]  esse  advergentcm  [convergente],  per  con- 
eequcns  finîlum,  cum  partes  serîci  continue  dccrcsccntcs  sunt,  ahtirna- 
tionis  affirmative  et  negaiiva?.  » 
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B6a  OpAratioBS  mur  les  sériw.  —  L*âdditioii  et  la  mxiIttFli- 
cation  de  deux  séries  peuvent  être  «ficctaées  iToprës  les  tli^orèixies 
suivants,  faciles  à  démontrer  : 

Etant  données  deux  séries  convergentes  quelconques  Ui  -f-  u^  -h  . .  e/ 
V,  -+-  v,  -f. . . . ,  ayant  respectivement  pour  sommes  les  nombres  set  s', 
lasérie  (Uj-f-t^i)  -+•  {a^^vt)  -\-.+  (n^  -^Vn)  -h --  ^st  convergente  et 
a  pour  somme  s  ^s\ 

Etant  données  deux  séries  absolument  convergentes  a,  -f-  u,  -h.  .  ef 
Vi  H-  Uj. .  ayant  pour  sommes  s  eis\  la  série 

<3)  u,v,  -^  (a,V8  H-  v^H,)  -+-  (n,V3-H  w«v,-huaw,)  -+-.. 

est  absolument  convergente  et  a  pour  somme  le  produit  ss\  La  série 
(3)  est  obtenue  en  multipliant  terme  à  terme  les  deux  séries  don- 
nées, et  groupant  dans  une  même  parenthèse  ceux  des  produits 
obtenus  dont  les  facteura  ontdes  indices  ayant  même  somme.  Ainsi, 
parmi  loostesproénils  a^v,  d'un  terme  de  la  première  série  par  un 
terme  de  la  seconde,  il  y  en  a  un  et  un  se\\\  pour  lequel  les  în- 
dtœs p  «A  t]r  ont  pour  somme  2  :  c'est  Uiv,.  Il  y  en  a  deux,  Uir^  et 
v^a%  pour  lesquels  p  +  ^  =  3 .  Et  ainsi  de  suite. 

870.  Domaine  deSconvergenoe  d'une  série  à  termes  v^a-- 
riables.  —  Dans  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  x,  on 
considère  des  séries  dont  les  termes  contiennent  x  (sont  eux- 
mêmes  des  fonctions  do  x).  Il  est  clair  qu'une  série  dont  les 
ternes  varient  avec  x  peut  être  convergente  pour  certaines  va- 
leurs de  X  et  divergente  pour  d'autres  (cf.  855).  La  première  ques- 
tion qui  «e  poteau  sujet  d'une  tefle  série  est  donc  la  suivanlc  : 
Quelles  sont  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la  série  converge  ? 
L'ensemble  de  ces  vale^irs  constitue,  dit-on,  le  a  domaine  de  con  - 
vergence  de  la  série  d  . 

Si  la  série  représente  une  fonction  de  variable  réelle,  son  do- 
maine de  convergence  se  composera  d'un  ou  de  plusieurs  inter- 
valles (vo/rchap.  II).  Si  la  série  représente  une  fonction  imagi- 
naire, son  domaine  de  convergence,  ou  de  convergence  absolue,  se 
composera  en  général  d'une  ou  de  plusieurs  régions  du  plan  où 
se  meut  le  point  représentatif  de  x  [voir  chap.  V,  §  ^^J.  En  parti- 
culier, dans  le  cas  de  la  série  de  Tavlur,  qui  est  la  pins  simple  des 
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séiics  à  termes  variables,  et  que  nous  allons  définir,  le  domaine  de 
convergence  est  un  cercle  (n**  876). 


4.  —  La  séiis  de  Taylor.  —  Séries  de  puissances 
de  plusieurs  variables. 

871.  —  On  appelle  série  de  Taylor  (à  une  variable  x)  une  série 
dont  les  termes  sont  des  puissances  entières  positives  de  (a: —  x^ 
aflectées  de  coefficients  constants,  —  soit  la  série 

(i)      a^+a^  (x  —  Xo)  -^  Oj  (x  —  x^Y  -h..  H-  a„  (x  —  x^Y  -+-..., 

les  nombres  a^,  ai . . .  appelés,  coefficients  de  la  série,  étant,  de  même 
que  Xq,  supposés  indépendants  de  x  et  connus.  On  dit  que  la  sé- 
rie (  i)  procède  suivant  les  puissances  dex  —  Xq.  Les  diverses  séries, 
considérées  par  Newton,  que  nous  avons  signalées  au  S  /  étaient  des 
séries  de  Taylor  ;  pour  la  plupart  d'entre  elles,  d'ailleurs,  lenombre 
Xq  était  nul  en  sorte  que  les  séries  procédaient  suivant  les  puis- 
sances de  X.  La  forme  des  coefficients  de  la  série  (i)  —  que  nous 
indiquerons  au  n^  874  —  a  été  déterminée  au  commencement  du 
xYia**  siècle  par  Brook  Taylor  (*),  secrétaire  de  la  Société  Royale 
de  Londres  :  d'où  le  nom  de  «  série  de  Taylor  (•)  ». 

872.  —  Les  questions  qui  se  posent  au  sujet  de  la  série  (i)8ont 
les  suivantes  : 

1°  Une  série  de  la  forme  (i),  convergente  pour  certaines  valeurs 
de  X,  représente- l-elle  une  fonction  de  x? 

2*  Etant  donnée  une  fonction  connue  f  (x),  est-il  possible  de  re- 
présenter  cette  Jonction,  pour  certaines  valeurs  de  x,  par  une  série 


(*)  Methodus  incrementorum  direcia  et  itufersa,  Auctore  Brook  Taylor, 
L.  L,  D,j  etc.i  Régies  Societatis  Seirelurio,  Londres,  171 5  (B.  Nat.,  v.  6645, 
p.  21  et  suiv.). 

(*)  Jean  Bernoulli  avait  déjà  indiqué  des  formules  analogues  à  celle 
de  Taylor.  Voir  sur  l'histoire  de  la  série  de  Taylor  un  article  de 
pRiNGSHEiM,  Zur  Geschlchiê  des  Taylorschen  Lehrsatzes  ap.  Bibliotheca 
Mathemaiica^  Stockholm,  1900. 


Digitized  byLjOOQlC 


LA    SÉRIE    DE    TAYLOR  253 

de  la  forme  (i)  ?  Est-il  possible,  en  cT  autres  termes,  cT  assigner  aux 
coefficients  a^,  a^ta^,..  des  valeurs  constantes  telles  que  F  on  ait 

(a)  /  {x)  =  a/-f-  a,  {x  —  x^,)  -f-..  -f-  a»  (x  —  Xp)«  -f-.. . 

pour  certaines  valeurs  de  x  ? 

C'est  la  seconde  question  qui  occupa  tout  d*abord  les  algébristes 
du  XTiii*  siècle.  Nous  reviendrons  au  Troisième  Livre  sur  la  pre- 
mière question  et  nous  montrerons  comment  on  peut,  au  moyen 
de  séries  convergentes,  définir  une  infinité  de  fonctions  nouvelles. 


873  Développement  d*one  fonction  connue  en  série  de 
Taylor.  —  Considérons  une  fonction /(x)»  continue  au  voisinage 
de  la  valeur  Xq  et  ayant  pour  x  =  Xq  des  dérivées  de  tous  les  ordres 
(premier,  second,  troisième,  etc.).  Le  résultat  fondamental,  énoncé 
par  Taylor,  est  (aux  notations  près)  le  suivant  : 

Pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  x^,  la  fonction  f  {x)  est  égale  à 
la  somme  de  la  série 

(3)  y(x)=yiXo)H-/(Xo).(x-Xo)+-Ç^  (x-Xo)«-f-...  +./^^  (:r-a-,)'»  +  .J 

/  ^"^  («o)  désignant  la  valeur  prise  par  la  dérivée  d'ordre  n  de  f{x) 
pour  X  =  Xo,  et  n  I  représentant  le  produit  des  n  premiers  nombres 
entiers  (260). 

Nous  donnerons  plus  loin  une  démonstration  générale  ihi  résul- 
tat de  Taylor  qui  s'appliquera  aux  fonctions  réelles  ou  imaginaires, 
et  nous  verrons  comment  la  série  peut  cesser  de  converger  quand 
le  modale  \  x  —  Xq  \  devient  trop  grand.  Nous  verrons  aussi  quelles 
hypothèses  au  juste  il  est  nécessaire  de  faire  sur/(x)  pour  que  le 
résultat  de  Taylor  lui  soit  applicable.  Contentons-nous  pour  l'ins- 
tant d'indiquer  comment  on  peut  calculer  les  valeurs  des  coefii* 
cients  de  la  série  qui  a  pour  somme  /  (x) . 

Remarquons,  tout  d'abord,  que,  si  l'on  suppose  acquis  le  résul* 
tat  de  Taylor,  on  a  le  droit  de  dériver  terme  à  terme  (*)  la  série  (3). 


(^)  En  d'autres  termes  on  peut  étendre  aux  sommes  de  séries  de  Taylor 
cette  propriété  des  sommes  ordinaires  (finies):  la  dérivée  d'une  somme  de 
fonctions  est  égale  à  la  somme  des  dérivées  de  ces  fonctions  (cf.  848). 
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£a  effet,  appliquant  k  théorème,  de  Tablai  à  la  dérWée  /  (j^ 
noiis  auroDft 

/  (x)  =/ (X.) +/ tr,V  (X  -  «.) -H-f^\x  -  «J»  +  ... 

Or,  le  second  membre  est  précisémeiit  ki  série  <[ue  l'<m  ohtieBl  si 
Tott  dérive  par  lappartà  x  le^  termes  dir  seeoiid  menbra  de  (3). 

Cette  remarque  faîte,  posons  a  priori  ^conioraiéaMBt  k  la  mé- 
thode des  coef&ciaotSi  iadéleriQHiés)  : 

(4>  f{it)  =  ffo  -+-  <»i  (^  —  ^o)  -+■  ..  -h  «r„  (a;  —  xj'  +.. 

Nous  aurons  en  dérivant  par  rapport  h  x  : 

(5)  /(»)  =  «,  ^.^«^(ji  —  a^^...  -i^f»n»(ap  — «^f»-*H-".., 
(ô)         /(ar)=a:flr,  Hr  .. -+-a(/i  —  ï>a^(»  —  a?<^)*»-*-|.-.,. 

et  ainsi  do  suite. 

Cela  poséy  faisons  x'égal  à  x^^  L»  second  membre  delà  série(4) 
se  réduit  à  ao,  celui  de  la  série  (5)  se  réduit  à  a^^  celui  de  la  sécie 

(6)  à  aa,,  etc.  D'ailleurs  les  premiers  membres  prennent  les  va- 
leurs que  nous  aomnnes  coavsftos  de  désigner  par  /  {x^^./  {x^ 
f  (aîo).  Par  conséquent,  on  a 

On  retrouve  ainsi  les  valeurs  des  coefficients  a^,  ai,...doiiaéspat 
régalité  (3). 

874.  Divenee  formes  da  la  série  4e  Ts^lor.  —  Pooc  la  va.- 
leur  particulière  o  de  ac»,  la  série  de  Ta^Iora'écrit  ('}  : 

(7)       /(*)  =/(«)  H-/  Co) + ^/  («^+  ^y-»  «  +>... 

/  (^)»  /  (^)'-'-  ^ignan*lies  valears  prises  par /(x)^ /(«)»...  pour 
x  =  o. 

(*)  La  «âria  d«  Téetuim^  éente  ses»  csite  Imbc^  «si  sevmt  Mpp<i|gs 
Série  de  Mac  Laurin,  du  nom  d'un  mathématicien  anglais  qui  la  consi- 
dère dans  son  Treatise  of  fluxions,  Edinburgfa,  174a.  L'emploi  de  cette 
dénomination  n'est  toutefois  pas  à  secommander,  cas  la  séaie  dits  de 
Mac  Laukik  n'est  p«nt  quekpia  chiwe  da  dktinct^  msia  scnlnMit  «m^ 
ferma  particnlièfe  da  la  séné  da  Ta^^ijOr^ 
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SopposoBsv  d'aixlre  poifer  que  BOtis  désignions  pas  k  la  A'fli^ 
rence  3b^  —  x^  {ateroissement  «ubc  par  la  variable  x^  à  partir  de  bii 
tolear  ji^)  :  ki(  série  do  Taj^kir  pourra*  a'écrive  (')  : 

(8)        /K  +  /O  =/  W  -+-  A/  (or.)  H-  ...  ^  ^./-^  (:r,>  -^  ... 

formule  valable  pour  une  valeur  quelconque  de  x^  (pour  laquelle /^ 
et  ses  dérivéea  sont  cooiinues). 

875.  iLpplioationik  —  Daa  formules  (a)  et  (7)  des  n."  873-87^; 
nous  déduisons  immédiatement  tous  les  développamenits  en  sérias 
dont  nous  avons  parlé  au  S  /. 

Soit  par  exemple /(x)  =(l  +x)'";  nous  avons  en  ce  ca% 
/  (oj)  =  m  (i  -f-  a?)"""*,  f  (x)  =  m{m  —  i)  (i  "+-  a:)""-'  ;  d*o4 
y  (o)  =  i,f{p)  =  m,f  (o)  =  m  [m  —  i)  ;  on  déduit  immédia* 
tement  de  là  le  développement  (i)  du  n"*  839.  Soit  encore /(x)  =^ 
6'.  Les  dérivées  snceessives  de  /(x)  sont  alors  foutes  égales  à  e*. 
Donc/  (o)  =/  (o)  =/  (o)  =  ...  =  I.  De  là  résulte  le  déve-^ 
loppement  (11)  du  n''861.  On  obtient  tout  aussi  facilement  les 
développements  de  sin  x  et  cos  x. 

876.  Domaine  de  oonTergenott.  —  Comme  nous  l'avons  an- 
noncé (870),  le  domains  de  convergence  absdue  d'une  série  de 
Taylor  est  un  cercle.  Considérons  en  effet  une  série  (i)  que  nous 
supposons  absolument  convergente  pour  les  valeurs  de  x  voisines 
ÛB  x^  (893).  Nom  supposons,  en  d^aïf  très  teniM»,  qnsi  k  sésie  (') 

Kl  -f-  Kl  •  l«  —  aPol  -+- ...  +  Kl  •  fcf  —  aibî*-^  — 

est  convergente.  Soit  alors  r  le  plus  grand  nombre  pMliif  tel  qim 
la  série  des  modules  soît  coovergenls  lorsque  \x —  x%[  <  r.  Nous 
voyons  que  la  série  (i)  sera  absolument  convergente  pour  foutes 
les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  cette  même  inégalité^  c'est-à-dire 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  reinrésenfeées  géisKnéCriqiiemcnt  par 

(*>  Oa  écrit  ssuTMtt  cette  fovmtilo  en  reaspli^ant  lâ.  léftie  t^  affeetffe 
îTia  indlicft  par  la  sliapfe  Irttre  x. 

(*)  J'écris  la  téth  4m  modEaks  •ttTtwarrpnut  ^^d'iifrès  la  proprillèi 
énoncées  au no 766,  on  a fa.(x — «oM  =  l«"l»  [!*-"*•  Il"  ^l^^M*""^»!^" 


zedby  Google 


a56  EXTENSIOXS    DE    i/aLGKDIIE    :    LES    Di£VELOPPEME?rTS    EN    SERIES 

les  poinls  intérieurs  (')  aa  cercle  de  rayon  r  ayant  pour  centre  le 
point  ûîo.  Ce  cercle  est  appelé  cercle  de  convergence  de  la  série  (i)  ; 
le  nombre  r  est  le  rayon  de  convergence.  Le  rayon  de  convergence 
pourrait  d'ailleurs  être  infiniment  grand  :  en  ce  cas,  la  série  (i) 
convergerait  pour. toute  valeur  de  x, 

877.  Forme  du  reste  de  la  série  de  Taylor.  —  Supposons 
que  la  fonctiony^a;)  soit  réelle  pour  les  valeurs  réelles  de  x  voi- 
sines de  Xq,  Il  existe  des  méthodes  simples  permettant  d'obtenir 
le  développement  (3)  pour  x  réel  et  de  trouver  une  forme  du 
reste  R„  de  la  série  limitée  à  n  -t-  i  termes. 

En  supposant  qucy][x)  soit  continue  et  ait  des  dérivées  de  tous 
ordres,  on  démontre  (*)  que  Ton  a  (pour  x  voisin  de  x^  : 

(9)  /(^)  =/(^o)  -^ip- ^o)fM  -^-  •.• 

x^  étant  une  valeur  de  x  (que  nous  ne  pouvons  pas  calculer  exac- 
tement, comparer  n**  420)  comprise  entre  x^  et  x.  En  d'autres 
termes,  on  peut  poser 


(ii-f-  1)  !     ^         ^  '^ 


(^)  Ea  oflotf  géométriquement,  le  module  \  x  —  Xq\  est  la  distance  des 
points  représentatifs  de  a;  et  a;o  :  pour  les  points  intérieurs  au  cercle  con* 
sidéré  cette  distanceest  inférieure  à  r. 

(*)  Pour  le  démontrer,  on  considère  xq  et  x  comme  fixeà  et  on  forme 
la  fonction  de  y  : 

¥ly)  =  f[x)  -  f^)  -  (x  -  y)fij)    ..  -  i±:=JLr  finyj)  -  A(x  -  jr)-« 

OÙ 

J[X)   ^J[X,)   -    (X   ~  Xo)/(Xo)    .    .    -  ^^  "J'^^J^^^,) 

^"-  (x-xo)"-' 

On  voit  immédiatement  que  cette  fond  ion  de  y  s'annule  pour  y  s=  a;^  et 
y  ssx.  On  en  conclut  (cf.  420)  que  sa  déiivce  F'  {y)  est  sûrement  égale  à  o 
pour  une  valeur  x^  de  y  comprise  entre  2*0  et  x.  Calculant  cette  dérivées 
et  écrivant  que  F'(irJ  =  o«  on  obtient  la  formule  (9). 
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878.  Série  de  puissances  de  deux  variables.  —  On  appelle 
ainsi  une  série  de  la  forme 

«ot  -^  «10  3;  H-  ûo.  y  -^  («10  ^*  ^-  «M  ^y  H-  «oî  r^)  -+-  ••• 

oti,  plus  généralement, 

(10)  Ooo  4-  a,o  t  JT  —  Xo)  -h  ri.i  (j  -  y^)  -4- 

-^  [«10  (^  —  ^y  -^-  «11  (^  —  '0)  (y  —  ro)  -^-  û^ct  (y  —  Vo)']  -h  ... 

-f-  Kio  (JT  --  xj'»  -h  ...  a^n  O'  —  J"]  -h  ... 

dont  les  termes  sont  des  puissances  de  (x  —  x^)  et  (y  —  y^)  [voir 
291]  rangées  par  ordre  de  degrés  croissants  :  nous  groupons  dans 
un  môme  crochet  tous  les  termes  qui  sont  du  même  degré  par 
rapport  à  {x  —  x,)  et  à  (y  —  y^),  et  nous  désignons  les  coefficients 
par  des  lettres  affectées  de  doubles  indices  (comme  il  a  été  explique 
au  n'  364). 

On  pourra  faire  des  séries  de  la  forme  (lo)  une  étude  analogue 
à  celle  que  Ton  a  faite  des  séries  de  la  forme  (i). 

Cette  étude  faite,  on  pourra  former  une  série  de  puissances  de 
plusieurs  variables  qui  ait  pour  somme  une  fonction  donnée  (con- 
tinue et  ayant  des  dérivées  partielles  continue.**)  de  ces  variables. 
Ainsi,  soit  J{x,y)  une  telle  fonction,  considérée  au  voisinage  des 
valeurs  Xo  et  y^  de  x  et  j.  Désignons  par/,  (r^^y^),  f^  (^.)7o)î 

fr-{x,.y.)./'.y{x^.yo)J\/{JCo>yo)""jM^^  K»  Jo)'  etc.  les  valeurs 
prises  par  les  dérivées  partielles  des  divers  ordres  de  /  (j',  y) 
lorsque  l'on  y  donne  à  x  et  à  y  les  \H!eurs  Xq  et  y^.  On  démontre 
que 

(II)  /(x j)  =f{xoJo)  - <  -  [(^  —  ^o)-  /-  (^0-  Jo)  -^  (y  —  Vo)  /;  (or„y,)] 

-f  [(x— a-,)»  /V(^f»jo)  H^-^-i^Ky-y^  /'y(^o»:'o)-Hfj--j'o;w  (-^'o-jo)]  - 

Le  second  membre  de  celte  série  est  appelé  série  de  Taylor  à 
deux  variables. 

870.  —  Sans  étudier  en  détail  la  série  (ii),  indiquons  com- 
ment on  pourra  l'obtenir  par  un  procédé  simple.  ^ 

Appelant  k  un^  nombre  constant,  convenons  de  donner  à  y 
{x  étcnt  quelconque)  la  valeur  y,  ï- h  (^ — x^)  et  posons 
X  —  Xo  —  ^  d'où  y  —  }'o  " 'f^-   Alors /(x,   y)    devient,  pour  x 

BouTBOUx.  —  Les  Principe»  tic  IWnal^se  inalhémalicjue.  II  J7 


zedby  Google 


^58  EVTENSIONS  DE  l' ALGÈBRE  :  LES  DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIES 

OU  y  variable,  une  fonction  composée  de  la  variable  unique  /,  soit 
J[x,  y)  =  <f  (0»  «t  la  formule  (7)  du  n**  874  donne 

(12)    f^x.y)  =  ?  (0  =  ?  (o)  +  ii  (o)  +  '^  ç'  (o)  +  ...  i"  o(«)(o)...  : 

mais  nous  avons  (p  (o];  z=J[xo,  yo)  puisque,  pour  /  =  0,  x  et  y  ont 
les  valeurs  x^^  y^.  D'autre  part  (d*aprës  le  n®  443)  : 

^  ^*^  —  àxdt  ^  ày  dt  • 

c'est-à  dire  9'  (/)  =/.  -h/,,  /r,  puisque  ^^  =  i,   ;^  =  /:.   D  où, 

pour  /  =  o,  X  =  x^j,  y  =  y^  : 

?'  (o)  =  /-  {x,,  y,)  >+-/,  (xo.  Jo).  /^. 

On  trouvera  de  même 

/  (0  =/V  -h2f,,k  -h/V  ^*.  d'où 
?*  (o)  -=  /V  (a:o.  y)  H-  2  /,,  (Xo,  ;)')  A-  4-/^2  (^o,  Jo)  ^*'.  «te. 

Donc  la  formule  (13)  donne 

/(^,  y)  =/(^o.  Vo)  ^  [^  /.  (Xo.  V.)  ^  A-/./,  (x,.  y,)]  + 

Remplaçait  dans  cette  formule  /  et  kl  par  leurs  valeurs  x  —  Xo, 
y  —  jo»  ïio^s  obtenons  le  développement  (i  i). 

880.  —  On  obtiendra  d'une  manière  analogue  un  développe- 
ment en  série  d'une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 
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881.  —  Dans  les  deux  livres  qui  précèdent,  nous  avons  cher- 
ché à  résumer  aussi  objectivement  que  possible  les  diverses  théo- 
ries qui,  depuis  l'époque  grecque  jusqu'au  commencement  du 
iix**  siècle,  sont  venues  se  ranger  à  côté  les  unes  des  autres  pour 
former  l'édifice  de  la  science  moderne.  Nous  ne  nous  sommes  guère 
écartés  du  point  de  vue  historique  sinon  pour  modifier  légère- 
ment Tordre  dans  lequel  certaines  théories  se  sont  succédé  ;  c'est 
ainsi  que  nous  en  avons  réservé  quelques-unes  (par  exemple, 
ie  calcul  des  infiniment  petits  dont  il  va  seulement  être  question 
au  chapitre  II  du  présent  livre)  ;  parfois,  au  contraire,  nous  avons 
anticipé  sur  les  temps  et  énoncé  à  l'avance  certaines  propositions 
qui  n'ont  été  obtenues  qu'à  l'époque  contemporaine  ;  mais  ces 
anachronismes  sont  restés  peu  nombreux  et  ont  porté  sur  tlc-^ 
points  d'importance  secondaire. 

Le  moment  est  venu,  croyons-nous,  d'interrompre  un  instant 
l'exposé  objectif  et  historique  des  théories  afin  de  préciser  et  de 
justifier,  à  la  lumière  des  deux  livres  déjà  terminés,  le  plan  gé- 
néral de  notre  étude.  Nous  avons  désormais  assez  de  recul  pour 
dégager  les  grandes  lignes  de  l'œuvre  accomplie  parles  mathéma- 
ticiens anciens  et  modernes,  et  nous  nous  mettrons  ainsi  en  mesure 
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d'apprécier,  en  toute  connaissance  de  cause,  la  significalion  et  Im 
portée  des  chapitres  qui  termineront  cet  ouvrage. 

882.  —  En  suivant  le  développement  de  la  science  depuis  Tan- 
tique  théorie  des  nombres  jusqu'aux  extensions  les  plus  hardies  do 
l'algèbre  moderne,  nous  avons  vu  à  l'œuvre  successivement  deuv 
méthodes,  deux  tendances  bien  diiTérentes. 

Le  savant  se  borne  d'abord  à  constater.  Il  regarde  autour  de  lui, 
non  point,  —  pourrions-nous  dire  dans  le  langage  à  demi  mystique 
des  philosophes  anciens  —  avec  ses  yeux,  dont  la  vue  c^l  gros- 
sière et  limitée  aux  objets  sensibles,  mais  avec  cette  faculté  de  vi- 
sion intellecluell'e  que  possède  l'entendement,  et  qui,  bien  qu'af- 
faiblie chez  l'homme  par  la  présence  du  corps,  lui  permet  néan- 
moins d'appréhender  les  vérités  mathématiques  essentielles. 
Ainsi  sont  perçues  les  propriétés  harmonieuses  du  monde  des 
nombres  et  du  monde  des  figures,  celles  aussi  des  grandeurs  me- 
surables, chez  lesquelles  s'opère  la  synthèse  de  la  quantité  et  de  la 
figure,  la  réunion  de  l'arithmétique  et  de  la  géométrie. 

Avec  la  diffusion  de  l'algèbre,  cependant,  une  révolution  s'ac- 
complit. De  contemplative  qu'elle  était,  la  science  se  fait  cons- 
tructrice. 11  en  résulte  une  méthode  et  un  point  de  vue  entièrement 
nouveaux. 

Composer,  à  partir  d'éléments  simples,  des  assemblages  de  p!us 
en  plus  complexes  et  bâtir  ainsi  de  toutes  pièces,  par   .sa  propre 
industrie,  l'édifice  de  la  science,  telle  apparaît  désormais  la  lâche 
du  mathématicien.  La  faculté  créatrice  du  savant  se  trouve  à  tel 
point  exaltée,  dans  cette  période  nouvelle,  que,  de  moyen  qu'elle 
était,  elle  se  transforme  bientôt  en  but.  Laissant  aux  physiciens 
le  soin  d'interpréter  et  d'utiliser  ses  théories,  le  matbén:aticien  de 
l'école  algébriste  attache  moins  de  prix  aux  théories  ronstruiles 
et  aux  résultats  acquis  qu'à  la  méthode  par  laquelle  il  y   j  arvient. 
Son  but  principal  n'est  pas  de  connaître  des  faits  'nouveaux,  mais 
d'accroître  sa  puissance  créatrice  et  ses  ressources  de  construc- 
teur en  perfectionnant  de  plus  en  plus  ses  procédés.  La   science, 
autrement  dit,  l'intéresse  en  tant  que  méthode,  non  pins  en  tant 
que  recueil  de  vérités  objectives. 

883.    —  Kn   caractérisant   ainsi  les  deux  tendances    qui    ont 
successivement   prédomine    dans   la    science    mathcmnlîquc,   on 
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-doit  cependanl  observer  qu'elles  ne  s'excluent  pas  l'une  Taulre. 
L'activité  du  savant  a  toujours  des  aspects  multiples  et,  en  la  sché- 
matisant comnii  nous  l'avons  fait,  nous  la  déformons  nécessal- 
remont.  Ainsi  la  f.éométrie  grecque,  qui  est  originairement  con- 
templative, prenJ  néanmoins  avec  l'école  d'EucHde  la  forme  d'une 
construction  lojique.  De  mêm3  la  notion  de  grandeur  irration- 
nelle, quelqu'inluitive  qu'elle  soit  —  puisqu'elle  se  confond  avec 
la  notion  de  segment  de  droite,  et  c'est  pour  cela  qu'elle  a  pris 
place  dans  notre  Livre  Premier,  —  doit,  pour  être  utilisable, 
-être  construite  de  toutes  pièces  (ou  reconstruite,  si  l'on  préfère) 
à  partir  des  nombres  entiers.  En  algèbre,  par  contre,  tout  n'est 
}.as  construit.  La  synthèse  algébrique  suppose  certaines  notions 
premières,  —  continuité,  croissance,  tangente  à  une  courbe, 
aire,  etc.  —  qu'il  faut  définir,  interpréter,  et  étudier  objectivement 
avant  de  s'en  servir.  Et  l'attitude  scrutatrice  du  savant  à  l'égard  de 
certains  composés  algébriques,  telles  que  les  équations  de  degré 
3,/i,  ou  5,  —  très  simples  par  leur  structure,  mais  dont  les  propriétés 
sont  mystérieuses  et  enveloppées,  —  rappelle  à  s'y  méprendre  la 
aianière  du  Pythagoricien  interrogeant  les  nombres  cardinaux. 

Ainsi,  il  est  bon  d'y  insister,  le  contraste  que  le  plan  de  cet  ou- 
vrage nous  a  fait  mettre  en  lumière  ne  doit  pas  être  regardé  comme 
absolu.  La  tâche  du  mathématicien  est,  en  réalité,  toujours  double 
«t  comprend,  à  toute  époque,  les  deux  mêmes  parties  :  i"  posi- 
tion des  principes  ou  éléments  de  la  démonstration  (définitions, 
axiomes,  etc.)  ;  2°  démonstration  logique  ou  synthèse  des  élé- 
ments. Seulement,  l'idée  maîtresse  qui  dirige  les  efforts  des  savants 
n'est  point  toujours  la  même.  Pour  le  contemplatif  c'est  le  résultat 
qui  compte  et  qui  donne  à  l'œuvre  son  unité;  les  artifices  de  la  dé- 
monstration ne  sont  que  les  travaux  d'art  sans  lesquels  nous  ne  pour- 
rions pas  franchir  les  accidents  de  terrain  parce  que  nous  ne  savons 
pas  voler;  ils  sont  la  marque  de  notre  faiblesse.  Pour  le  construc- 
teur, c'est,  au  contraire,  l'artifice  qui  est  essentiel  et  qui  atteste  notre 
puissance  :  les  résultats,  les  combinaisons  obtenues,  divergent  en 
tous  sens,  et,  comme  on  peut  les  multiplier  à  l'infini,  leur  énumé- 
ration  n'offre  pas  d'intérêt  :  l'unité  que  poursuit  la  science  ne  peut 
être  qu'une  unité  de  méthode. 

884.  —  Cependant  les  progrès  mêmes  de  la  mathématique  al- 
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gcbrique,  le  développement  considérable  qu'elle  prit  très  rapide- 
ment i  partir  de  la  fin  du  xvii^  siècle  ne  pouvaient  manquer  de 
faire  surgir  des  difficultés  et  d'amener  une  réaction.  Ln  léger  ma- 
laise, puis  des  tendances  nouvelles  se  manifestèrent,  dont  les  causes 
n'apparurent  d'abord  que  confusément,  mais  que  nous  serons,  nous, 
en  état  de  bien  comprendre,  si  nous  nous  reportons  aux  théories 
exposées  dans  les  derniers  chapitres  de  notre  Deuxième  Livre. 

En  creusant  la  conception  algébriste  des  mathématiques,  en  pé- 
nétrant aussi  avant  que  possible  dans  son  principe,  nous  sommes 
arrivés  i  peu  près  à  la  formule  suivante  :  la  mathématique  idéale 
se  réduirait  h  une  synthèse  algébrîco-logique,  celte  synthèse  se 
faisant  suivant  les  règles  du  jeu,  lesquelles  sont  arbitraires.  Or,  à 
cette  formule  les  mathématiciens  modernes,  pour  diverses  raisons, 
ne  peuvent  aucunement  souscrire. 

Il  est  bien  évident  tout  d'abord  que  le  mathématicien  ne  saurait 
construire  dans  le  vide.  Il  importe  que  ses  théories  soient  appli- 
cables à  la  géométrie  et  à  la  physique.  Or,  nous  1  avons  vu  déjà,  les 
besoins  de  ces  sciences  obligent  le  savant  à  étudier  dos  relations 
mathématiques  qui  ne  se  réduisent  pas  à  des  combinaisons  algé- 
briques. Il  y  a  plus.  \  l'intérieur  même  de  V  «  Analyse  mathéma- 
tique )\  nous  ne  pouvons  assurer  la  concordance  des  parties  entre 
elles  et  la  bonne  ordonnance  du  tout  qu'en  nous  échappant  plus  ou 
moins  du  cadre  de  l'algèbre.  Ajoutons  enfin  que  pour  hiérarchiser 
les  théories,  pour  établir  entre  elles  des  connexions  logiques,  pour 
discuter  les  hypothèses  sur  lesquelles  elles  sont  fondées  et  pour 
atteindre  les  au  delà  que  leur  étude  nous  fait  pressentir,  nous 
devons  nécessairement  faire  entrer  en  jeu  d'autres  opérations  de 
l'esprit  que  la  pure  et  simple  combinaison  logique. 

Nous  nous  y  trouvons  d'autant  plus  obligés  que  notre  faculté 
de  combinaison  triomphe  davantage.  Sentant,  en  effet,  la  possibilité 
de  construire  des  sciences  fictives  infiniment  variées  reposant  sur 
des  définitions  et  des  postulats  arbitraires,  nous  nous  trouvons  pa- 
ralysés par  l'excès  même  de  notre  puissance.  Nous  comprenons 
qu'un  choix  est  nécessaire  entre  les  innombrables  constructions  que 
nous  pouvons  réaliser.  Et  ainsi,  des  deux  phases  de  l'œuvre  du 
mathématicien  —  définitions  ou  postulats  et  démonstration, —  la 
première  prend  de  plus  en  plus  d'importance  par  rapport  à  la 
seconde. 
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885.  —  En  résumé  il  est  des  occasions  de  plus  en  plus  nom- 
breuses où  le  mathématicien  se  voit  forcé  d*appréhender  directe- 
ment des  touts  indécomposables:  son  travail  consiste  alors,  non  à 
combiner  des  éléments,  mais  à  disséquer  des  notions  et  à  discerner 
des  parties  là  où  on  n'en  aperçoit  pas  à  première  vue.  D'autre  part, 
une  faculté  générale  de  discrimination  et  de  choix  parait  intervenir 
et  jouer  un  rôle  de  plus  en  plus  grand  dans  l'organisation  des  ma- 
thématiques. Pour  exprimer  ce  double  caractère  de  la  recherche 
mathématique  moderne,  nous  trouvons  dans  la  langue  française 
un  mot  qui  a  été  souvent  employé  dans  des  sens  différents  (*), 
mais  qui  se  présente  ici  dans  sa  véritable  acception  :  le  mot 
«  analytique  w. 

Après  avoir  été  pendant  quatre  siècles  —  du  moins  après  avoir 
été  siirioiii  —  un  constructeur,  un  généralisateur,  le  savant  appa- 
raît maintenant  comme  un  analyste  ou  scrutateur.  C'est  une  vigie 
qui  cherche  à  s'orienter  dans  un  océan  inconnu  et  qui  analyse  ce 
qu'il  voit.  Aussi,  tandis  que  nous  avons  évité  jusqu'ici  d'appliquer  la 
dénomination  newtonienne  [Analyse)  a  \a.  technique  de  l'algèbre 
—  préférant  les  expressions  de  Sy?}these  ou  Combinaloire  dont  se 
servait  Leibniz,  —  nous  en  ferons  désormais  usage  en  l'interprétant 
comme  il  vient  d'être  dit. 

lu* Analyse  ainsi  comprise  est  bien  entendu  inséparable  de  l'Al- 
gèbre puisqu'en  définitive,  comme  nous  l'avons  dit,  les  théories 
mathématiques  sont  toujours  des  constructions  ;  mais  elle  ne  se 
réduit  pas  à  l'Algèbre.  Pour  reprendre,  en  le  modifiant  un  peu,  un 
mythe  célèbre  de  Platon,  nous  pouvons  comparer  Talgébriste  pur 
à  un  homme  qui,  possédant  un  colombier  garni,  multiplie  ses  pi- 
geons, puis  en  use  suivant  sa  convenance.  L'analyste,  au  contraire, 
est  un  homme  dont  le  colombier  n'est  pas  encore  peuplé  ;  avant 
d'en  jouir,  il  est  obligé  de  se  mettre  en  chasse  afin  de  découvrir  et 
de  capter  les  oiseaux  qui  lui  font  défaut. 

(')  On  sait  que,  le  plus  souvent,  les  logiciens  purs  entendent  simple- 
ment par  8  raisonnement  analytique  »  un  raisonnement  fait  suivant  les 
régies  de  la  logique  formelle. 
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886.  —  Quelles  sont  les  branches  nouvelles  de  la  science  ma- 
thématique que  la  tendance  analytique  a  fait  naître  et  se  dévelop* 
per? 

Parmi  ces  branches,  Y  Analyse  infinitésimale  est  de  beaucoup  la 
plu8  ancienne,  car  elle  a  devancé  révolution  générale  de  la  science 
ù   laquelle  nous  avons  fait  allusion  tout  à  l'heure  et  dont  nos 
contemporains  commencent  seulement  à  se  bien  rendre  compte  ; 
elle  a  même  devancé  la  construction  effcclive  de  Talgèbre  synthé- 
l bique,  qui  pourtant  représente,  à  nos  yeux,  une  phase  antérieure 
(le  la  pensée  scientifique.  Il  y  a  là  un  fait  historique  un  peu  décon- 
certant au  premier  abord,  mais  qui  n'infirme  en  rien  les  observa- 
lions  que  nous  avons  présentées  plus  haut.  Un  moment  aiguillée 
dans  le  sens  de  Tanalyse  par  les  créateurs  du  calcul  infinitésimal 
(dont  le  point  de  départ   était  la  décomposition  de   la  grandeur 
conliuue  en    parties    inlinimcnt    petites),    la  Mathématique    fait 
machine  arrière  à  la  fin  du  xvii'' siècle  parce  qu'elle  craint  de  se 
noyer  dans   les    subtilités    métaphysiques   et  de   perdre  ainsi  le 
bénéfice  de  la  rigueur  et  de  la  clarté  que  lui  a  values  jusque-là  la 
nature  de  ses  procédés.  Elle  s'aperçoit  d'ailleurs  que  les  notions 
dont  elle  a  besoin,  et  que  lui  fournit  Tri na/y^e  nouvelle,  peuvent 
iUre  obtenues  indépendamment  de  cette  Analyse  et  qu'il  est  aisé  de 
Iqs  introduire  dans  l'édifice  algébrique  sans  que  le  caractère  synthé- 
lique  de  celui-ci  soit  altéré.   Point  n'est  besoin  de  faire  intervenir 
directement  la  considération  de  l'infini.  C'est  ainsi  que,  dans  notre 
Deuxième  livre,  nous  avons].pu  exposer  le  calcul  des  dérivés  et  des 
intégrales,  la  théorie  des  tangentes  et  la  résolution  des  équation^ 
(lifTérentielles,  sans  être   obligés  de  regarder  les  grandeurs  con- 
tinues comme  des  sommes  d'infiniment  petits.  Nous  nous  sommes 
contenté  d'adjoindre,  aux  règles  de  calcul  déjà  connues,  de  nouvelles 
opérations,  de   nouveaux  types  de  constructions.  Et  nous  étions 
bien  forcés  de  nous  en  tenir  là,  car  l'algèbre  classique  (celle  dont 
nous  avons  exposé  les  principes)  ne  pouvait  sans  danger  aban- 
donner   son    point  de  vue    originel   avant   de    s'être   complétée 
et   consolidée.   Ce    n'est  qu'après    s'être  longuement    familiarisé 
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avec  le  mécanisme  du  calcul  que  le  malhématicien  peut  s'engager 
en  loute  connaissance  de  cause  dans  rétude  des  infiniment  petits 
et  comprendre  exactement  de  quelle  manière  la  grandeur  continue 
est  susceptible  d'être  analysée, 

887.  —  Quel  est  le  sens,  quelle  est  la  portée  de  celle  ana- 
lyse ? 

Nous  venons  de  dire  qu'au  xvu"  siècle  la  considération  des 
/juantités  infinitésimales  (infinimeni  peihes)  ne  s^imposait  pas  abso- 
lument. 11  continue  à  en  être  ainsi  dans  la  science  la  plus  moderne. 
Tous  les  théorèmes,  toutes  les  démonstrations,  tous  les  calculs,  où 
interviennent  de  telles  quantités,  peuvent  être  remplacés  par  des 
propositions  ou  calculs  équivalents  portant  exclusivement  sur  des 
quantités  finies  (non  inQnimenl  petites}.  De  là  à  conclure  qu'il  ne 
faut  voir  dans  la  théorie  des  infiniment  petits  qu'un  langage  con- 
venu, une  sténographie  commode,  il  n'y  a  qu'un  pas  ;  on  introduit 
des  infiniment  petits,  dira-t-on,  pour  simplifier  l'énoncé  de  cer- 
tains résultatsque  la  science  des  quantités  finies  ne  pourrait  exprimer 
sans  de  lonprues  circonlocutions. 

Cette  manière  de  présenter  les  choses  ne  serait  cependant  pas 
exacte. 

Non  seulement  l'analyse  des  grandeurs  en  infiniment  petits  est 
commode  ;  non  seulement  elle  rend  intuitives  des  propriétés  ma- 
thématiques que  l'algèbre  du  fini  n'obtient  qu'au  prix  d'artifices 
détournés  :  mais  il  semble  bien  que,  sans  elle,  l'élude  approfondie 
des  fonctions,  des  courbes,  des  surfaces,  des  mouvements,  n'aurait 
jamais  pu  cire  menée  à  bout.  C'est  qu'en  somme,  si  l'on  y  réfléchit, 
l'analyse  infinitésimale  n'est  que  l'expression  mathématique  du 
principe  même  sur  leqtiel  repose  l'explication  scientifique  de  l'uni- 
vers par  l'homme,  l'aire  des  observations,  —  ce  tjui  revient  à 
déterminer  la  tendance  de  certains  objets  et  phénomènes,  ou,  si 
l'on  ^cul,  les  modifica lions  que  ceux-ci  subissent  pendant  des  ins- 
tants infiniment  courts,  —  puis  de  ces  observations  déduire  les 
événements  qui  se  dérouleront  dans  la  suite  du  temps,  tel  est  le  but 
poursuivi  par  l'astronomie  et  par  la  physique  depuis  Newton.  Et 
il  ne  sert  h  rien  de  dire  ici  que  toutes  les  théories  physiques 
peuvent  être  construites  (à  partir  de  leurs  postulats  et  définitions) 
par  synthèse  algébrico-logique;  car  si,  une  fois   connues   les  lois 
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de  Tunivers,  la  mctliode  logique  permet,en  effet,  de  bâtir  un  monde 
idéal  à  l'image  du  monde  réel,  il  est  clair,  en  revanche,  qu'elle  ne 
nous  aide  point  ou  guère  à  découvrir  ces  lois.  En  poursuivant  ces 
remarqués,  on  est  vite  amené  à  conclure  qu'en  fait  l'analyse  new- 
lonicnne  des  grandeurs  est  indispensable  au  mathématicien.  Seu- 
lement nous  pouvons  aujourd'hui  séparer  les  éléments  essentiels  de 
cette  analyse  de  la  forme  grossière  que  lui  donnaient  certains  con- 
temporains de  Ne^^lon.  Et  si  notre  langage  rappelle  celui  des 
premiers  infmitistes,  il  a  dans  notre  bouche  une  signification  tout 
autre  que  chez  ces  savants. 

Par  exemple,  nous  ne  regardons  plus  aujourd'hui  une  ellipse 
comme  effectivement  composée  d*un  nombre  infini  de  particules 
infiniment  petites  (appelées  points).  Non  :  une  ellipse  est  un  tout 
qui  ne  comporte  pas  de  parties;  c'est  une  sorte  de  monade  leibni- 
zienne.  Cette  monade  est  grosse  des  propriétés  de  l'ellipse  ;  je  veux 
dire  que  ces  propriétés  —  alors  même  qu'elles  n'ont  pas  été  expli- 
citement formulées  (et  elles  ne  sauraient  l'être  puisqu'elles  sont  en 
nombre  infini)  —  sont  contenues  dans  la  notion  d'ellipse.  Notre 
tj\chc  consiste  alors  à  disséquer  le  tout  qui  nous  est  offert  afin  de 
faire  apparaître  les  éléments  qui  rendent  le  mieux  compte  de  l'allure 
et  des  caractères  de  la  courbe.  C'est  ainsi  que  l'analyse  ou  décom- 
position de  l'arc  en  ses  éléments  nous  conduit  à  caractériser  la 
courbe  par  sa  tangente  ou  par  sa  «  courbure  »  en  un  point  quel- 
conque (i'o/>962).  Dans  le  même  esprit  nous  sillonnons  l'aire 
de  l'ellipse  par  des  droites  parallèles  aux  axes  de  symétrie,  ou 
par  des  droites  issues  du  centre  ^et  par  des  arcs  de  cercles,  et  de 
la  longueur  de  ôes  sillons  nous  déduisons  la  grandeur  de  Taire 
courbe  et  de  ses  parties.  Infiniment  nombreux  sont  les  biais  par 
011  l'on  peut  aborder  l'étude  de  l'ellipse.  «  Mais  nous  sommes, 
comme  le  dit  Platon  ('),  dans  une  situation  critique,  où  c'est  une 
nécessité  pour  nous  de  tourner  les  objets  de  tous  côtés  pour  en 
sonder  la  vérité.  » 


l. —  Voilà  ce  que  l'on  trouve  au  fond  de  V Analyse  infinitési^ 
maie  lorsqu'on  en  élimine  l'appel  direct  à  la  notion  d'infini. 

C'est  d'une  manière  semblable  que  l'analyse  du  mathématicien 
s'exerce  dans  tout  le  domaine  de  la  science.  Après  avoir  creusé  des 

(')  Thèétète,  33. 
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notions  relativement  simples  et  déterminées,  comme  celles  des  re- 
lations algébriques  ou  des  figures  ^ooni('tri([ues  classiques,  le  ma- 
thématicien s'attaque  aux  principes  fondanujitaux  sur  lesquels  re- 
pose la  construction  algébrico-logique. 

11  cherche,  par  exenjple,  comment  on  peut  présenter  et  parti- 
culariser les  axiomes  de  la  géométrie  pour  simplifier  le  plus  pos- 
sil)le  ceux  que  Ton  est  forcé  d'admettre  sans  démonstration,  et  en 
réduire  le  nombre  au  minimum. 

Il  analyse  la  notion  de  continuité  afin  de  découvrir  ce  qui  est 
essentiel  en  elle  pour  Tusage  que  nous  en  faisons  ;  et  il  se  demande 
quelles  hypothèses  il  est  nécessaire,  mais  suffisant,  de  faire  sur  un 
ensemble  discontinu  de  points  ou  de  nombres  pour  pouvoir  rai- 
sonner et  calculer  sur  cet  ensemble  comme  sur  le  continu. 

Puis,  pénétrant  au  cœur  même  de  la  science  mathématique, 
Tanalyste  s'attaque  à  la  notion  générale  de  fonction  'loi  de  corres- 
pondance entre  grandeurs)  telle  que  nous  la  pouvons  concevoir 
a  priori.  Il  cherche  comment  il  doit  déterminer  celte  notion,  et 
dans  quelle  mesure  il  lui  faut  la  restreindre,  pour  soumettre  la  fonc- 
tion à  nos  méthodes  de  calcul  et  pouvoir  la  représenter  quantita- 
tivement au  moyen  d'expressions  algébriques.  II  reconnaît  ainsi  la 
possibilité  de  généraliser  et  d'étendre  considérablement  la  tech- 
nique algébrique  de  nos  devanciers. 

889.  —  Ainsi  se  trouvent  justifiées  les  remarques  que  nous 
avons  faites  plus  haut.  L'analyse  aboutit  toujours  à  des  construc- 
tions nouvelles.  Elle  ne  rend  pas  la  synthèse  inutile,  mais  lui  sert 
de  préface  et  la  conditionne. 
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L  ANALYSE    INFINITÉSIMALE 


/.  —  Les  infiniment  petits.  —  Limites,  Formes  indéterminées 

890.  —  Tisser,  nouvelle  Arachné,  l'espace  ou  continu  géomé- 
trique avec  ces  fils  infiDiment  déliés  que  sont  des  lignes  sans  o|'.iis- 
scur  (indivisibles),  tel  est  le  but  que  se  propose  le  Père  Jésuite  Bo- 
naventurc  Cavalleri,  professeur  au  gjmoase  de  Bologne,  en  pu- 
bliant en  i635  la  Géométrie  des  Indivisibles  ('). 

Le  mot  et  Tidée  devaient  faire  fortune  et  soulever  d'ailleurs,  de 
divers  côtés,  des  protestations  et  critiques  très  vives.  Entre  des 
lignes  qui  n'ont  quunc  dimension  (une  longueur)  et  des  aires  qui 
en  ont  (/('MX  (longueur  et  largeur),  ou  des  volumes  qui  en  ont  trois 
(longueur,  largeur  et  épaisseur),  aucune  comparaison  n'est  pos- 
sible :  quelle  hérésie  ne  commet-on  pas,  dès  lors,  si  l'on  regarde 
comme  des  parZ/Vs  des  éléments  qui  ne  sont  pas  comparables  au 
tont^  qui  n'ont  point  avec  lui  de  commune  mesure  (cf.  n**  107)  ! 
Devant  ces  critiques,  Cavalieri  —  qui  n'avait  aucunement  voulu 
révolutionner  les  principes  de  la  géométrie  (')  —  se  hàtc  de  battre 

(')  Geometria  indii>isihilihus  continuorum  nova  quadam  raiione  promota, 
Bologne,  i6^f)  (Bibl.  nal.  V.  (i  i  f i)  entciidonB  :  la  giomctrie  qui  a 
pour  objet  de  construire  |le  continu  avec  les  indivisibles  [continui  ex 
.indii>isibihus  compositio), 

(-)  Remarquons  qu'au  premier  abord  ce  n'était  point  une  nouveauté 
que  de  considérer  les  figures  planes,  par  exemple,  comme  les  éléments 
générateurs  des  volumes.  On  sait  en  effet  que  les  géomètres  ancieus  lézar- 
daient le  cône  et  les  autres  corps  do  révolution  coraïkic  engendrés  par  des 
figures  planes  (triangle,  rectangle,  etc.,  voir  Prem.  Lw.,  chap.  ii  . 
Cavalieri  pe  pensait  pas  s'éloigner  du  point  de  vue  classique. 
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en  retraite.  Ma  méthode,  dit-ii  en  substance,  n'oblige  nullement  à 
considérer  les  surfaces  ou  corps  géométriques  comme  effective- 
ment composés  de  figures  ayant  un  moins  graqd  nombre  de  di- 
mensions (*)  :  elle  n*a  d'autre  objet  que  d'établir  des  égalités  entre 
des  rapports  d'aires  ou  de  volumes  et  des  rapports  de  lignes  (oit 
longueurs)  {^)  ;  or  ces  égalités  conservent  leur  sens  et  leur  valeur 
quelque  opinion  que  Ton  ait  sur  la  composition  du  continu. 

Et,  en  ciffet,  les  recherches  de  Cavalieri  sur  les  aires  et  les  vo* 
lûmes  se  rattachent  directement  aux  méthodes  archimédiennes,  les- 
quelles ne  faisaient  intervenir  l'idée  d'infini  qu'en  prenant  les 
plus  scrupuleuses  précautions  pour  ne  pas  pocher  contre  la  lo- 
gique. Aussi  bien,  Galilée  et  Kepler,  qui  s'étaient  occupés  avant 
Cavalieri  des  problèmes  de  mesure,  s'élaient-ils  donnés  expressé- 
ment comme  des  continuateurs  d'Archimède. 

Il  n'en  est  pas  moins  vrai  les  fils  de  la  Renaissance  ont  sou- 
vent (')  une  hardiesse  de  langage,  un  î  tendance  à  la  simplifica- 
tion des  démonstrations,  que  n'eût  point  approuvée  l'antiquité. 
Ils  appartiennent  à  l'école  moderniste,  qui  fait  bon  marché  en 
algèbre  de  la  signification  objective  des  calculs  pourvu  que  ces 
calculs  soient  féconds  en  résultats  utiles.  Et  il  Cht  indéniable,  en 
elTet,  que  le  langage  introduit  dans  la  science  par  Cavalieri  se 
trouve  être,  pour  le  chercheur  en  qut'te  d'inventions  nouvelles, 
singulièrement  commode  et  subjectif. 

891.  —  Reportons-nous,  pour  prendre  un  exemple  à  la  qua- 

(*}  «  Quoad  continu!  compositionem,  manifestum  est  ex  prseostensis  ad 
ipsum  ex  indivisibilibus  componendum  nos  minime  cogi  ;  solum  cnim 
continua  [les  corps)  sequi  indivisibilium  proportionem,  et  e  conyerso, 
probare  intentui  fuit.  »  Cavalieri  publia  en  16/17  ^^^  Exercitaiionea  geo- 
metricœ  sex  où  il  répond  à  ses  contradicteurs  (en  particulier  à  Guldin  : 
voir  la  Préface  du  Liv.  VII,  composé  après  les  autres  livres  de  Tou- 
vrage),  et  développe  les  applications  do  sa  méthode.  Dans  un  chapitre 
spécial  (IV'  Exercitalio)  il  montre  que  cette  méthode  ne  sert  point 
seulement  à  l'évaluation  des  aires  et  volumes,  mais  permet  de  résoudre 
des  questions  d'algèbre  pure. 

(')  Voir  lur  la  comparaison  des  rapports  de  grandoun  hétérogènes 
le  no  98. 

(^)  Kepler,  en  particulier,  qui  s'est  souvent  borné  à  reproduire  les 
calculs  d'Archimède  en  supprimant  les  détours  et  les  passages  délicats 
de  la  démonstration.  Les  recherches  de  Kepler  se  trouvent  dans  son 
ouvrage  :  Nova  Sierêometria  Doliorum  Vinariorum,  accesaii  Stereometriœ 
archimadeœ  aupplcmentunif  Linz,  i(hr>  (Bibl.  Nat.  V.  i  r>o2.) 
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drature  du  segment  parabolique  dont  nous  avons  parlé  au  n**  567. 
Nous  prendrons  celte  fois  pour  axe  des  x  la  tangente  au 
sommet  et  pour  axe  des  y  l'axe  de  la  parabole  [à  cette  permu- 
tation des  axes  près,  le  segment  parabolique  0MB  est  de  la 
figut*e   2og  du  n°   56?]  ;   Téquation   de  la  parabole  est    alors 

(/)  étant  le  paramètre  do  la  parole)  :  x*  =  2py,  ou  y  =  ~~,  s*il 

s'agit  d'une  parabole  ordinaire,  et  y  =    -  s'il  s'agît  d'une    parabole 

de  genre  supérieur. 

Nous  appellerons  b  la  longueur  OB,  A  la  projection  de  M  si:r 
OX.  Nous  avons  aire  0MB  ==  rectangle  BMOA  — 
aire  OMA.  La  question  posée  revient  donc  à  évaluer 
l'aire  OMA. 

Divisons  l'intervalle  OA  en  n  parties  égales  OA,, 
A|  Aj,..,  A„_i  A.  Posant  OA  =  a(=  ^-jjjb^  dans 

le  cas  de  la  parabole  ordinaire)  et  =  d,  nous 

voyons  que  les  abaisses  des  points  V,,  A,,  Aa,...  sont  les  termes 
d,  2fl,  3(f,  ...  d'une  progression  arithmétique  (';  de  raison  rf. 

Appelant,  d'autre  part,  M,,  M2,  ...  les 
points  de  la  courbe  qui  se  projellent  on  A,, 
A2,  ...  considc'ions  Xf^U-  ^^^)  '®^  rectan- 
gles VjMjNiAa,  A2M2XiA3,  ...  que  je  désigne 
respectivement  par  les  lettres  rîRi,  rAj,  cAa... 
Ces  rectangles  ont  une  dimension  commune 
qui  est  (/  ;  leur  seconde  dimension  est  [dans 
le  cas  de  la  parabole  ordinaire]  ; 

A, M.    rrr  pOUf  Si.  l   A2M2  = 

La  somme  des  aires  des  rectanf^lcs  est  donc  (  -  -  é 

^  \2/> 

facteur)  : 

d*  , 
01,  H-  i^2  -\-  ...  -^  3ln  --^  ~^;^    I  -I-   2'    f    ...  -h  /i»l. 


Fig.  38/i. 


pour  ^2*  etc. 


étant  mis  (mi 


(*)  Fermât  décomposait  l'intervalle  OA  en  intervalles  dont  les  lon- 
gueurs décroistent  en  progression  géométrique,  c'est-à-dire  tels  que 
AjAo  «=  OAi.  a,  que  A2A3  =^  OAi.  a-,  elc, —  le  nombre  a  étant  inférieur 
à  I. 
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produit  de  --  ou  —-3  par  la  somme  des    carrés  des  n  premiers 

nombres  entiers  ;  or  cette  dernière  somme  est  bien  connue  ;  elle  a 

pour  valeur  (n*»  17)  — ^ ^^7^^ ,  donc g . 

Cela  dit,  supposons  que  le  nombre  des  points  de  division  — 
c'est-à-dire  n  —  devienne  infiniment  grand.  Nous  admcltoiis 
[voir  le  S  suivant  pour  la  démonstration]  que  la  somme  des 
aires  des  rectangles,  qui  deviennent  infiniment  petits  et  infiniment 
nombreux,  est  égale  à  Taire  inconnue  de  la  surface  OMA.  La  va- 
leur de  cette  dernière  aire  est  donc  le  nombre  auquel  devient  é^'alc 
l'expression 

_?_!_       a  yi'  -h  3  a'^  -H  n 
2pn^  '  6 

lorsque  n  augmente  indéfiniment  ;  c*est  la  limite  de  cette  exprès- 
sion  pour  n  infini  : 

Or  l'expression  s'écrit,  en  ne  gardant  que  —  en  facteur  com- 
mun :  —  hî  "^  6*'  "^  r  "a  »  ®^  '^"  voit  que,  dans  le  crochet,  tous 

les  termes  sauf  le  piemier  deviennent  infiniment  petits  (tendent 
vers  zéro)  lorsque  n  augmente  indéfiniment  ;  donc  on  a 

a»  ai 

aire  OMA  =:  >r-  ,  et  aire  0MB  =  ab  —  ç 

On  traiterait  de  la  même  façon  le  cas  où  la  parabole  est  de 
genre  supérieur  çt  a  pour  équation  y  =    -  (Sô?"!  ;  la  somme  des 

aires  des  rectangles cR^  -+-...  H-  S{„  est  alors  —    1"*  -f- ...  -h  '/"'   , 

où  l'expression  entre  crochets,  — somme  de  puissances  semblables 
des  n  premiers  nombres,  —  est  l'une  des  sommes  calculées  par 
Fermât  et  Pascal  (16). 


Ainsi  l'assimilation  de  Tairre  courbe  à  une  somme  de  rectan^'ii^s 
infiniment  petits  ramène  immédiatement  le  problème  de  la  (pia- 
drature  à  un  calcul  arithméthique  qui  était  à  l'ordre  du  jour  .111 
xvu"  siècle  ;  elle  fait  apparaître  comme  un  fait  de  sens  contfuun 
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ce  qui  était  chez  Archimbde  le  résultat  (Vune  dialectique  suhtVe  et 
détournée  (*). 

892.  —  La  considération  des  infiniment  petits  introduisait  dos 
simplifications  analogues  dans  la  plupart  dos  questions  qui  préor- 
cup(*rent  le  monde  savant  à  partir  de  i63o  :  questions  de  maxinui 
et  de  minima;  problème  des  tangentes  [interprété  au  moyen  du 
triangle  caractéristique  (555)  et  problème  inverse  des  tangentes  ; 
questions  de  mécanique —  surtout  — ,  comme  nous  le  verrons 
plus  loin. 

Mais  la  notion  d'infiniment  petit  est  une  de  ces  notions  déli- 
cates que  le  mathématicien  doit  manier  avec  la  plus  grande  cir- 
conspection ;  avant  d'en  faire  systématiquement  usage,  il  fallait 
se  demander  en  quel  sens,  exactement,  des  quantités  que  ton 
fait  tendre  vers  zéro  peuvent  se  prêter  au  calcul  arithmétique  ; 
il  fallait  se  garder  contre  les  paralogismes  où  Ton  est  exposé  à 
tomber  en  les  étudiant.  C'est  ce  travail  de  préparation  qui  s'accom- 
plit progressivement  de  1633  à  1680. 

893.  —  Répondant  aux  objections  formulées  par  Guldin  {c^. 
supra,  p.  2C9  note  i),  Cavalicri  pose  ce  premier  principe  :  Seules 
doivent  être  comparées  entre  elles  des  grandeurs  infiniment  petites 
de  même  espèce,  —  par  exemple  des  aires  infiniment  petites  qui 
sont  des  longueurs  linéaires,  ou  des  volumes  infiniment  petits  qui 
sont  des  aires.  Seules  en  effet  des  grandeurs  de  même  espèce  peuvent 
avoir  entre  elles  un  rapport  ou  ratio  :  entendons  par  là  que  seules 
des  grandeurs  de  même  espèce  peuvent  être  infiniment  petites  tout 
en  ayant  entre  elles  un  rapport  déterminé  fini  (')  (non  infiniment 
petit/  ;  deux  leilos  grandeurs  infiniment  petites  sont  dites  aujour- 
d'iiui  infiniment  petits  du  même  ordre  infinitésimal. 

Ce  principe  f^^rnéral  fut  précisé  par  l*ascal  qui  soutint  contre  le 
chevalier  de  MîM'é,  la  légitimité  du  calcul  des  infiniment  petits. 
{De  r esprit  gêumètrique  et  lettres  de  Dettonville,  i658).  Dans  un 
traité  écrit  en  i65/i  Pascal  formulait  déj«i  la  loi  suivante  : 

((  On  n  augmente  pas  une  grandeur  continue  lorsqu*on  lui  ajoute 

(*)  Crpondanl  la  méthode  d'AncHiMiiDE   est,    au  fond,  exactemcnl 
vquivaleiite  à  celle  que  nous  venons  d'indiquer. 
(»)  Cf.  infra,  n^  897. 


zedby  Google 


LES    1NFI?îIME:^T    petits.    LIMITES.    FORMES    INDÉTEaMINÉES       278 

€n  tel  nombre  que  F  on  voudra  des  grandeurs  d'un  ordre  infinitési- 
mal supérieur.  Ainsi  les  points  n'ajoutent  rien  aux  lignes,  les 
lignes  aux  surfaces,  les  surfaces  aux  solides  ;  ou  —  pour  parler 
en  nombres  comme  il  convient  dans  un  traite  d'arithmétique  — 
les  racines  ne  comptent  pas  par  rapport  aux  carrés,  les  carrés  par 
rapport  aux  cubes,  et  les  cubes  par  rapport  aux  quarro-carrés.  En 
sorte  qu'on  doit  négliger  comme  nulles  les  quantités  de  degré  in- 
férieur (d'un  ordre  infinitésimal  supérieur)  (*).  » 

894.  La  notion  de  limite.  —  Le  biais  qui  devait  permettre 
d'introduire  systématiqvt^ment  le  calcul  des  infiniment  petits  dans 
la  pratique  de  l'algèbre  fut  fourni  par  la  notion  de  limite.  Il  nous 
faut  donc,  avant  d'aller  plus  loin,  nous  arrêter  un  instant  sur  cette 
notion  et  préciser  ce  que  nous  en  avons  déjà  dit. 

«  Lorsque,  —  dit  Cauchy  qui  fut  le  premier  à  tirer  au  clair 
lldée  générale  de  limite  {vide  supra,  t.  I,  p.    i35,  note    i),  — 
lorsque  les  valeurs  successivement  attribuées  h  une  même  variable 
s'approchent  indéfiniment  d'une  valeur  fixe,  de  manière  a  finir  paï- 
en différer  aussi  peu  que  l'on  voudra,  cette  dernière  est  appelée  la 
limite  de  toutes  les  autres.  Ainsi,  par  exemple,  la  surface  du  cercles 
est  la  limite  vers  laquelle  convergent  les  surfaces  des  polygones 
réguliers  inscrits  tandis  que  le  nombre  de  leurs  cAtés  croit  de  plus 
en  plus  ;  et  le  rayon  vecteur  mené  du  centre  d'une  hyperbole  h  un 
point  de  la  courbe  qui  s'éloigne  de  plus  en  plus  de  ce  centre  forme 
avec   Taxe  des  x  un  angle  qui  a  pour  limite  l'angle  formé  par 
l'asymptote  avec  le  même  axe... (*)  ».  Pareillement  la  tangente  à  une 
courbe  en  un  point  M  est  la  position-limite  d'une  sécante  qui  pasKi 
par  ce  point  ;  la  figure  formée  par  deux  droites  parallèles  est  la  li- 
mite de  la  figure  formée  par   deux  droites  concourantes  dont  Ui 
point  de  rencontre  s'éloigne  indéfiniment  et,  par  conséquent,  un 
cylindre  est  la  limite  d'un  cône  dont  le  sommet  s'éloigne  vers  l'in- 
fini (').    En   algèbre,  la  notion   de  limite  nous  a  servi  à    définir 

(')  Potestatum  numericarum  Summa  (Sommation  des  puissances  numé- 
riques). Œuvres  de  Pascal ,  t.  III,  p.  367. 

(')  liésumé  des  leçons  donné  sa  VEcole  Royale  Polytechnique  suris  calcul 
infinitésimal  :  Calcul  diScrentiel,  Prem.  leç.  Œuvr.^  2®  sér.,  t.  IV,  p.  13. 

(')  C'est  cette  remarque  qui  fut  le   point  de  départ  des  travaux  géo- 
métriques, si  originaux  et  suggestifs,  de  Girard  Desargubs  ;603). 
DouTBoux.  —  L«8  Principes  de  l'Analyte  mathétratiqne    II  18 


zedby  Google 


les  nonbres  irpfttiannels  {Prem.  Lh.,  dh.  II,  $€),  la  contWiuilé 
^s  fonctions  [Deux,  Liv.^  cb.  II,  S  0'  ®*  '''/''^^  Trow.  ///y.^ 
<*.  III),  et  en  dernier  Keu  les  dérivées  {Deux.  Liv.,  ch.  II,  S  JT). 
iPfft^oiit  nous  trouvons  de  nouveaux  témoignages  de  la  fécondrté 
•«ie  oette  notion. 

Précisant  un  peu  les  paroles  de  Cauchy  et  nous  plaçant  au  point 
de  vue^s  n**'  121  et  306,  nous  donnerons  de  la  limite  la  défini- 
tion suivante  : 

Considérons  une  variable  y  qui  prend  une  suite  indéfinie  de  va- 
leurs y,,  ^2,  ...  y»,  ...  ou  qui  varie  d'une  manière  continue  en  fonc- 
tion d'une  autre  variable  x  :  nous  dirons  que  y  tend  vers  la  li- 
mite (')yo  [lorsqu'elle  parcourt  la  suite  des  valeurs  yi,  ...  y»,  ou 
lorsque  x  tend  vers  une  valeur  déterminée  x^  {voir  396)]  si,  quel- 
que petit  que  soit  un  nombre  donné  e,  on  peut  trouver  —  ou  un 
entier  N  assez  grand  pour  que  Fon  ait  |y„  —  Jol  >  £  />o«^  n  >  N 
—  ou  un  nombre  positif  a  assez  petit  pour  que  ton  ait  \y  — yj 
<  t,pour  \x  —  a?o  \y — ovl  <  a. 

La  variable  y  est  dite,  dans  le  premier  cas,  tendre  vers  o 
par  valeurs  discontinues  (*),  et  dans  le  second  cas  par  valeurs  œn^ 
ténues.  Dans  les  deux  cas,  nous  pourrons  écrire,  pour  abréger,  et 
lovs^'aucune  confusion  ne  sera  à  craindre  : 

M6.  —  De  la  définition  de  la  limite  on  déduit  immédiatemeni 
un^rand  nombre  de  théorèmes.  Bornons-nous  à  en  énoncer  quel- 
ques-uns dont  la  démonstration  est  presque  immédiate. 

5/  deux  quantités  variables  y  et  z  tendent  vers  les  limites  y^et  2^ 
(lorsqu'elles  parcourent  chacune  une  suite  indéfinie  de  valeurs»  oo 
sont  fonctions  d'une  môme  variable  xqui  tend  vers  une  valeur  x,)^ 
leur  somme  tend  vers  la  limite  y©  4-  Zq,  leur  différence  tend  vers  la 
limite  y^  —  Zq,  leur  produit  tend  vers  la  limite  jo  Zq,  leur  quotient 

tend  vers  la  limite  ^°  {si  toutefois  Zq  est  non- nul). 
Et  ainsi  de  suite. 


('•)  Je^désigne  par  y^,  un  nombre  fixe^  cf.  n<>  'igC. 
(V'Oû'dit  aussi,  en  ce  cas,  que  ?/*  tend  vers  ^q. 
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806.  Llnfiniment  petit  comme  quantité  variable.  —  Dans 

le  cas  où  jn  ou  y  tend  vers  y^,  la  différence  y»  —  Jo  o^i  y  —  ^o  ^^^^ 
(converge)  i^ers  zéro.  Cette  différence  est  donc  un  infiniment  petit 
lorsque  n  devient  inGniment  grand  ou  lorsque  x  —  x^  tend  vers  o. 
Réciproquement,  on  peut  définir  les  infiniment  petits  comme  des 
quantités  variables  qui  tendent  vers  o  :  car  qui  dit  «  infiniment 
pelit  »  veut  dire  «  arbitrairement  petit  »  [voir  n**.47],  donc  «  quan- 
tité susceptible  de  prendre  une  infinité  de  valeurs  de  plus  en  plus 
petits,  »  donc  :  quantité  variable  ('). 

Ce  point  de  vue  étant  adopté,  les  principes  du  calcul  dfis  infini- 
ment petits  ne  présentent  aucune  obscurité  et  deviennent  des  con- 
séquences immédiates  des  théorèmes  généraux  relatifs  aux  limites. 

Ainsi,  la  somme  dun  nombre  y^  et  d'un  infiniment  petit  est  égaie 
à  yo  :  en  effet  considérons  l'infiniment  petit  comme  une  variable 
z  ayant  pour  limite  o  et  appelons  y  une  variable  qui  tend  vers  y^ 
lorsque  z  tend  vers  o  :  nous  aurons 

lim  (j  -\r-z)=i  lim  y  -f-  Um  z  =  y^. 

De  même,  le  produit  d'un  nombre  fini  et  d*un  infiniment  petit 
est  nul.  Et  ainsi  de  suite. 


897.  — Mais,  c'est  Jorsque  nous  considérons  le  rapport  de  daix 
infiniment  petits,  —  c'est-à-dire  le  rapport  de  deux  variables, 
fonctions  Tune  de  l'autre,  et  tendant  simultanément  vers  zéro  — 
que  nous  sommes  conduits  à  des  conclusions  remarquables. 
L'étude  des  dérivées  nous  a  appris,  en  effet,  que  le  rapport  de  deux 
variables  tendant  simultanément  vers  zéro  peut  avoir  une  limite 
déterminée  et  finie  (non  infmie  et  non-nulle).  Donc  le  rapport  de 
deux  infiniment  petits  peut  être  un  nombre  non- nul. 

Cette  constatation  fait  sortir  le  calcul  infinitésimal  des  nuages 
de  la  fantaisie,  et  lui  donne,  du  premier  coup,  une  portée  précise  ; 
elle  montre  qu'en  opérant  en  apparence  sur   des  quantités  éva- 


(*)  «  Lorsqucj  —  dit  Cauchy  [loc,  cit.,  p.  17)  —  les  valeurs  numériques 
successives  d'une  même  variable  décroissent  indéfiniment  de  manière  à 
s'abaifser  au-dessous  de  tout  nombre  donné,  cette  variable  devient  ce 
qu'on  nomme  un  infiniment  petit  ou  une  quantité  infiniment  petite.  Une 
variable  de  cette  espèce  a  zéro  pour  limite.  > 
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nouissanles,  on  peut  aboutir  à  des  résultats  concrets  et  pratique- 
ment utilisables. 

89S.  Formes  indéterminées.  —  On  peut  facilement  former 
un  grand  nombre  de  rapports  d'infiniment  petits  qui  jouissent  de 
la  même  propriété  que  les  dérivées  et  ont  une  valeur  déterminée. 

Constatent  ce  fait,  les  algébristes  ont  cherché  un  moyen  de  dé- 
cider d'une  manière  générale  dans  quels  cas  une  expression  algé- 
brique formée  de  quantités  infiniment  petites  ou  infiniment  grandes 
se  trouve  avoir  une  valeur  déterminée  et  finie.  Nous  allons  in- 
diquer ici  une  règle  élémentaire,  appelée  règle  de  PHospital  (*),  qui 
permet  fréquemment  de  trancher  la  question,  en  ce  qui  concerne 
du  moins  les  produits  et  les  quotients. 

Considérons  deux  fonctions/  (x)  et  ç  (x)  qui  tendent  vers  o  ou 
deviennent  infiniment  grandes  lorsque  la  variable  indépendante  x 
tend  vers  une  certaine  valeur  donnée  Xi,  et  envisageons  les  expres- 
sions 

J-|g  .         /(^)Xo(x). 

Par  hypothèse,  et  suivant  la  notation  introduite  au  n*'  134  les 
valeurs /(x,)  et  o  (Xj)  sont  respectivement  o  ou  (*)  oo  .  Donc  les 
expressions  considérées  prennent  pour  x  =  x,  l'une  des  formes 

^  ^     .      ^,      ^oXo,      ooxoo.      oxoo. 

o'         oc  ^  o 

Les  expressions  o  X  o  et  oo  X  oo  ont  évidemment  pour  valeurs 
respectives  o  et  t infini  ;   il  en  est  de  même  des  expressions  ^ 

pu  o  X  ^     et  —     ou  00   X  -  J  puisque,  suivant  les  remarques 


(I)  Cette  règle  se  trouve  dans  VAnalys3  des  infiniment  petits  pour 
VinteUigence  des  lignes  courbes,  publiée  par  le  marquis  de  l'Hospital  en 
1696;  une  deuxième  édition,  augmentée,  parut  après  la  mort  de  l'Hos- 
pital en  i7o4-  ~  Jean  Bernoulli  parvint,  de  son  côté,  à  des  conclu- 
sions semblables  (voir  un  article  inséré  aux  Acta  Eruditorum,  août  1704). 

[')  Le  symbole  oc  ,  qu'il  est  inutile  d'affecter  du  signe  +  ou  — ,  désigne 
un  noml)re  infiniment  grand  positif  ou  négatif. 
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faites  aux  n"**  40-41,  la  valeur  de  ôô^  est  o  tandis  que  la  valeur  de 
-  est  infinie.  D'autre  part  o  X  oo  est  égal  &  o  divisé  par  qq'  donc, 
égala?. 

Nous  n'avons  donc  finalement  à  examiner  que  les  deux  formes  -, 

S§- .  Il  est  clair  que  nous  ne  pouvons  rien  dire  a  priori  suv  les  expres- 
sions qui  prennent  Tune  de  ces  formes  pour  a;  =  Xi  :  Texpression 
pourra,  suivantlescas^admettrcune  limite,  —  comme  il  arrive  pou  rie 

rapport  définissant  la  dérivée,  lequel  se  présente  sous  la  forme  -  — 

ou  n'en  point  admettre  :  c*est  pourquoi  ces  formes  d'expressions 
sont  appelées  formes  indéterminées, 

La  règle  del'Hospitala  pour  but  de  u  lever  l'indétermination  ». 

899.  Forme  -  .  — Soit  d'abord /(xi)  =  o  (xi)  =  o.  Ensuppo- 
*^  • 

sant  que  les  deux  fonctions  /{x)  et  y  (x)  soient  continues  et  ad- 
mettent des  dérivées/'  (x),  o'  (x),  au  voisinage  de  x  =  Xi,  on  par- 

vient  (voir  le  n°  suivant)  à  la   règle  que  voici:  Le  rapport ''—Y-i 

f  'x)  P  (x  ) 

a  pour  limite  la  valeur  du  rapport  -H^v ,  c  est- à-dire  '  ,     '^  . 

Telle  est  la  règle  que  le  marquis  de  THospital  applique,  par 
exemple,  au  rapport  (')  : 


/  (x)        V^2  a'  3r  —  X* 


a  V  n^  X 


/  \  —  ., — pour  X  =a. 

On  a  : 

/  (x)  =      '^'-^^'     ^  ^f^.^_         ;        ^'  (:r)  =  =iA 
2  ^2  a*  X  —  x^       ô  ^a  X  a  y^a**  x 

d'o  J  Ton  lire 

?  ix)       9  W        9 
r  fx) 
Remarque,  —  Si  le  rapport -S-^  se  présente  lui-même  pour 

(')  koc.  ciLf  éd.  de  1704»  p.  i4*>. 
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X  =  «j  sous  la  forma  -  ,  on  peut  appliquer  une  seconde  fois  la 
règle  de  THospital  :  on  aura  : 

<p(x)  9  {X)  »    (Xj  <p    (Xj) 

et  ainsi  de  suite. 

900.  Démonstration  de  la  régie  de  l'Hoepitai.  —  Nous  nous 
bornerons  au  cas  (*)  où  les  fonctions  f{x)  et  f  (x)  sont  dévelop- 
pables  en  séries  de  Taylor  (873)  par  rapport  aux  puissances  de 
{x — X|).  Nous  aurons  alors  (*),  puisque/ (x,)  =  (p  (x.)  =o : 

Pour  xz=ix^f  les  séries  qui  figurent  dans  la  seconde  fraction  se 

f  (x  > 
réduisent  à  P{xi)  et  ©'  (X|).  La  limite  cherchée  est  donc'-rT-— ;  elle 

est  infinie  si  o'  (xi)  =o  tandis  que  /*(x,)  =|=  o. 

Dans  le  cas  où  Ton  aurait/  (x,)  =  ?'(a?i)  =  o,  on  en  déduirait 
[en  divisant  haut  et  bas  par  (x  —  X|)|  : 

j(x) 2    ^  nîT  ^^  ^*^  ^'•• 

où  les  séries  du  second  membre  se  réduisent  à  leurs  premiers 
termes  pour  x  =  Xj .  La  limite  cherchée  serait  donc  encore  le  rapport 
des  premiers  termes  des  deux  séries  de  Taylor.  Et  ainsi,  semblable- 
ment,  dans  le  cas  général. 

901.  Pormeg".  —  Supposons  que/(x,)  et  f  (x,)   aient  des 

valeurs  infinies,  ce  qui  revient  à  dire  que  les  deux  fonction*  .j- 

(^)  Sur  les  hypothèses  précises  qu'il  faut  faire  sur  /  {x)  et  o  (x)  pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  voir  Chapitre  IV. 

(')  On  obtient  la  dernière  fraction  de  l'égalité  ci-dessous  en  divisant 
par  X'^  X,  les  deux  termes  de  la  fraction  précédente. 
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«t  —r^  sont  nulles  pour  x  =  Xi.  Supposons  plus  précisément  que 

ces  deux  dernières  fonctions  soî««l  continues  et  aient  des  dérivées 
au  voisinage  dex  =  x^. 

Je  vais  démontrer  que  sites  rapports '^-j-l:  et^'-rj^v  ont  tous  deux 

de$>  lûruies.  pour  a;  =  Xi,  ces  limiies  sont  égales., 

SQi«»t,  ea  eSet,  /  et  l^  les  Umilies  d«  ptenûer  ekci^  s^v^oiiditifkr 
poill^  Uookfces  que  }e  supposerai  d'aisoxd  mon-nuiles.  J'ai 

quotient  qui,  pour  x  =  x,  se  présente  sous  la  forme  -  et  dont  les 
teriMa     ont   pour    dérivées    (141)    "^? /^.-j»  et        rju)] '  *  ^® 


rai^vt  de  ce»  dérivée»  eet  irH*  Lfa)ii  î  V^^^  x  =  op^  il  a 
linâle  égeieà  .-;  doQc,d'4|Mrè9^1arègWdiiA^9M>laUiifti|e/<ieftr4f^ 

/s  / 

ports  (i)  est  égale  &  p;  d'où  t-  =  i,  ou  /  =  /j. 

Dans  le  cas  où  /ou  /,  serait  nul.  on  dtovmtre  facilement  que  l'on 
aurait  encore  1  =  1^  :  il  suffit  d'4i:^quer  le  raisonnement  précé- 
dent, non  plus  directement  au  rapport  proposé»  mais    au  rapport 

On  peut  compléter  la  proposition  ci-dessus  démontrée  enétablis- 

r  (x)  f  (x) 

^nt  que  si  le  rapport '^-A-^  a  une  limite,  le  rapport-^-j-  en  a  ane 

4MMissi  (c'est-i-dire  que,  si  l^  eiiste,  /  existe  aussi).  Admettant  ce 
point,  nous  pourrons  affirmer  que  la  règle  de  tHospital  s  applique 
à  la  forme  ^  dans  les    mêmes  conditions  exactement  qu*à  la 

forme  - . 
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2.  —  L'intégration. 


902.  —  Nous  venons  de  voir  comment  les  calculs  relatifs  aux 
grandeurs  infiniment  petites  se  ramènent  en  définitive  h  des  calculs 
de  quantités  finies  du  moment  que  Ton  convient  d'opérer  sur  les 
rapports  des  grandeurs  et  non  sur  les  grandeurs  elles-mêmes. 
Mais  il  est,  nous  Tavons  dit  déjà,  une  méthode  de  calcul  qui  per- 
met de  passer  directement  de  Tinfiniment  petit  au  fini  :  je  veux 
parler  de  l'addition  de  quantités  infiniment  petites  en  nombre  in- 
fini. 

Une  somme  de  termes  infiniment  petits  est  elle-même  infiniment 
petite  si  le  nombre  de  ses  termes  est  fini  ;  mais,  quand  il  y  a 
une  infinité  de  termes,  nous  ne  pouvons  savoir  a  priori  quel  est 
Tordre  de  grandeur  de  la  somme.  C'est  ainsi  que  dans  le  problème 
du  n^'EQl  nous  avons  eu  affaire  à  une  somme  de  rectangles  infi- 
niment petits  égale  à  Taire  finie  d'un  segment  parabolique.  Les 
conclusions  auxquelles  nous  sommes  parvenus  peuvent  être  faci- 
lement généralisées  comme  il  suit  (cf.  Deux.  Liv,^  cb.  III,  S  5)  : 


y 


T 


903.  —  Soit  dune  manière  générale  au-dessus  de  Taxe  des  x 

un  arc  de  courbe  MT  [représentatif 
d'une  fonction  univoque  et  continue, 
y  =/(^)  1»  ^^^^  '®*  extrémités  M  et 
T  ont  pour  abscisses  (*)  deux  nom- 
bres donnés  a  et  6,  et  tel  qu'une 
parallèle  quelconque  h  Taxe  des  y 
menée  entre  M  et  T  {fig.  286)  ne  le 
coupe  qu'en  un  seul  point. 

Divisons    le    segment    AB  en   n 

parties  (égales  ou  inégales)  séparées 

par  les  points  de  division  A,,  Aj,..,  A„_i  dont  nous  appellerons 

les  abscisses  .t,,..,.t„_  ,  ;  puis  considérons,  comme  au  n"  891,  les 


A,  A, 


AimB 

a8C. 


(')  L'uni  lé  de  lon^eur  peut  être  choisie  arbitrairement  pourvu  qu'oD 
ne  la  modifie  pas  dans  le  cours  du  problème. 
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rectangles  AMN,Ai,A,M,N2Ag,...  A„_,  Mn_,  N„B  qui  ont  respec- 
tivement pour  dimensions  (longueurs  de  côtés)  (*) 

ar,  —  a     et    /(a);  Xj  —  a:,     et     /(x,);  ...  (6  —  o^n-i)    et   /(a-,,..,). 

La  somme  des  aires  de  ces  rectangles  l^que  nous  désignerons^ 
par  (S)]  a  pour  expression 

OU     (S)  Aa.  f{a)  4- Ax,.  I{xi)-h  ...  -+-  ^t„_^.  f(x„_^), 

où  l'on  représente,  suivant  une  notation  consacrée,  par  Aa,  Aa;i,... 
les  accroissements  subis  parla  variable  x  de  la  valeur  a  à  la  valeur 
Xi,  de  la  valeur  Xi  à  la  valeur  x^,  etc.  ;  on  pourra  également,  pour 
abréger,  écrire  la  somme  (S)  sous  la  forme  (') 

Admettons  (voira'' 891)  que,  lorsque  les  longueurs  A  A^  AiA^,... 
deviennent  toutes  infîniment  petites  (leur  nombre  devenant  par  là 
même  infiniment  grand)  la  somme  des  aires  des  rectangles  infini- 
ment petits  est  équivalente  à  l'aire  de  la  surface  courbe  AMTB 
qu'ils  recouvrent  ;  nous  concluons  de  là  que  la  somme  (S)  a  un 
sens  parfaitement  déterminé  [admet  une  limite]  lorsque  le  nombre 
dj  ses  termes  devient  infiniment  grand, 

904.  —  Nous  avons  supposé  tout  à  Thcure  que  l'yrc  de  courbe 
MT  était  situé  tout  entier  au-dessus  de  Taxe  des  x.  S'il  était  situé 
au-dessous  de  Taxe  des  .r,  nous  parviendrions  évidcnmicnt  aux 

(')  Remarquons  que  les  JifTcrences  «1 —  a,  x^  —  a,,  sont  toujours 
ol  foutet  positives  niêuie  quand  a  est  négatif,  puisque  A|  est  à  droite  ue 
A,  A^  h  droiio  «1^  A,,  i-tc. 

{*)  Le  eipfiie  1  [fomme]  indique  que  Ton  considère  la  somme  de» 
termes  obtenus  en  donnant  à  l'indice  i  (dans  rexpr«r.osion  sur  laquelle 
porte  ce  fiigno)  lis  vaicurd  successives  i,  â,  3,...  On  picciso  souvent  en 
i  =  n-i 

rcrivant  ^  /(^O*  ■^^'»  »^"  d'indiquer  que  l'on  doit  donner  à  i  toutes- 

1=:  ! 

l.'s  valeurs  (entir-rcs)  comprises  entre  1  et  n  —  i.  L'expression  /  (27.).  SXi 
ou  (:r  4.1  —  Xi)  f  (Xi) ,  dans  laquelle  la  valeur  de  l'indice  i  n'est  pas  spéci- 
fiée, e^t  njtpeloc  terme  général  de  la  somme  S. 
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mâoies.  conclusions  :  les  aires  des  rectangles  auraient  pour  vale«&rs 
(x,  —  a).  \f(a)\,  (ar,  —  x,\  |/(xi)|,  ...  —  où  j«  désigne  par  [/Ija^, 
l/(xi)|...  les  valeurs  absolues  des  ordonnées  négatives /(a), /(x,), 
—  et  leur  somme  aurait  encore  pour  Kmite  Taire  du  segment 
AMTB  limité  par  la  courbe.  Si,  conformément  h  la  convenlioD  da 
n**  669,  nous  convenons  de  regarder  comme  négatives,  c'est-à-dire 
d'affecter  du  signe,  les  aires  des  segments  plans  situés  au-dessous 
de  Taxe  des  x,  nous  aurons  encore  comme  valeur  de  Taire  du 
segment  AMTB  la  limite  de  la  somme 

(.T,  —  a)J{a)  -h  {xt  -  x,)fix,)  -h  ... 

Si  Tare  Mï  coupe  une  ou  plusieurs  fois  Taxe  des  x(J!g.  287), 
la  somme  des  rectangles  infiniment 
petits  que  nous  considérons  seront 
les  uns  positifs,  les  autres  négati's  et 
leur  somme  sera  encore  égale  à  «  Taire 
'T^  AMTB  »,    celle-ci  ayant  pour   valeur 

Fig,  ag^,  la  différence  entre  les  segments  [ilans 

qu'elle  détermine  au-dessus  et  au-des- 
sous de  Taxe  des  x  (cf.  n**  569.) 

906.  —  Conformément  à  )a  notation  de  Leibniz  (')  nous  dési- 
gnerons en  tout  cas  la  limite  de  la  somme  (S)  par  le  symbole 

J{x)dx, 


r 


où/(x)  est  la  fonction  proposée  et  le  signe  /  une  lettre  S  déformée, 
affectée  d^indices  inférieur  et  supérieur,  a  et  6,  qui  désignent  les 
abscisses  des  extrémités  M,T  de  Tare  de  courbe  ;  le  symbole  dx 
remplace  le  facteur  A  x  qui  figurait  dans  le  terme  général  de  la 

somme  z\f{xi)  Ax,{903],  et  que  Ton  suppose  devenu  infini- 
ment petit. 

L'expression    1     f{x)  dx  est  ce  qu'on  appelle  une  intégrale 

définie  :  somme  de  a  à  b  ou  intégrale  de  a  à  b^  de  f{x).  Les 

(')  Dès  l'époque  de  son  séjour  à  Paris  (années  1673-76)  Leibniz  faiiiiit 
usage  des  notations  J*  et  dx,  ainsi  qu'en  font  foi  ses  papiers  inédits 
conservés   à   la  Bibliothèque   de  Hanovre.    Conformément  à  Tune   de 
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nombres  a  et  6  sont  appelés  limites  (supérieure  et  inférieure)  de 
Tmlégrale. 

900.   L'intégrale   fonction    de    sa    limite   supérieure.  — 

Lorsque,  laissant  fixe  la  limite  inférieure,  on  fait  \aricr  la  limite 
supérieure  6,  Tinlégrale  devient  une  fonction  de  Invariable  b.  Celle 
fonction  ¥{b)  —  définie  comme  mesure  de  Taire  AMTB  —  est 
celle  que  nous  avons  considérée  aux  n*»"  568-69.  Appelant  x,  au 
lieu  de  6,  Tabscisse  du  point  variable  B,  nous  avons  vu  que  F  [x) 
est  une  fonction  primitive  de  la  fonction /(x).  Pins  précisément, 
si  Ton  appelle  G  (x)  Tune  quelconque  des  fonctions  primitives 
{intégrale  indéfinie)  de  f  (x),  on  a  F  (x)  =  G  (x)  -h  G,  la  cons- 
tante C  étant  telle  que  F  (x)  s*annu!c  pour  x  =  a  [puisque  si  le 
point  B  vient  en  A  (fig,  286),  Taire  AMTB  s'aplatit  sur  la  droite 
AM  et  devient  nulle]  ;  donc  (') 


r 

l'a 


f(x)  dx  =  Y{x)  =  G  (x)  —  G(a) 


set  plus  chères  idées,  il  pensait  que  la  première  chose  à  faire,  pour 
développer  le  caleul  des  infiniments  petits,  était  de  créer  une 
laague  spéciale,  un  ensemble  de  symboles  appropriés  (alpNriikmus, 
914).  Le  signe  f  remplace  les  mots  :  aommt  de,  ou  tous  (omnes)  :  utile 
erit  ecribi  f  pro  omn.  ut  fl  pro  omn.  l,  id  est  summa  ipearum  l  (papiers 
de  1675,  Gerhardt,  p.  l'ib  de  l'ouvrage  cité  supra,  t.  I,  p.Sai,  note  2)  ; 
au  signe 7*,  signifiant  somme,  fait  pendant  le  signe  d  signifiant  différence 
[différence  entre  une  valeur  de  la  variable  x  et  la  valeur  infiniment  voisine, 
ou  encore  :  accroiss,  ment  infiniment  petit  subi  par  la  variable)  :  f  autem 
eignificat  summam,  d  differentiam  [id  est,  éciit  ailleurs  Leibniz,  diffe^ 
rentia  inter  duaa  x  proximas],  —  La  sommet,  somme  d'un  nombre 
infini  de  termes,  est  infiniment  grande  par  rapport  à  ses  termes  (elle  est 
d'un  ordre  de  grandeur  supérieur,  donc  elle  est  fiaie  si  ses  termes  sont  infi- 
niment petits)  ;  la  différence  est  infiniment  petite  par  rapport  à  la  quan- 
tité dont  elle  est  raccrois«ement  (elle est  d'un  ordre  de  grandeur  inférieur)  ; 
ainsi,  écrit  Leibniz,  ut  f  augebit,  ita  diminuet  dimensiones.  L'usage  des 
signer  d  et  f  fut  précisé  par  Leibniz  dans  ses  écrits  de  1684  (cf.  infra 
p.  292,  note  i)  et  1686  (De  geometria  recondila  analysi  indivisibiUum 
atquê  infinitorum).  —  Le  mot  c  intégrale  »  semble  avoir  été  employé  tout 
d*abord  par  les  frères  Bbrnoulu  ;  il  fut  adopté  par  Leibniz. 

(*)  En  particulier,  pour  x  sm  6,  on  a  l'expression  suivante  de  ['intégrale 
définie  (cf.  466)  : 

"    /(x)(ir=/(6)-/,a) 


/ 


La  différence  f  (b)  —  f  (a)  est  souvent  représentée  par  la  notation  [/  (x)]';,  : 
entendoos  :  sfarialion  de  la  valeur  f  (x)  pour  x  variant  de  a  à  b. 
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Ainsi,  en  subordonnant  In  notion  de  somme  d'infiniment  petits 
{un  inlé(j raie)  aux  notions  d'aire  géométrique  et  de  fonction  pri- 
mitive, nous  ramenons  ici  encore  un  calcul  infinitésimal  à  des 
opérations  portant  sur  des  grandeurs  ou  des  fonctions  finies  (^). 

907.  Convergence  et  limite  de  la  somme  qui  définit  l'inté- 
grale. —  11  nous  faut  toutefois  regarder  les  choses  d'un  peu  plus 
prv'S  et  nous  demander  si  toutes  les  propositions  qui  précèdent  sont 
bien  légitimes  et  établies  avec  une  rigueur  suffisante. 

Nous  avons  tout  à  riieurc  inscrit  dans  la  surface  AMTB 
ifif),  286)  une suitede rectangles  AMN, A,,.., A,j_,M„_,  T13,  et  nous- 
avons  admis  que,  lorsque  les  bases  des  rectangles  deviennent  infi- 
niment petites,  la  somme  de  leurs  aires  est  convergente  et  a  pour 
limite  la  valeur  de  l'aire  AMTB. 

Or  avons-nous  le  droit  d'affirmer  ces  faits  sans  démonstration  !^ 

Lorsque  nous  nous  sommes  occupés  de  la  mesure  du  cercle 
(n**"  66,  84),  nous  avons  regardé  la  surface  du  cercle  comme  la 
limite  de  la  surface  d'un  polygone  régulier  inscrit  auquel  on  donne 
de  plus  en  plus  de  côtés  ;  mais  nous  avons  ajouté  que  les  géo^ 
mètres  grecs  ne  pouvaient  accepter  une  pareille  manière  de  voir 
sans  exiger  qu'on  la  justifiât;  et  nous  avons  dit  qu'Archimède, 
pour  légitimer  ses  calculs,  faisait  un  long  et  délicat  raisonnement 
(que  nous  n'avons  pas  reproduit),  où  intervient,  avec  le  polygone 

(')  C'est  ce  qui  p^^rmet  à  Pascal  de  dire  (L(Urea  de  Detlonpil le.  Œuvres^ 
t.  VllI,  p.  352)  :  «  Tout  ce  qui  est  démontré  par  les  véritables  lèglet  des 
indivisibles  se  démontrera  aussi  à  la   rigueur  et  à  la  manière  des   an- 
ciens... Et  c'est  pourquoi  jo  ne  ferai  aucune  difficulté» 
Il jj  M  dans  la  suite,  d'user  de  ce  langage  des  indivisibles,  la 

>^T  I  ^^\     9omme  des  lignes  ou  la  somme  drs  plans  ;  et  ainsi  quand 
^  j  I  I  1    je  considérerai,   par  exemple,  le  diamètre  d'un  demi- 

^  ceicle  divisé  en  un  nombre  indéfini  de  parties  aux  points 

Fi^.  38S.  Z  (fig.  ;;(88),  je  ne  ferai  aucune  difficulté  d'user  de  Cr'tte- 

expression,  la  somme  dès  ordonnées,  qui  semble  n'être 
pat  géométrique  à  ceux  qui  n'entendent  pas  la  doctrine  des  indivisibles, 
et  qui  s'imaginent  que  c'est  pécher  contre  la  géométrie  que  d'exprimer 
un  plan  par  un  nombre  indéfini  de  lignes  ;  ce  qui  ne  vient  que  de  leur 
raniique  d'intclligencp,  puisqu'on  n'entend  autre  rhosc  par  là  sinon  la 
somme  d'un  nombre  indéfini  de  rectangles  faits  de  chaque  ordonnée  avec 
chacune  des  petites  portions  égales  du  diamètre,  dont  la  somme  est  cer- 
tainement un  plan  qui  ne  diffère  de  l'espace  d'un  demi-cercle  que  d'une 
quantité  moindre  qu'aucune  donnée  ^ 
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inscrit,  le  polygone  régulier   circonscrit  dont  les   côtés  sont  en 
nombre  arbitrairement  grands. 

La  dirPicullé  à  résoudre  est  la  même  ici,  et  elle  fut  levée  Ç)  par 
•des  procédés  analogues  à  ceux  qu'employait  Arcliimède. 

908.  —  Revenons  à  la  figure  286  ou  les  intervalles  AAj,  A,Aj, 

AB 
A„_,B  seront  cette  fois  supposés  égaux  entre  eux  et  i  —  ,  et  ap- 
pelons P,  P,,..  Pn-i  les  points  où  les  parallèles  à  OX  menées  par 
M,,  Mj,..  T  coupent  les  droites  AM,..,  A^_,  M^_,.  Les  /ireclangles 
APMiA,,  A,P,M.>A|...,  A„_j  P„_,TB,  qui  débordent  à  Texlérieur 
de  Taire  AMTB,  ont  une  somme  supérieure  à  cette  aire  et  supérieure 
a  fortiori  à  la  somme  des  rectangles  AMNi A,,..,  A„_,M^iN„  B 
(considérés  tout  à  Theure),  qui  ne  recouvrent  pas  entièrement  Taire 
AMTB.  En  d'autres  termes,  appelons  S^  la  somme  des  aires  de  ces 
derniers  rectangles,  S'„  la  somme  des  aires  des  premiers,  Jo  Taire 
AMTIi  limitée  par  la  courbe  :  nous  avons,  quel  que  soit  n  : 
<i)  S,  <A  <S„. 

Mais  nous  avons  évidemment 

rectangle  APM,A,    =  rectangle  A,M,N,A, 
rectangle  A,P,MjAj=::  rectangle  A^MaNaA, 


puisque  A  A,  =  A,A,  =  ..  =  A„_,B  ;  en  d'autros  termes  le  pre- 
mier rectangle  figurant  dans  la  somme  S'„  est  égal  au  second  rec- 
tangle de  la  somme  S„,  —  le  second  rectangle  de  S,  est  égal  au 
troisième  rectangle  de  Sn,...;  etc.  En  conséquence,  si  dans  la 
différence  des  sommes  d'aires  S„  —  S„  je  supprime  les  aires,  deux 
à  deux  égales,  qui  sont  ajoutées  puis  retranchées,  il  ne  reste 
dans  cette  différence  que  le  n*"  rectangle  de  S'„  moins  le  premier 
rectangle  de  S„  :  {aire  A,j_jP„_,TB  —  aire  AMN,A|).  Ces  deux 

rectangles  ont  pour  base [a  et  6  étant  les  abscisses  de  A  etBJ 

et  pour  hauteurs  respectives  FiT  ==/(6),  AM  =f{a)  ;  donc  : 

(')  La  démonstration  se  trouve,  il  est  vrai,  considérablement  simplifiéo 
parce  fait  que  les  polygones  auxiliaires  que  nous  avons  introduits  sont 
des  rectangles  à  côtés  parallèles. 
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Celle  égalité  montre  que,  lorsque  le  nombre  n  fies  points  de  division 
au(jniente  indéfiniment,  la  différence  S,.  —  S»  tend  nécessairement 
vers  zéro. 

Remarquons,  d'autre  part,  que  [étant  donné  que  S„,  ^\)  et  S', 
sont  positifs]  les  égalités  (ij  entraînent  les  conséquences. 

o  <  S'.  —  X  <  s;  —  s„        o  <  jb  -  s,.  <  s'„  —  s«. 

Nous  voyons  ainsi  que,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  lesdif 
férences  S,._  X  et  ci  —  S„  sont  comprises  entre  zéro  et  un  Don- 
bre  qui  tend  vers  o  ;  donc  elles  tendent  nécessairement  vers  zéro; 
d'où  résulte,  par  déiinition,  que  les  sommes  Sn  et  S'»  sont  des 
sommes  convergentes  ayant  pour  limites  le  même  nombre  A. 

009.  — •  Telle  est  la  démonstration  géométrique  très  simple  — 
et  à  laquelle  eût  souscrit  Archimède  —  par  laquelle  on  légitime  la 
déQnition  de  l'intégrale. 

Cette  démonstration,  cependant,  —  et  cela  pour  des  raisons  fa- 
ciles à  comprendre  — ,  ne  pouvait  pas  satisfaire  pleinement  les 
purs  algébristes. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  en  effet,  le  point  de 
départ  de  l'étude  algébrique  de  l'intégrale  sera  ce  fait  capital  que 

f    f{^)  ^*^  ^*  ^^^  fonction  de  x.   Or,  si  la  considération  de  la 

surface  géométrique  AMTB  nous  permet  de  vérifier  immédiate- 
ment que  l'aire  de  cette  surface,  variant  d'une  manière  continue 
quand  B  se  déplace,  est  bien  une  fonction  de  l'abscisse  du  point 
B  (cf.  568),  il  iaut  néanmoins  reconnaître  que  la  définition  qui 
se  trouve  ainsi  donnée  de  celle  fonction  est  dun  type  tout  nouveau, 
et  qu'en  l'adoptant  nous  rompons  avec  les  traditions  liahiluellcs 
de  l'algèbre. 

Toutes  les  fondions  d'une  variable  (|ue  nous  avons  olndiéos 
jusqu'ici  ont  été  définies  au  moyen  trrxpressions  algchriqucs  oii 
entraient  des  quantités  connues  (fixes)  et  une  quantité  vnriable  (')  ; 
c'est  en  d'autres  termes  sur  la  base  des  opérations  fondanien  laies  de 
Tarithmétique  que  nous  avons  fait  reposer  notre  théorie  des  fonc- 

(<)  Ou  deux  quantités  variables  si  la  fonction  était  donnée  par  une 
relation  implicite. 
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tions.  Nous  ne  nons  sommes  écartés  de  ce  point  de  vue  que  poor 
déGnîr  [lesj  fonctions  circulaires  (longueurs  ou  lignes  trigonomé- 
triques)  ;  et  encore  avons-nous  fait  ensuite  rentrer  ces  fonctions -Aans 
le  seiti  de  Talgëbre  en  formulant  les  règles  algébriques  des  calculs 
auxquels  elles  donnent  lieu,  en  les  ramenant  par  le  moyen  des  ima- 
ginaires à  [des  fonctions  exponentielles  [définies  algébriquement 
grâce  à  la  généralisation  de  la  «  puissance  »],  enfin  en  les  déve- 
loppant en  séries  convergentes.  L'interprétation  géométrique  des 
fonclionsjn'a  jamais  été  pour  nous  qu'un  secours,  utile  mais  non 
indispensable. 

Cela  étant,  sommes-nous  en  droit  d'assimiler  aux  fonctions  de 
notre  Deuxième  Livre  celles  que  nous  définissons  maintenant 
comme  mesures  de  surfaces  géométriques  ? 

Ces  deux  sortes  de  fonctions  sont-elles  bien,  pour  reprendre  une 
expression  dont  nous  avons  fait  usage  lorsque  nous  avons  analysé 
la  notion  de  grandeur,  comparables  les  unes  aux  autres  ? 

Pour  montrer  qu'il  en  est  bien  ainsi,  il  a  fallu  trouver  le  moyen 
de  donner,  des  nouvelles  fonctions  comme  des  anciennes,  une  défi- 
nition formulée  en  termes  algébriques,  ne  reposant  pas  sur  des 
considérations  géométriques. 

910*  —  Revenons  donc  encore  une  fois  à  notre  définition  de 
Fintégrale,  sommed'un  nombre  infiniment  grand  d'infiniment  petits. 

Désignant  par  Xi,  x,,..,  x^-^  des  valeurs  de  x  comprises  dans 
l'intervalle  a,  b  et  para:',,  x'»,..,  x'n  d'autres  valeurs  arbitraires, 
situées  respectivement  dans  les  intervalles  {a^,  Xt),  (xi,  x,),... 
(x„_,,  6),  puis  posant  IXi  =  x^  —  a,..,  Ax»  =b  —  x,^,,  considé- 
rons la  somme 

p  :=  n 

2^  f{x\,)  A.r,  -  /(x,).  Ax,  -h  ...  -f-/  (r;).  Ax„. 
p  =  > 
Indépendamment  de  toute  figuration  géométrique,  on  peut  prou- 
ver (*)  que,  si/(x;  est  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  a,  6, 
cette  somme  admet  une  limite  lorsque  les  quantités  Ax,  ...  Ax„  de- 
viennent toutes  infiniment  petites,  et  que  cette  limite  est  complète- 
ment indépendante  du  choix  des  abscisses  intermédiaires  x, . . .  Xn  et 
(*)  Voir,  pour  lA  démonstratioD^  les  traités  d'analyse. 
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^', ,..,  x„.  Celte  limite  sera  appelée  «  intégrale  définie  (^)  de  la  fonc- 
tion/(x)  entre  les  limites  a  et  6  ».  Sa  valeur  varie  lorsque  a  cl  t  va- 
rient :  c'est  donc  une  fonction  de  a  cl  de  b.  Si,  a  restant  fixe,  b  est 
supposé  variable  et  égal  à  x,  Tinlégrale  est  une  fonction  de  x, 
soit  F  (x). 

Cela  dit,  on  démontre  (algébriquement)  que  F  :x)  a  pour  dérivée 
f{x).  On  établit  ensuite  que,  quelle  que  soit  lexpression  de/{x), 
—  expression  algébrique  proprement  dite  ou  série  infinie  conver- 
gente —  la  fonction  F  {x)  peut  toujours  être  définie  elle-^même 
par  une  expression  algébrique  ou  par  une  série  convergente.  Il 
peut  d'ailleurs  arriver  —  et  il  arrivera  fréquemment  —  que  cette 
fonction  soit  nouvelle,  c'est-à-dire  ne  puisse  être  ramenée  par  au- 
cune transformation  algébrique  à  une  fonction  connue  [bien  que 
f[x)  soit  supposée  être  une  fonction  classique  connue].  Ainsi  la 
notion  cT intégrale  conduit  effectivement  à  introduire  dans  la  science 
du  calcul  de  nombreuses  fonctions  transcendantes  que  Ton  n  avait 
pas  encore  rencontrées. 

011.  La  calcul  intégral  et  ses  orlgineB.  —  La  théorie  de  Tin- 
tégralion  (étude  des  intégrales  ou  (onctions  primitives)  est  l'objet 
propre  du  calcul  intégral,  qui  forme,  avec  le  calcul  différentiel 
(calcul  des  dérivées),  le  calcul  infinitésimaL 

L'extraordinaire  fécondité  de  ce  calcul,  le  rôle  immense  qu'il  a 
joué  dans  la  science  duivui*"  et  du  xix*  siècle,  luiontdonné  un  tel  re- 
lief que,  pour  un  temps,  il  a  paru  absorber  l'Analyse  mathématique 
tout  entière  :  d'où  ce  nom  de  Calculas  (sans  épilhèle),  de  Calcul 
différentiel  et  intégral,  que  l'on  donne  dans  les  Universités  anglaises 
et  françaises  aux  chaires  de  mathématiques  pures.  Aujourd'hui, 
cependant,  regardant  avec  un  recul  de  deux  cents  ans  l'œuvre 
acomplie  à  la  fin  du  xvu*  siècle,  il  semble  que  nous  devions  rec- 
tifier quoique  peu  le  jugement  qui  fut  porté  sur  elle.  C'est  en 
approfondissant  l'analyse  de  la  notion  de  fonction,  plus  encore 
qu'en  constituant  une  nouvelle  technique  de  calcul,  que  cette 
œuvre  a  eu  une  portée  et  une  influence  décisives.  Elle  fut  surtout 
et  elle  est  restée  le  couronnement  de  lu  théorie  générale  des  fonc- 
tions instituée  par  Descaries  et  Fermai. 

(*)  Nous  verrons  plus  loin  comment  on  peut  étendre  la  dofiiiilion  de 
l'intégrale  au  c.ts  où  la  vanable  est  imaginuiic. 


zedby  Google 


DIFFÉRENTIELLES  2  89 

Cette  remarque  faite,  nous  pouvons  sans  doute  nous  dispenser 
d'étudier  par  le  menu  l'histoire  du  calcul  in&nitésimal»  et  de  prendre 
parti  dans  le  fameux  débat  de  priorité  qui  mit  aux  prises  ses 
deux  créateurs  principaux,  Newton  et  Leibniz.  L'exposé  de  o^débat 
nous  obligerait  —  comme  dit  Moritz  Cantor  —  à  raconter,  sur  le 
compte  des  deux  grands  hommes,  des  choses  que  l'admirateur  de 
leurs  génies  préf&re  passer  sous  silence  (^). 

Nous  avons   résumé   au  n"*  666  la  marche  de    la  pensée  de 
Leibniz  (*)  et  fait  connaître  aux  n"*  83Q  et  suivants  les  étapes  de 
celle  de  Newton  {*).  Présentant  au  point  de  vue  technique  des  diffé- 
rences et  des  ressemblances,  les  méthodes  des  deux  savants  conver- 
geaient vers  le  même  but  indépendamment  Tune  de  Tautre.  Newton 
vint  le  premier  en  date,  mais  ne  publia  point  tout  de  suite,  — 
ce  qui  permit  k  Leibniz  de  le  devancer  et  de  faire  adopter  par  le 
monde  savant  son  point  de  vue  propre,  ses  définitions  des  opéra- 
tions différentielles,  et  sa  terminologie  spéciale,  laquelle  offrait  d'in- 
contestables avantages.  Cependant   c'est  à  Newton  plus  encore 
qu'à  Leibniz  que  la  théorie  générale  des  fonctions  est  redevable.  En 
mettant  nettement  en  évidence  l'équivalence  des  notions  de  fonc- 
tion et  de  développement  en  série,  et  en  appliquant  ces  notions 
aux    problèmes  de  l'astronomie  et  de  la  mécanique.   Newton 
a  exercé  sur  la  science  une  influence  décisive  dont  nous  verrons  se 
manifester  les  effets  à  mesure  que  nous  avancerons  dans  le  présent 
Livre, 

4.  —  Dlffirentielhs. 

912.  —  L'étude  que  nous  venons  de  faire  aux  paragraphes  précé- 
dents nous  permet  d'apprécier  en  toute  connaissance  de  cause  la 
signification  et  la  valeur  de  la  mathématique  infinitésimale.  Cette 
science  est  légitime  et  rigoureuse,  pour  la  raison  fort  simple  que 
les  problèmes  qu'elle  étudie  sont,  en  réalité,  des  problèmes  relatifs 
à  des  quantités  finies.  Nous  pourrions  conserver  le  bénéfice  des 
inventions  de  Newton  et  de  Leibniz  sans  jamais  parler  d'infini- 

(*)  Vorle8ungm,t.  III,  1898,  p.  176. 

(•)  Voir  aussi  în/ra,  §  3. 

(>)  Voir  aussi  infra,  Appendice  historique. 

BouTAOux.  —  Lea  Principes  de  l'Aïuiljrse  mathémalique.  II  19 
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ment  petits,  sans  introduire  aucun  algorithme  représentant  de 
telles  quantités.  Mais  nous  nous  priverions  alors  d'un  langage  et 
d'un  système  de  symboles  fort  avantageux,  d'un  moyen  de  décou- 
verte aussi  ;  car,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  remarquer  plus  haut, 
cette  fiction  de  la  décomposition  en  parties  infiniment  petites,  qui 
choque  le  logicien,  est  précisément  Tune  des  méthodes  les  plus 
conformes  k  la  nature  de  notre  esprit  et  nos  besoins. 

Ainsi,  après  de  longs  détours,  et  en  prenant  toutes  les  précautions 
nécessaires,  la  science  nioderne  est  revenue  aux  vues  de  Cavalieri, 
—  à  ces  vues  que  le  hardi  novateur  bolonais  lui-même,  à  peine 
les  eut-il  avancées,  était  presque  tenté  de  retirer.  Dans  le  calcul 
des  infiniment  petits  nous  allons  trouver  un  précieux  instrument 
d'analyse,  un  puissant  microscope,  qui  nous  permettra  de  serrer 
et  d'examiner  de  près  les  propriétés  des  grandeurs  continues,  qu'elles 
soient  algébriques,  géométriques  ou  mécaniques. 

913.  Différentielles  de  fonotiona  d'une  variable.  —  Soit  < une 
variable  indépendante  réelle  (*)  et  y  =/(/),  z  =  y  (f),  ti  =  4»  (/).. 
des  variables  dépendantes  réelles,  fonctions  continues  de  t.  A 
partir  d'une  valeur  quelconque,  /,  pour  laquelle  les  fonctions  consi- 
dérées sont  supposées  avoir  des  dérivées  finies /^  (t),  (ff  {(),  if'  (Or- 
donnons à  la  variable  indépendante  un  accroissement  arbitraire- 
ment petit  dt  (positif  ou  négatif)  ;  lorsque  la  variable  passe  de  la 
valeur  /  à  /  -h  A,  les  fonctions  passent  des  valeurs  que  nous  dési- 
gnons par  y,  2,  «,..  à  des  valeurs  y  -f-  dy,  z  -f-  dz,  m  -H  c/u,...; 
elles  subissent  en  d'autres  termes  des  accroissements  dy,  dz,  du,..., 
et  ces  accroissements  sont,  par  hyphothèse,  tels  que  les  rapports 

irit  Ib""  *^"^®"'  ^^^^  ^^^  limites  déterminées  (finies)  lorsque 
dt  tend  vers  zéro  (la  valeur  t  restant  fixe). 

Les  quantités  dy,  dz,  du, ...  (nombres  positifs  ou  négatifs)  sont  ap- 
pelées dij}éreniielles  des  fonctions  f{l),  (f  (/),  i(  (t)...  Elles  porte- 
ront ce  nom,  du  moins,  dans  l'hypothèse  où  Ton  use  jusqu'au 

(*)  La  variable  i  sera  par  exemple  le  temps.  Il  serait  facile  d'étendre 
les  considérations  qui  suivent  au  cas  où  les  variables  seraient  des  quan- 
tités imaginaires.  C'est  pour  simplifler  notre  exposition  que  nous  suppo- 
sons r£8  variables  réelles. 
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bout  de  la  faculté  de  prendre  comme  accroissement  dt  un  nombre 
«  arbitrairement  petit  »  ;  je  veux  dire  que  Ton  donne  à  cet  accrois- 
sement une  valeur  plus  petite  que  toute  quantité  assignable  à 
l'avance,  une  valeur  infiniment  petite.  Dans  ces  conditions,  les 
valeurs  de  dy»  dz,  rftt,. . .  sont  elles-mêmes  infiniment  petites  ;  je  puis 
cependant  les  considérer  comme  rigoureusement  déterminées  en 
vertu  de  la  remarque  suivante  : 

dv 
Posons  ^  =:f  (t)  H-  E,  où  nous  supposerons  que/'  ait  une  va- 
leur Jinie  non- nulle  et  d'où  nous  tirons  '  dy=f  (t)  dt  -h  eJ/  ou 
rfy  =  f  1-4-  jqjs)  /'  (0-  dl  '  lorsque  dt  tend  vers  o,  e  tend  vers  o 

par  hypothèse  ;  donc  i  -h  jr7r\  tend  vers  i,  et,  par  conséquent»  la 

valeur  (*)  infiniment  petite  de  dy,  pour  dt  donné  arbitrairement 
petit,  esty  {t).  dt. 

Si  la  dérivée/  (/)  était  nulle  —  contrairement  &  ce  que  nous 
avons  supposé  ci -dessus  —  nous  conviendrions  de  regarder  la  dif- 
férentielle comme  nulle. 

Ainsi  les  différentielles  dy,  dz,  du, . .  sont  dans  tous  les  cas  des 
quantités  définies  par  les  égalités. 

dy  =f  {t).  dt,      dz  =  9'  (0-  dl,      da  =  9'  (t).  dt,.,. 

lesquelles  ont  un  sens  mathématique  précis  et  peuvent  être  le 
point  de  départ  d'un  calcul  méthodique. 

Ce  calcul  a  reçu  le  nom  de  calcul  différentiel.  Les  formules  qui 
ft'y  rencontrent  sont  souvent  d'une  simplicité  remarquable  ;  mais 
elles  ne  sont  en  réalité  qu'une  simple  traduction  des  formules 
déjà  connues  auxquelles  donne  lieu  le  calcul  des  dérivées. 
Nous  sommes,  par  conséquent,  en  état  de  les  écrire  instantané- 
ment. 

Q14.  Fonnnles  dilférentielleB.  —  Appelant  comme  ci-dessus 


dy 
(*)  En  d'autres  termes  le  rapport  ^  ,f^  tend  vers  i. 
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y  çiz  les  valeurs  prises  par  deux  fonctions/  (/),  (f  (()  pour  la  va- 
leur /  de  la  variable  indépendante,  nous  aurons  : 
ï.  d{y-\-z)^dy  ^  dz, 

car,  par  définition 

d  O'  +  z)  =  [/  (0  -h  ç'  (0]  dt  =f  (t).  dt  +  ç'  (0.  di  ; 

II.  d  (yz)  =  ydz  -h  zdy, 

car 

d  (yz)  =  [/(O  ç  (<)]'  A  =  [/  (t).  <?  (0  +/(').  «P'  (Ol-  àt 

III.  rfi==M2L=01^, 

z  z* 

et  ainsi  de  suite. 

On  obtient  toutes  ces  formules  en  supprimant  les  dénominateurs 

dt  dans   les  formules  donnant  les  dérivées,  —  ce  qui  revient,  si 

l'on  veut,  à  multiplier  les  deux  membres  des  égalités  par  la  même 

quantité  infiniment  petite  dt  Etant  donné,  en  effet,  la  définition  des 

différentielles,  la  dérivée  f  {t)  ou  y't   doit  être  considérée  comme 

étant  un  quotient  véritable  (rapport  de  Tinfiniment  petit  dy  &  l'in- 

dy 
Animent  petit  dt).  Ainsi  s'explique  la  notation  gj  par  laquelle  nous 

représentons,  d'après  Leibniz,  la  dérivée  de  y  par  rapport  &  la 
variable  /. 

En  appliquant  les  règles  qui  viennent  d'être  énoncées,  nous  pour- 
rons écrire  immédiatement  les  diflérentielles  de  toutes  les  fonctions 
dont  nous  connaissons  les  dérivées  (')  : 

d  (log  i)  =  y  ;  c!  (sin  t)  =  ces  tdi  ;  d  (arc  sin  t)  =   ,   ;  etc. 

(')  Leibniz  donne  ces  diverses  formules  ^- qui  constituent  raigorîl^ma 
propre  du  calcul  différentiel  (algorithmus,  ut  ita  dicam,  calculi  hujus 
quem  voco  diffêreniiaîem,  vide  supra,  p.  282),  dans  un  traité  publié 
en  1684  '  Nova  methodus  pro  maximU  et  minimis,  itemque  tangênUhus, 
guse  nec  fractaa  nec  irraiionales  quantitatea  moraiur  et  singulare  pro  iUius 
calculi  genus,  par  G.  G.  L.  {Acta  eruditorum,  Leipzig,  octobre  i684). 

Après  avoir  défini  dx^  différentielle  de  l'abscisse,  Leibniz  dit  :  «  Si  a 
quantitas  data  constans,  erit  +  da  œqualis  o,  et  dax  erit  œqualis  a  dx  ; 
n  y  œq.  if,  erit  dy  »q.  dv.  Jam  Additio  et  Subsiraciio  :  si  sit  z  —  y 
+  fv  -{•  X  œq.  c,  erit  d  {z  —  y  +  w  +  x),  seu  rfp,  ©q.  dz  —  dy  +  dtP 

H-  dx.  Multiplicatio  :  dx^f  œq,  x  dtf  +  if  dx,  Div  isio  :  d  -   vel   (posito 


v\    j            dt:  \f  dy  zxz  y  dv 
*  ■«•  y)'  ^^  ®<P*» ^^ —  ®*<5  1. 
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916.  Différentielle  d'une  fonction  de  plusieurs  variables.  — 

Soit  y  une  fonction  continue  de  plusieurs  variables,  par  exemple 
de  trois  :  y  =  f{a,  v,  w).  Lorsqu'à  partir  de  valeurs  quelconques 
u>  V,  Wy  les  trois  variables  indépendantes  subissent  des  accroisse- 
ments respectifs  (positifs  ou  négatifs)  du^  dv,  dw,  la  fonction  subit 
un  accroissement  dy.  Nous  appellerons  différentielle  (*)  de  la  fonc- 
tion y  =/  (u,  V,  w)  l'accroissement  dy  correspondant  k  des  ac- 
croissements du,  dvy  dw  infiniment  petits  [et  d'ailleurs  arbitraires, 

en  sorte  que  les  rapports  t-  ,  -j-  peuvent  avoir  des  valeurs  quel- 
conques, ou  être  nuls  ou  infinis].  Si  les  trois  dérivées  partielles 
que  nous  sommes  convenus  de  représenter  par  les  symboles/l. ,  /„  ,y  « 

^^  da'  èv  •  dv  ^^^  ^®*  valeurs  déterminées  (non  infinies)  pour 
es  valeurs  considérées  des  trois  variables,  on  voit  facilement  que 
l'accroissement  dy  est  infiniment  petit  en  même  temps  que  du,  dv, 

dw,  et  que  (*)  le  rapport  w.  .^A^  -^  f  d  ^^^  ^®™  '  lorsque 
du,  dv  et  dw  tendent  vers  o  :  c'est  pourquoi  nous  dirons  que  la 
dijfférentielle  dy  a  pour  valeur 

(i)  dy  =  -^du'^^dv^^  dw, 

^  ^         àu  àv  dW 

En  particulier,  si  deux  dos  variables  indépendantes  ne  subissent 
pas  d'accroissement,  par  exemple  si  dv  =  dw=  o,  l'accroissement 
dy  se  réduit  à  /  (u)  du,  ce  qui  est  conforme  à  la  définition  de  la 
dérivée  partielle. 

Gomme  le  calcul  des  dérivées,  le  calcul  des  dérivées  partielles  se 
laisse  immédiatement  traduire  en  formules  différentielles.  Les  nou- 
velles formules  ont  exactement  le  même  sens  que  celles  de  notre 
Deuxième  Livre  et  elles  sont  plus  brèves.  Elles  offrent  aussi  cet 

(*)  On  dit  souvent  différentielle  totale,  le  mot  «  totale  »  s'op posant  à 
Tépithète  c  partielle  »  qui  caractérise  les  dérivations  ou  différentiatîons 
effectuées  par  rapport  à  certaines  d'entre  les  variables  seulement. 

(^)  C'est  là  une  conséquence  immédiate  de  la  formule  de  Taylor  (si 
l'on  suppose  la  fonction  j^  développable  en  série  de  Taylor).  On  a  en 
«ffet  (878) 
jp  +  (fy  =/(u  +  du,  u  +  rfu,  u»  +  dw)  =f{u,  u,  w)  +  L/u  rfa  +  /.  da  +  /.  dw] 
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avantage  de  rendre  immédiates  et»  en  quelque  sorte,  intuitives  les 
règles  des  opérations  relatives  aux  dérivées  ordinaires  ou  par- 
tielles. 

Indiquons  brièvement  quelques-unes  des  règles  auxquelles  nous 
faisons  ici  allusion. 

916.  Diiiérentielle  d'une  fonction  de  fonction  et  change- 
ment de  variable  dans  une  intégrale.  —  Soit  y  fonction  de 
Xf  y  =f{x)^  et  X  fonction  de  i,  x=  (p  (t)  :  nous  avons 

dy  —f  (x)  dx      et      dx  =  <p'  (t)  dt  ; 

remplaçant  dx  par  cette  dernière  valeur,  il  vient 

dy=r{xy^'{t).dL 

Une  fois  définies  les  différentielles,  l'intégrale  d'une  fonction 
y  =  f[t)  prise  entre  les  limites  y=aeta;  =  6  peut  —  d'après  sa  dé- 
finition même  —  être  regardée  commeune  véritable  ^omrn^  (somme 
de   différentielles  dy,  donc  somme  de  différentielles /(x)  dx)  que 

l'on   écrit  |     f[x)dx.\A  règle  du  changement  de  variable  (467) 

devient  alors  immédiate.  Si,  en  effet  x  =  (f  (<),  on  a  dx  =^ 
(ff  {t)  dt  ;  donc  l'intégrale  considérée  est  la  somme  des  différentielles 
/  (x)  (p'  {t)  dt,  ou  /  [(p  {t)]  f'  (/)  dt  ;  mais  lorsque  x  varie  de  a  à 
b,  t  varie  [si  l'on  désigne  par  <j>  [x)  la  fonction  inverse  de  o  (t)] 

de  la  valeur  ^  (a)  à  la  valeur  <j>  (6)  ;  donc    /     /{x)  dx  à,  pour 

valeur  |         f[(p  (t)]  (f/  (/)  dt. 
*/+  («) 

917.  Différentielle  d'un  produit,  d'un  quotient,  et,  en  géné- 
ral, d'une  combinaison  de  fonctions  de  plusieurs  variables. 
—  Soit  y  et  z  deux  fonctions  de  u,  v,  w  : 

y  =J  (a,  v,w)  ,  z  =  g  (u,  v,  w). 

Les  dérivées  partielles  du  produit  j'z  sont  (411) 

à  (yz)  ^^    ,      ày      ^ 

ou  ^  ^  =  y  --  -+-  z  e^ ,  etc.  ; 

bu         J  m         bu* 
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la  différentielle  d  (yz)  a  donc  pour  valeur 

\    àu       ''  buj  \    du;       •^  du;/ 

et  Ton  peut,  par  conséquent»  poser 

(3)  d  {yz)  =  y  dz  -+-  z  dy  : 

[car  si  Ton  remplace  dy  et  cfz  par  leurs  expressions,  le  second 
membre  de  (3)  se  transforme  en  le  second  membre  de  (a)]. 

Ainsi  la  formule  (3)  qui  donne  la  règle  de  différentiation  des 
produits  est  la  même  exactement,  que  y  et  z  soient  Jonctions  d'une 
seule  ou  de  plusieurs  variables  [formule  II  du  n""  Q14]. 

C'est  là,  pour  le  calcul,  une  commodité  extrêmement  grande. 
La  même  remarque  s'applique  d'ailleurs,  d'une  manière  générale,  à 
toutes  les  formules  qui  donnent  les  différentielles  d'expressions  algé- 
briques quelconques  dépendant  de  y  et  z  :  ces  formules  sont  vala- 
bles quel  que  soit  le  nombre  des  variables  u,  v,..,  dont  y  et  z  sont 
fonctions  (*). 

918.  DilférentieUe  d'une  fonction  composée.  —  Soit  y  ss 
/(u,  V,  w)  une  fonction  de  trois  variables  qui  sont  elles-mêmes  fonc- 
tions d'une  même  variable  indépendante  t,  La  fonction  y  est  alors, 
par  l'intermédiaire  des  variables,  u,  v,  w,  une  fonction  composée 
de  la  variable  unique  /,  et  l'on  a  (4M) 


dy ày  du 


„  __  ^'  ^    .    dy  rfu  ^  dy  dw^ 
di       du  dt        dv  di       bw  '3t' 

et  par  conséquent  [puisque  g.  dt  =duy...,  -^dt  =dt^],la  diffé- 
rentielle dy  a  pour  expression. 

(4)  dy  =  ^^du-+-~^-du-i-^  dw. 

Cette  formule  ne  diffère  pas  de  la  formule  (i)  du  n""  916.  Ainsi  la 
différentielle  dy  a  la  même  expression,  que  y  soit  fonction  de 
plusieurs  variables  indépendantes  ou  bien  fonction  composée  d'une 


(*)  Les  expressions  en  question  sont   des  fonctions  compoêées  des  va- 
riablei  Ugt*^  f^,..,  •  par  l'intermédiaire  »  de  y  et  x. 


zedby  Google 


396  l'analyse  iufoixésimale 

variable  par  l'intermédiaire  de  plusieurs  autres.  C'est  là  un  nouvel 
avantage  considérable  de  la  notation  différentielle  C). 

QIQ.  Ordres  d'infiniment  petits.  —  En  attribuant  au  n""  913 
les  valeurs/ (/)  dt,  (f'  {i)  dt,...  aux  infiniment  petits  que  nous  avons 
appelés  dy^dz^...  nous  avons  appliqué  un  principe  sur  lequel 
il  nous  faut  insister  un  peu. 

Nous  avions  obtenu  l'égalité  (je  conserve  les  notations  du 
n°  913)  : 

dy=f{t)di-htdt, 

où  nous  supposions/  (/)  non  nul  ;  lorsque  dt  est  très  petit  les  deux 
termes  du  second  membre  sont  très  petits,  mais  l'un,  le  second, 
est  beaucoup  plus  petit  que  l'autre  ;  en  effet,  par  hypothèse,  £  de- 
vient arbitrairement  petit  en  même  temps  que  dt  ;  donc  il  en  est 

de  même  du  rapport  jrrprié  ;  on  exprime  ce  fait  en  disant  que  la 

quantité  gdt  est  négligeable  par  rapport  k  la  quantité  /'(t)  dt 
lorsque  dt  est  arbitrairement  petit  ;  on  dit  aussi  que/'  (t)  dt  est  la 
partie  principale  de  la  somme /(<)  dt  -h  edt.  Quand  dt  devient 
infiniment  petit,  la  somme  dy  se  réduit  à  sa  partie  principale,  de- 
vant laquelle  (quoiqu'elle  soit  elle-même  infiniment  petite)  le  terme 
£  dtf  infiniment  plus  petit  encore,  se  trouve  annihilé. 

Pour  formuler  clairement  le  principe  qui  justifie  ces  conclu- 
sions, nous  allons  d'abord  donner  une  définition  nouvelle.  — 
Soient,  d'une  manière  générale,  a,  |S,...  des  quantités  —  fonctions 
de  la  quantité  dt  —  qui  tendent  vers  o  lorsque  dt  tend  (')  vers  o  : 
nous  dirons  que  a  et  ^  sont  des  «  infiniment  petits  »  du  même 

ordre  de  grandeur  ou  de  petitesse  si  le  rapport  g  tend  vers  une  va- 
leur finie  non-nulle  lorsque  dt  tend  vers  o  ;  si,  par  contre,  g  tend 
verso,  on  dira  que  a  est  d'un  ordre  de  grandeur  inférieur  ou  d'un  ordre 

(<)  Dans  le  cas  particulier  où  y  est  fo notion  de  t  par  llntennédiaîre 

d'une  Tariable  unique  u,  l'égalité  (4)  donne  dy  «  ^  du  1  elle  se  réduit  à 

une  tautologie. 

(*)  Nous  suppôt ons  que  t  reste  fixe. 
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de  petitesse  supérieur  à  Tordre  de  â  ;  si  enfin  ^z  devient  infini  (en  ce 

ft 
cas  ~  tend  vers  o),  on  dira  que  a  est  d'un  ordre  de  grandeur  supé- 
rieur à  l'ordre  de  ]S. 

Gela  posé,  nous  dirons  (c'est  le  principe  qu'énonçait  déjà  Pascal)  : 
la  somme  de  deux  termes  infiniment  petits  d'ordres  différents  est 
un  infiniment  petit  égal  au  terme  dont  l'ordre  est  le  plus  grand 
(devant  ce  terme  l'autre  disparait).  Cette  proposition  a  pour  nous 
la  signification  suivante,  par  où  elle  se  trouve  justifiée  :  si  Tordre 
de  Tinfiniment  petit  a  est  supérieur  à  Tordre  de  jS,  le  rapport  de 
la  somme  ce  -h  ^k  un  infiniment  petit  quelconque  y  (tendant  vers 

o  en  même  temps)  a  la  même  limite  que  le  rapport  -  . 

L'accroissement  infiniment  petit,  dl,  dont  sont  fonctions  les  di- 
vers infiniment  petits  a,  |3,  7,...  que  nous  considérons,  est  souvent 
appelée  infiniment  petit  principal.  Les  infiniment  petits  qui  sont 
du  même  ordre  de  grandeur  que  dt  sont  qualifiés  <(  infiniment 
petits  du  premier  ordre  ».  Les  infiniment  petits  qui  sont  du 
même  ordre  que  le  carré  de  dt  (représenté  par  la  notation  dt*)  sont 
dits  ((  du  second  ordre  »  ;  ces  infiniment  petits  sont  négligeables 

A* 
par  rapport  à  ceux  du  premier  ordre»  puisque  le  rapport  -jr  ,  étant 

égal  à  dt,  tend  vers  o  avec  dt.  D'une  manière  générale,  les  infini-, 
ment  petits  qui  sont  du  même  ordre  de  grandeur  que  la  puissance 
/i«"^,  df*,  sont  dits  «  d'ordre  n  »  ('). 

Des  considérations  analogues  s'appliquent  aux  fonctions  de 
plusieurs  variables.  Ainsi,  si  Ton  a  y=^f{u,  u,  w)  l'accroissement 
dy  qui  correspond  aux  accroissements  du,  dv,  dw  [supposés  subis 
par  les  variables  indépendantes  à  partir  de  valeurs  u,  v^  w,  pour 
lesquelles  les  dérivées  partielles  f^,  /., /„  ne  soient  pas  nulles]  est 
la  somme  de  trois  termes  principaux  /„  du  -h/,  do  -h/v.  dw 
{voir  n?  916),  et  de  quantités  négligeables  par  rapport  à  ces  termes  ; 


(')  La  différentielle  dy  d'une  fonction  /  (t)  est  un  infiniment  petit  du 
premier  ordre  si  la  dérivée  f  {l)  est  non-nulle  pour  la  valeur  considérée 
de  L  Lorsque  f  (t)  est  nul,  il  résulte  de  la  formule  de  Taylor  (873)  que  dy 
est  un  infiniment  petit  du  second  ordre  si  f  (t)  o,  d'ordre  supérieur  si 
f(l)«o. 
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l'ensemble  des  termes  principaux  constitue  la  partie  principale  (^) 
de  dy. 

Les  différentielles  des  variables  indépendantes  sont  dites  infini' 
ment  petits  principaux. 

020.  Différentielles  du  second  ordre.  —  Après  avoir  défini 
les  différentielles  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  variables, 
Leibniz  définit  les  différentielles  des  différentielles,  que  nous  ap- 
pellerons avec  lui  différentielles  dordre  2  ou  différentielles  se- 
condes, 

La  différentielle  seconde  d'une  fonction  y  =/{t)  e&t,  par  défini- 
tion, r accroissement  que  subit  la  différentielle  dy  lorsque  la  va- 
riable indépendante  subit  un  accroissement  arbitrairement  {infini- 
ment) petite  dt. 

Qu'est-ce  h  dire,  et  ne  commençons-nous  pas  à  défier  le  bon 
sens  outre  mesure  ?  Les  infiniment  petits,  passe  encore  ;  mais 
les  parties  infiniment  petites  des  infiniment  petits  ?  Maints 
lecteurs  de  Leibniz  (').  qui  voulaient  bien  à  la  rigueur  admettre 
les  différentielles,  se  refusaient  énergiquement  à  le  suivre  plus 
loin. 

Cependant  les  notions  introduites  au  dernier  n""  lèvent  toutes  les 
diCBcultés  auxquelles  semble  donner  lieu  la  définition  de  la  diffé- 
rentielle seconde. 

Infiniment  petite  par  rapport  à  la  différentielle  dy  dont  elle  est 
l'accroissement,  la  différentielle  seconde  ne  saurait  être  un  infini- 
ment petit  du  premier  ordre  ;  mais  elle  peut  être,  —  et  elle  est  en 
effet,  à  moins  qu'elle  ne  soit  nulle,  —  un  infiniment  petit  du  se- 
cond ordre. 

Désignons  par  d^y  cette  différentielle  seconde,  accroissement  de 
f  {t)  dt.  Lorsque  la  variable  indépendante  t  subit  l'accroissement 
infiniment  petit  dt,  la  fonction /^(/)  [qui  a  pour  dérivée /'(/)]  subit 
l'accroissement y^(/)  dt  ;  quanta  dt,  il  reste  dt  (c*est  Tinfiniment 


(*)  n  se  peut  d'ailleurs  que  un  ou  deux  des  termes  principaux  soient 
négligeables  par  rapport  au  troisième,  puisque  nous  sommes  toujours 
libres  de  prendre  des  accroissements  d^^  dtv  infiniment  petits  par 
rapport  à  du. 

(')  En  particulier  :  Bbrnbard  Nieuwbntijt  (1664-1718). 
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petit  principal  arbitrairement  choisi  par  nous)  ;  donc/(/)  dt  subit 
l'accroissement /'(Z),  dU  dt,  et  nous  écrirons  par  conséquent  : 

d  OÙ  l'origine  de  la  notation  ^,  pour  représenter  la  dérivée  seconde 

/^(O  [?^^  ^^  trouve  définie  comme  le  rapport  de  la  différentielle 
seconde  au  carré  de  la  différentielle  de  la  variable.] 

Remarque.  —  La  différentielle  seconde  de  la  variable  indépen- 
dante (c'est-à-dire  de  la  fonction  y  =  t)  est  nulle.  En  effet,  comme 
nous  venons  de  l'observer,  cf/ n'a  jamais  qu'une  valeur  (celle  que 
nous  choisissons  arbitrairement)  :  lorsque  la  variable  subit  Taocrois- 
sèment  dt^  cet  accroissement  reste  toujours  lui-même  :  c'est, 
dans  le  calcul  des  différentielles,  une  constante  ;  donc  d^t  =  o. 

021.  Différentielle  seconde  d'une  fonction  composée.  ~ 
Etant  donné  la  définition  qui  précède,  on  voit  que  les  calculs  re- 
latifs aux  différentielles  secondes  pourront  toujours  être  ramenés  à 
des  calculs  relatifs  aux  dérivées  premières  et  secondes.  Il  n'y  a  de 
nouveau,  dans  la  théorie  des  différentielles  secondes,  que  la  nota- 
tion. 

Voyons,  à  titre  d'exemple,  comment  se  présentera  le  calcul  de 
la  différentielle  seconde  d'une  fonction  composée  (de  la  variable  t) 
par  l'intermédiaire  de  3  variable  u,  v,  w  ;  posant  y  =f{u,  v,  w), 
nous  avons  (015)  (*)  : 

dy  =fu  du  -h/,  dv  -H  /«  dw. 

La  différentielle  de/,  du  est  la  différentielle  d'un  produit  dont 
les  facteurs  ont  respectivement  pour  différentielles  (')  /L«  du  -h 
-hfu^dv  -hfu^  dw \9±5),  et  (par  définition)  d^u  ;  de  même  pour 
les  termes  en  v  et  ti;  ;  nous  avons  donc 

(5)   d*y  =  ^^du*^^^dv*-hPidw^^a^dudv'h2^dvdw 

^  a  JIL  dwdu^^d}a-h^d'v-h^  d'w. 

bW  du  du  du  àW 

(')  D'ailleun  si  Ton  âéngne  par  <p(<),  ^(t),  6(t)    les  trois  fonctions 
de  Ique  nous  appelons  u,  p,  w,  on  aura  du  «s  cp'  (<)  dt,  d^u  s=  ff  (t)  di^^  etc. 
(*)  Voir  pour  les  notations  le  n^  445. 


zedby  Google 


300  l'analyse    INFINirisiMALE 

022.  Remarque  relative  au  changement  de  variable.  -* 

La  différentielle  seconde,  rf*y,  que  nous  avons  définie  au  n**  920, 
est  la  différentielle  seconde  relative  à  la  variable  t.  Supposons 
qu'après  avoir  calculé  sur  celle  différentielle,  nous  effectuions  un 
changement  de  variable,  en  posant  x  =  fonction  de  t,  et  par  suite 
t=  fonction  de  x,  soit  t=zg{x),  d'où  y  =  f[g  [x)].  Par  rapport 
i  la  nouvelle  variable,  nous  avons  une  nouvelle  expression  de  la 
différentielle  seconde.  Si  nous  désignons  alors  celle-ci  par  cPy,  ce 
symbole  aura  désormais  un  autre  sens  que  dans  nos  calculs  pri- 
mitifs, et  nous  commettrions  une  erreur  si  nous  remplacions  dans 
nos  anciennes  formules  d*y  par  sa  nouvelle  expression.  En  d'autres 
termes,  les  deux  expressions  de  la  différentielle  seconde  (par  rap- 
port à  t  et  par  rapport  à  x)  ne  sont  pas  interchangeables  (*). 

(M  Au  contraire  les  différentielles  premières  sont  interchangeables. 
Quelle  que  soit  la  quantité  que  l'on  prend  comme  variable  indépendante, 
dy  a  toujours  la  même  valeur.  —  Si  l'on  négligeait  la  remarque  que  nous 
venons  de  faire,  on  serait  exposé  à  de  graves  erreurs.  Considérons^  par 
exemple,  deux  variable  x  et  y,  fonction  d'une  même  variable  t  : 

(A)  ^=/(0,         :r  =  ?(0. 
Nous  avons  d'après  ce  qui  précède 

(B)  ifî  V  =  9"  {t)  A2  el  dx  =  /  (<)  dt. 

Puis- je  en  conclure  que  la  dérivée  seconde  y\  de  y  par  rapport  à  x  est 
égale  il  ^  ou  h-Tj\  ?  Ce  serait  une  faute  :  en  effet  dans  l'égalité  (B) 

d*y  déêigne  la  différentielle  seconde  de  y  par  rapport  à  f  ;  au  contraire 

d*y 
lorsque   je   pose  :  y,  =■  ^  ,  j'entends,  par  cl 'f/ la  diffirentieUê  eeconde 

de  y  par  rapport  à  x. 

Pour  calculer  la  dérivée  seconde  de  la  fonction  y  de  a;  définie  par  les 
égalités  (A),  je  devrai  raisonner  comme  il  suit  :  La  dérivée  première  est 

y-  =  y^  '-  o"    di 

La  dérivée  seconde  est  -^  ^  ,  ou  -^  .  Tout  reviant  donc  à  calculer 

la  différentielle  de  f/«  (ou  ^j  par  rapport  à  t.  Cette  différentielle  (diffé- 

dx  <f*v  — —  dy  d*fl? 
rentielle  dun  quotient)  est  (914)  dx*    *  ^'**  ^®°® 

•   dx  d^y  —  dy  d^x 

y* ^s — r  • 

formule  qui  est  valable  quelle  que  soit  la  variable  indépendante  t 
Dans  le  cas  particulier,  où  x  est  la  variable  indépendante  (mais  en 
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923.  Différentielle  seconde  d'une  fonction  de  plusieurs 
variables.  —  Les  diflFérentielles  secondes  des  fonctions  de  plu- 
sieurs variables  se  définiront  comme  celles  des  fonctions  d'une  va- 
fiable  et  se  calculeront  suivant  les  mêmes  règles.  D'ailleurs»  les 
différentielles  secondes  des  vaîiables  indépendantes  (dont  les  ac- 
croissements sont  infiniment  petits  principaux)  seront  toujours 
nulles  ainsi  que  nous  Tavons  fait  observer  au  n""  921 . 

Ainsi,  si  y  =  /(u»  v,  w)  est  une  fonction  de  trois  variables  in- 
dépendantes, u,  V,  w,  sa  différentielle  seconde  est  donnée  par  la 
formule  (5)  oà  ton  doit  faire  d*u  =  d^v  =  d^w  =  o  : 

On  voit  par  là  que  à  l'inverse  de  ce  qui  se  passait  pour  les  diffé- 
rentielles premières,  la  différentielle  seconde  de  y  a  des  expressions 
différentes  suivant  que  y  est  fonction  composée  d'une  variable  ou 
fonction  de  plusieurs  variables. 

924.  Différentielles  d'ordre  supérieur.  —  Gomme  on  a  dé- 
fini les  différentielles  du  second  ordre,  on  définira  les  différentielles 
d'ordre  3,  4,  etc.  L'étude  de  ces  différentielles  ne  soulève  aucune 
difficulté  nouvelle. 


4.  —  Equations  différentielles.  —  Différentielles  totales. 


925.  Equations  différentielles.  —  Considérons  une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  (472),  résolue  par  rapport  à  la  dé- 
rivée et  mise  sous  la  forme 

(i)  y  =  V(x.y)         ou  ^  =  F(x.y): 

cette  égalité  signifie  que  toute  intégrale  de  Téquation  est  une  fonc- 
tion dcrc,  soit  y  =  /(a?),  telle  que  sa  différentielle  (pour  une  valeur 
quelconque  de  x)  ait  pour  expression 

dy  =  F  [x,  f  {x)]  dx. 


ce  cas  8eulement)j  on  a  (q*'  921)  d^x  s:  o,  et  la  fraction  se  réduit    à 
dxd^       d*y 
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Conformément  à  ce  point  de  vue  on  écrit  souvent  l'équation  (i) 
[et  de  là  vient  le  nom  d*œquatio  differentialis  que  lui  a  donne 
Leibniz]  sous  la  forme 

(fy  =  F  [x,  y)  dx  ; 

ou  encore,  en  multipliant  les  deux  membres  par  une  même  fonc- 
tion Q  {x,  y),  et  posant  F  (x,  y)  Q  (ar.  y)  =  —  P  {x,  y),  on 
écrira  (*)  : 

P  (a;,  y)Jx-^Q  (x,  y)  dy  =  o. 

Les  calculs  qui  conduisent  à  l'intégration  de  l'équation  se  trou- 
vent parfois  simplifiés  lorsqu'on  adopte  ce  point  de  vue. 

Exemples.  —  L  Soit  proposée  l'équation  à  variables  séparées 
y  =  xy,  ou  dy  =  xydx  ;  divisant  par  y,  nous  avons 

-^  =  xdx  ; 

,y 

les  deux  di&ërentielles  y-^  dy  eix  dx  étant  égales,  les  intégrales 
dont  elles  sont  les  différentielles  ne  peuvent  différer  que  par  une 
constante  ;  donc  on  peut  écrire  immédiatement 

/oj  y  =  ^  -4-  C, 

résultat  conforme  à  la  règle  donnée  au  u?  483. 
IL  Soit  proposée  l'équation 

(a)  (3  /  —  a  xy)  j'  =  7  —  3  x»  ; 

je  puis  récrire  : 

(3)  (3  rr«  —  y)  c/x  -h  (3  y*  —  a  yx)  dy  =  o 

Or,  je  remarque  que  le  premier  membre  de  (3)  n'est  autre  chose 
que  la  différentielle  de  la  fonction  de  deux  variables  z  =  a?'  -+-  y* 

—  ocy*.  Pour  que  cette  difierenlielle  (3)  reste  nulle,  il  faut  et  il 
sufiBt  que  x  et  y  varient  de  façon  que  la  fonction  z  reste  cons- 
tante  (la  différentielle  d'une  constante  est  nulle).  Donc  l'intégrale 

(')  «  Omnis  asquatio  differentialis  primi  gradus  [ordre]^  -»  dit  Jban 
Bermoulli  (Modua  generalia  constituendi  omnea  mquaiionea  diffenniiaUi 
primi  gradus,  apud  Acta  Etuditorum,  novemb.  1696,  Œut.,  t.  I,p.  i23) 

—  ezprimi  potest  per  huno  s  dx  =&  zdy,  potito  litteras  a  et  2  denotare 
qoantitates  formatas  ex  x^  y  et  congtantibus.  B 
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généràlede  l'équation  proposée  est  \si  fonction  y  de  x  définie  parla 
relation  impliàie  ce*  -»-  y'  —  ocy^=  C,  où  C  est  une  constante  arbi- 
traire. 

Q26.  Différentielle  totale  exacte.  —  La  méthode  que  nous 
venons  de  suivre  pour  intégrer  l'équation  (2)  se  rattache  à  un  pro- 
blème général,  qui  est  le  suivant  : 

P  {x,  y)  et  Q  {Xf  y)  étant  deux  Jonctions  des  variables  x  et  y, 
considérons  ^expression 

(4)  P{x,y)dx^Q{x,y)dy: 

A  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  deux  fonctions  pour 
que  cette  expression  soit  la  différentielle  d'une  fonction  dexety? 

Nous  voulons  en  d^autres  termes  qu*il  existe  une  fonction  z  de 
X  et  y  telle  que 

dz  =  (Pa:.  y)dx  -^Q  (x,  y)  dy  ; 

nous  dirons,  s'il  en  est  ainsi,  que  l'expression  (4)  est  une  différen- 
tielle totale  exacte  ou  différentielle  totale  (*). 
Pour  résoudre  la  question,  remarquons  que,  d'après  le  n""  916, 

si  la  fonction  z  existe,  sa  différentielle  est  --  cfcc  -+-  —  dy  \  donc  on 

devra  avoir 

(5)  P(x.^)=g;Q(x.:r)  =  :-^ 

On  déduit  de  là,  en  dérivant  respectivement  par  rapport  à  y  et  à  a;  : 

dP  {x,  y)  _  d'z  ,  dQ  (rc,  y)  __    hH 

dy  dxôy  '  hx  by  bx  , 

ce  qui  montre,  d'après  le  théorème  du  n""  446,  que  les  fonctions  P 

et  Q  sont  telles  que 

(e\  à^{x.y)_bQ{x.y) 

^  '  by  bx 

Ainsi,  pour  que  F  expression  (4)  satisfasse  à  la  condition  requise, 
l  faut  que  les  fonctions  P  etQ  satisfassent  à  la  condition  exprimée 


(*)  Différentielle  de  z,  voir  supra,  p.  293,  note  i. 
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par  V égalité  (6).  —  Nous  allons  montrer  que  cette  condition  né- 
cessaire est  en  même  temps  suffisante  ;  plus  précisément  nous 
allons  faire  voir  que,  si  elle  est  remplie,  la  détermination  de  la 
fonction,  ou  plutôt  des  fonctions  z  (car  il  en  est  plusieurs),  qui 
ont  pour  différentielle  totale  l'expression  (4),  se  ramène  (')  au  cal- 
cul de  deux  intégrales  indéfinies. 

027.  Intégration  de  la  différentielle  totale.  —  Supposons 
donc  la  condition  (6)  satisfaite,  et  cherchons  à  déterminer  une 
fonction  z  pour  laquelle  les  égalités  (5)  soient  vérifiées.  Cette  fonc- 
tion, admettant  P  (x,  y)  comme  dérivée  par  rapport  à  x,  sera  une 
fonction  primitive  /  P  (x,  y)  dx,  de  la  fonction  P,  dans  laquelle  on 
traite  y  comme  une  constante.  On  aura  donc  ('),  en  appelant  Xoun 
nombre  constant  (d'ailleurs  arbitraire)  : 

(7)  z=    j      Pix.y)dx-hg. 

OU  g  est  une  constante  arbitraire,  je  veux  dire  un  nombre  arbi- 
traire qui  n'est  pas  fonction  de  x,  mais  que  nous  pouvons  supposer 
Jonction  de  y  puisque  nous  traitons,  pour  le  moment,  y  comme 
une  constante. 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer^  de  façon  à  obtenir  une  fonc- 
tion z  de  la  forme  (7)  telle  que  ^  =  Qi^yy)- 

La  dérivée  par  rapport  à  7  de  la  fonction  (7)  s'écrit  [en  posant 
g  z=:  g  (y)  puisque  g  est  fonction  de  y]  : 

Or,  on  démontre  (nous  reviendrons  sur  ce  point  au  n"*  933)  que 

(*)  Nous  prouverons  ainsi  l'existence  des  fonctions  2  en  les  calculant. 

(*)  Quel^que  soit  Xq  (nombre  constant),  la  fonction  de  or,  /  /  (x)  dx  est 
une  fonction  primitive  de  /  (x).  Donc  l'intégrale  générale  de  /  (x)  peut 
s'écrire   /     f  {x)  dx  +  g  [constante  arbitraire]. 


zedby  Google 


ÉQUATIONS    DIFFÉUENTIEI.LES.     —    DIFFÉREM'IELLES    TOTALES       3o5 

expression  égale  à  /  ^-^^-^  dx,  puisque  nous  supposons  T éga- 
lité (&)  salisjaite.  Mais  cette  dernière  intégrale  est  immédiatement 
calculable:  en  traitant  y  comme  une  constante,  nous  avons  comme 
intégrale  inidéfinie  Q  (ce,  y),  et  par  conséquent  (906)  : 

Il  résulte  de  là  que  le  second  membre  de  (8),  est  égal  à  Q  (^»y) 
—  Q  (^o,y)  -h  g'  (y).  Par  conséquent,  pour  que  --  soit  identique 
à  Q   (x,  y),   il  faut   et  il   suffit  que  jf'  (y)   =  Q  (x^^,  y).   Nous 

n'aurons  donc  qu'i  prendre  (  *)  g  (y)  z=   l     Q  (xq,  y)  dy,  où  y^ 

est  un  nombre  constant  arbitraire.  A  ce  choix  de  g  (y)  corres- 
pondra h  fonction  de  forme  (')  (7), 

2=    f    P(x.y)dx-^    /     Q(^o^y)<v 

qui  satisfait  aux  conditions  voulues  quelles  que  soient  les  valeurs 
données  aux  constantes  x^  et  yo  :  elle  est  Vintégrale  générale  de 
l'expression  (/|). 


028.  Différentielle  totale  exacte  d'une  f onotion  de  trois  Ta- 

riables.  —  Le  problème  que  nous  venons  de  rcsondre  concerne 
les  fonctions  de  deux  variables.  On  résoudra  de  la  mé^nie  manière 
le  problème  équivalent  relatif  aux  fonctions  de  trois  varial)l('s,  el 
ion  sera  conduit  aux  résultats  suivants  : 

Soient  P,  Q,  Il  trois  fonctions  de  trois  variables  j\  y.  r.  I.a  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  f/ue  te.rpression 

(9)  P  (X,  y,  c)  dx  -h  Q  (.c,  y,  :)  dy  -\-  U  (x,  y,  z)  dz 


C)  Q  ("^fi»  y  ^^^  ""^  fonction  do  la  seule  variable  y  puisque  x,  est  un 
nombre  constant. 

(^)  On  n'oubliera  pas*  que,  dans  le  calcul  de  la  première  int/grale,  y 
doit  être  trailée  comme  une  constante  ;  dans  h'  calcul  de  la  seconde, 
j"„  est  constante. 

BoiTROUx    —  Les  Princip3^  Jiî  l'Anily»'  mitli  "  nal  pn.      II  20 
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soit  la  différentielle  totale  d'une  fonction  de  x,  r,  z  est  que  les 
fonctions  P,  Q,  R,  satisfassent  aux  relations  : 

by        bx       '       àz         ày      '       ^^        ^^ 

Si  ces  conditions  sont  satisfaites,  toutes  les  fonctions  z  qui  ad- 
mettent l'expression  (9)  comme  différentielle  totale  sont  données 
par  la  formule 

z=    I     ?(x.y,z)dx-h    i     Q{xo,y.  z)  dy  -^-    l     f^  (x^,  ïo^  z)  dz, 
OÙ  Xq,  yo»  ^ù  sont  des  constantes  arbitrairement  choisies. 

S.  —  intégralos  définies. 


929.  —  Après  avoir  cherché  à  mettre  en  lumière  le  rôle  et  la 
portée  du  calcul  infinitésimal,  nous  allons  très  brièvement  passer 
en  revue  quelques-unes  des  applications  les  plus  importantes  de  ce 
calcul.  Nous  commencerons  par  ajouter  quelques  compléments  à 
la  définition  des  intégrales  définies. 

930.  Renversement  d'une  intégrale.  —  Nous  avons  défini 

l'intégrale  définie  (*)    /    /(x)  dx  en  supposant  a  <  6.  Mais  rien 

évidemment  ne  nous  empêche  d'étendre  notre  définition  au  cas 
où  a  >  6,  en  prenant  toujours  comme  valeur  deTinlôgrale  la  diffé- 
rence G  Ib)  —  G  (a)  [j'appelle  G  (x),  comme  au  n*  906,  l'une  quel- 
conque des  fonctions  primitives  de/(x)].  Il  suit  de  cette  définition 
que  l'on  a  toujours 

rb  f*a 

f(x)dx  =  -         f(x)dx. 

K/a  J 

(')  La  définition  de  cette  intégrale  donnée  aux  n^^  ^k\Ç^  et  ç  o^  suppose 
que  la  variable  et  la  fonction  sont  toutes  deux  réelle».  Nous  oonti- 
nucroni  à  faire  cette  hypothèse.  Il  ne  sera  pas  question  de  nombres 
imaginaires  dans  ce  paragraphe  et  dans  les  suivants. 
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Je  conviens  de  dire  que  la  première  de  ces  deux  intégrales  est 
«tendue  h  l'intervalle  a,  6  (suivi  de  a  en  b)  et  la  seconde  à  Tinter- 
valle  6,  a  :  je  dirai  alors  que  :  Yinlégrale  définie  change  de  signe 
lorsquon  renverse  liniervalle  auquel  elle  est  étendue. 

930  6(s.  Décomposition  de  rintenralle  d'intégration.    —  Il 

résulte,  d^autre  part,  de  la  définition  de  l'intégrale  définie  que  Ton 
a  toujours 

L  /  (x)  dx  =    /  V(^)  dx~^    f  f{x)  dx, 

quels  que  soient  les  nombres  a,  6,  c,  entre  lesquels  on  suppose  la 
fonction  f{x)  continue. 

931.  Cas  d'un  intervalle  d'intégration  iniini.  —  Supposons 
maintenant  que,  laissant  a  fixe,  nous  fassions  croître  b  indéfiniment 
(jusqu'à  -h  00  ).  Est-il  possible  que  la  valeur  de  l'intégrale  tende 
vers  une  limite  finie  P 

On  peut  géométriquement  se  rendre  compte  que  oui  :  Si,  en  cfTet, 
la  courbe  y  =f{x),  est  asymptote  à  Taxe 
Oxj  il  se  peut  que  l'aire  comprise  entre  la    «^        M 
courbe  et  son  asymptote,  limitée  à  gauche 

par  une  droite  AM,  ait  une  valeur  finie      t L 

quoiqu'elle  se  prolonge   indéfiniment  en  ^ 

s^amincissant  de  plus  en  plus  :  nous  dirons 

f{x) 

étendue  à  l'intervalle  a,  -+-  oo  . 

Algébriquement,  nous  pouvons  facilement  former  des  exemples 
d'intégrales  étendues  de  a  à  -f-  oo  .  Soit  par  exemple/ (x)  =  x^^  : 
nous  aurons  (') 

r*-*^  =[--?=--       ~ 

Ja      X^  L        x\a  b  a 

(<)  Sur  la  notation  1  — ^  I     .  voir  supra,  p.  283.  note  i. 
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Quand  6  augmente  indéfiniment,  x  tend  vers  o,  et  Ton  a 

J^       dx I 

On  arriverait  à  une  condition  semblable  pour/(aj)  =  a:~*,  si 
m  est  un  nombre  positif  quelconque  supérieur  à  i . 

On  démontrera  pareillement,  par  des  méthodes  que  nous  ne 
pouvons  ei poser  ici,  que  l'on  a 

Jsinx  j         ^-  .    r     ^-'     j         s/'^ 


932.  Cas  où  la  fonction  devient  infinie.  —  Supposons  main- 
tenant que  ce  soit,  non  pas  la  variable,  qui  devienne 
infinie,  mais  bien  la  fonction,  pour  une  valeur 
isolée  c  de   la  variable.     Considérons   l'intégrale 

étendue  à  un  intervalle  a,  b  ne  conte- 


L  f  (^)  ^^  ^^ 


nant  pas  c,  mais  dont  Textrémité  b  est  voisine  dec, 

Fiiç  2(jo,  .      ,  . 

puis  faisons  tendre  6  verse.  Si,  dans  ces  conditions, 
l'intégrale   1    /(x)  dx  tend  vers  une  limite,  cette  limite  sera,  par 

définition  la  valeur  de  l'inlégrale    I    /  [x)  dx  ;   elle  représentera, 

géométriquement,  l'aire  comprise  entre  l'axe  des  a:,  la  verticale 
AM,  un  arc  de  courbe  asymptote  à  la  droite  y  =  (\  et  cette  asymp- 
tote elle-menie  ('). 

{»)  Si  /  .ri,  infinie  pour  ce  =  r,  est  telle  que    /     /  (.r)  dx  ait  un  sens,  on 

rb 
pourra  également  attribuer  un  sens  à  1  intégrale    /      /  {x\  dx  étendue  à 

un  intervalle  a,  b  contenant  c.  On  posera  conformément  à  la  règle  habi- 
tuelle (nO  930  bis)  : 

•h  /v  .'h'  V  /V 

et  l'on  définira  ces  deux  dernières  intégrales  comme  il  vient  d'être  dit. 
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Exemple  —  Soit/(x)  =  /     -      ;  celte  fonction  devient  infinie 

'pour  X  -^  c  \  son  intégrale  indéGnie  est  2  /  x  —  c  h-  const  ;  donc 
dx 


i: 


-=  2  )fh-^  c  —  3  /~â  —  c  * 
s/  X  —  c 


lorsque  h  lend  vers  c,  on  a  â  la  limite  : 


r 


dx  j 


fa  /  X  —  C 

On  arriverait  à  une  conclusion  semblable  pour  y(x)=(x  —  c)^"», 
^st  si  m  un  nombre  positif  quelconque  inférieur  à  i . 

933.  Intégrale  définie  fonction  d'un  paramètre Il  ré- 
sulte —  ne  l'oublions  pas  —  de  la  définition  de  l'intégrale  définie 


r 


/  (x)  dx,  que  cette  intégrale  n*est  point  fonction  de  la  va- 


riable X  :  son  expression  ne  contient  pas  la  lettre  x  et  sa  valeur 
dépend  seulement  des  valeurs  de  a  et  de  b.  Supposons  par  contre 
que  Texpression  de/  (x)  dépende  non  seulement  de  x,  mais  d'une 
autre  lettre  y  représentant  une  quantité  arbitraire  {paramètre).  Le 
|)aramètre  doit  être  traité  comme  une  constante  |dans  le  calcul  de 
rintégrale  ;  mais  il  figure  dans  l'expression  de  celle-ci  ;  l'intégrale 


r 


/(x,  y)  dx  est,  par  conséquent,  une  fonction  de  y. 
Exemple,  —  Soit  considérée  l'intégrale  1    e"^  dx  -  Traitant  y 
•comme  une  constante,  j'ai  comme  intégrale  indéfinie  -  «  ^  ;  donc 
r  e  ^^  dx  =  ^  («  '^  -  e  '^)  =  Jonction  de  y. 

Les  fonctions  ainsi  définies  au  moyen  d'intégrales  interviennent 
dans  de  nombreuses  question»  d'Analyse.  Il  est  donc  fort  utile  de 
savoir  calculer  leurs  dérivées.  On  y  parviendra  en  appliquant  le 
théorème  suivant  : 

Si  a  et  b  sont  deux  nombres  constants  (*)  etf[x,y)  une  fonction 

(*)  On  pourrait  envisager  aussi  une  intégrale  définie   pour  laquelle 
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de  xety  fia  fonction    |    /(jcj)rfx,  dey,  a  pour  dérivée   I     V  ^^'^'^dx^ 

J  a  J  a  ^y 

Ce  théorème,  dont  nous  nous  sommes  déjà  servis  au  n^  927,  for- 
mule la  règle  dite  «  règle  de  dérivation  sous  le  signe  1  »  :  il 
nous  apprend  que  pour  dériver  notre  intégrale  par  rapport  ky  ii 
suffit  de  dériver  la  fonction  sous  le  signe  l  (la  dérivée  est  une  dé- 
rivée partielle,  puisque /est  fonction  de  deux  variables). 

Pour  établir  ce  fait,  posons  : 

f{x,y)dx=     F  {y) 


£ 


et  faisons  subir  à  y  un  accroissement  h  :  l'accroissement  de   la 
fonction  sera  (*)  : 


d'où  {')  : 


F(r-+-/i)-F(y)=  j^   [f{x,y-^h)^f{x.y)]dy 

f'  Ja  ^ 


Supposons  alors  que  nous  donnions  h  A'des  valeurs  arbitrairement 
petites  ;  le  premier  membre   tendra  vers  F'  (y)  ;  d'autre  part,  la 

fonction  sous  le  signe    j    au  second   membre  tendra  vers -'^^-^ 

[d'après  la  définition  de  cette  dérivée],  et  Ton  peut  déduire  de 
là  (par  un  raisonnement  que  nous  nous  dispenserons  de  détailler) 
que 

la  proposition  énoncée  est  ainsi  démontrée. 

les  linutes  a  et  6  de  i'întervaUa  d'iBtégnrtton  seraient,  comme  l'exprès* 
•ton  /,  fonction  de  y  :  on  a,  pour  une  telle  intégrale  définie,  un  théorème 
voisin  de  celui  que  nous  énonçons  ici,  mais  un  peu  plus  compliqué. 

(')  La  différence  des  intégrales  de  deux  fonctions  étant  égale  à  rinté- 
gMie  de  la  différence  de  ces  fonctions  d'après  le  n^  456. 

(')  Pour  diviser  l'intégrale  par  h  (nombre  indépendant  de  a),  il  sufGt  de 
diviser  par  h  la  fonction  intégrée  (sous  le  signe  f)» 
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934.  AppUoation  de  la  théorie  des  intégrales  déiiiiiee.  — 

La  théone  des  intégrales  définies  sert,  en  particulier,  à  représenter 
et  à  étudier  certaines  fonctions  inconnues  épni  il  ne  serait  pas 
possible  de  donner  directement  une  expression  algébrique  simple. 
C'est  ainsi,  que  Ton  peut  représenter  par  des  intégrales  définies 
les  intégrales  de  Téquation  différentielle  linéaire  (^^ua/Zon  deBessel) 

""  S  ^(""^  ^ '^^  "^"^^^"^  • 
on  démontre  que  cette  équation  est  satisfaite  par  Ia  fonction  de  x  ; 

cosa;z(i — z*)       ^  dz. 
Plus  généralement  considérons  Téquation  linéaire 

dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  du  premier  degré  en  x.  On 
démontre  (^que  l'on  peut  satisfaire  à  cette  équation  par  une  fonc- 
tion de  X  de  la  forme 

(3)  y=j^    V(z)e        dz, 

OÙ  V  {z)  est  une  fonction  de  z  convenablement  choisie. 

(')  Faisons  d'abord  quelques  remarques  préliminaires.  Dérivant  Téga- 
lité  (3)  d'après  la  règle  du  n^  933  nous  aurons  : 

D'autre  part  nous  aurons  {x  devant  être  traité  comme  une  constante)  : 

xjr  =    /       xV  (z)  e"  dz 
Intégrais  par  parties  en  potant  : 

xV  (z)  «"  =  V  ^        où       u  =  e" 
nous  avons  (voir  p.  283  note  i,  sur  la  signification  du  crochet)  : 


:cy  =  [V  (z)  e"]^  -  ^\'  (.)  e- rfz. 

able  nous  donnent  ^  ^  ®*  ^  ^  • 
Nous  constatons  unsi  que,  lorsqu'on  remplace  y  par  l'intégrale  (3),  le 


(2tf  dhj 

Un  calcul  semblable  nous  donnent  ^  ^  ®^  ^  ^ 
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935.  Séries  de  Fourier.  —  Nous  allons  indiquer  une  autre  ap- 
plication de  la  théorie  des  intégrales  définies  qui  conduit  à  un  re- 
marquable développement  en  série. 

Soit/(x)  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  ( — tt,  -+-  n).  Je 
me  propose  de  représenter  /  (ce)  par  un  développement  de  la 
forme  : 

(4)  /(aï)  =  «0  -+-  ûi  cos  X  H-  6t  sin  «  -h  ...  -f- a„  cos nx  -h  6„  ain  /u?  H-  ... 

Commençant  par  supposer  provisoirement  que  ce  développement 
existe  bien,  je  cherche  à  calculer  les  valeurs  qu'y  auront  les  coef- 
ficients a  et  b.  Je  constate  alors  que  ces  valeurs  résultent  immé- 
diatement du  calcul  de  certaines  intégrales  définies. 

936.  —  Considérons  les  intégrales 

X-f-i:  /•-hit 

008  mx  dx,  I         sin  mx  dx. 

Ellcssonlégales(*)à-  I  sin  mir— 5in(— mir)  jet— I  cosmTr~cos(— mr)  J 
cl  sont  par  conséquent  toutes  deux  nulles. 

premier  membre  de  l 'équation  (2)  devient  : 

^E)  [(ao  r«  -f-  «,  ^  +  «î)  «"  V  (r)]^ 

-{-fj  [(6o'«  +  6.^'4-6i)V(x)-(a  6or  +  6,)Vir)-.(aox'  +  ai:  +  a,)V'(r)Je"ife. 

Supposons  alors  : 

i^  que  nous  déterminions  la  fonction  V  (z)  de  façon  que  : 

\'(z)  _  6ç^«  4-  (6t  -  g  60^  >  4-  <>2  -  ^! 
V  [z]  "  «0  '*  +  «1  *  +  «i 

en  sorte  que  la  fonction  sous  le  signe  f  soit  nulle  ; 

o9  que  nous  prenions  pour  x  et  ^  deux  valeurs  de  2  pour  lesquelles  le 
produit  (a^  z*  -f-  a,  2  -f  Oi)  V  (2)  soit  nul,  en  sorte  que  le  premier  terme 
de  l'expression  (E)  soit  nul  [la  fonction  entre  crochets  prenant  la 
même  valeur  o  pour  z  »=  o  et  z  s  ^j. 

Alors  l'expression  (£)  et,  par  conséquent,  lo  premier  membre  de  (2) 
sera  nul  quel  que  soit  :r  ;  en  ce  cas,  par  conséquent,  l'expression  (3) 
•léfinîra  bien,  comme  nous  l'avons  annoncé,  une  intégrale  de  l'équation 
différentielle  (a). 

Ce  résultat  a  été  obtenu  par  Laplace. 

{*)  Les  intégrales   indéfinies  sont  —  sin  mx  +  conat  et  —  —  cos  mi* 
**  II»  II* 

-f  oonst.  D'ailleurs  sin  mn  et  sin  ( —  miz)  sont  nuls,  et  l'on  a  (n^  160) 

i.03  m:r  ^  cos  ( —  /im). 
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Considérons  de  même  les  intégrales 

I         C08  mx.  CCS  px    dx,  I  sin  mx.  sin  px  dx, 

où  je  suppose  les  entiers  m  et  p  différents.  Je  calcule  facilement 
<;es  intégrales  en  appliquant  la  règle  du  n""  464.  Je  constate  ainsi  (') 
^ue  les  deux  intégrales,  étendues  &  l'intervalle  — ;:,  -H  7r,  sont  nulles 
quelles  que  soient  les  valeurs  (différentes^  de  m  et/). 

J'établis  de  même  que  l'intégrale  i         cosmx.  sinpxr/xestnulle 

<]uelles  que  soient  les  valeurs,  différentes  ou  égales,  de  m  et  de  /). 
Par  contre,  je  constate  que,  quel  que  soit  m,  les  intégrales  (') 

I  ces*  rnx ,  dx,    1  sin*  mx  .  dx 

•sont  toutes  deux  égales  à  r. 

937.  —  Ces  remarques  faites,  considérons  successivement  les 
kIcux  intégrales  définies 

ces  nx  .f(x)  dx,    j  sin  nxf(x)  dx, 

où  n  est  un  entier  positif  quelconque.  J'aurai  diaprés  t égalité  (4) 
{[ue  je  suppose  vérifiée  : 

I  €08  nx  , / (x)  dxz=a^  1  cosrrix  dx -\-  a^  |  cos  nxco%xdx 

-h-  6i  I         cos  nx  sin  x  (f x  -h  ...  -h  a„  I         cos*  fix  rfx 

j: 

(•)    On   a,  par    exemple,  ycog   mx.cos  px  dx    ^=^  -  1 ^  — 

,    tin  (m  +  p)  xl  .     ,         -  _         ... 

""     — L  4.  p  —  J,  expression  qui  s  annule  aux  deux  limites,  — r  et 

+  ic,  de  l'intervalle  d'intégration. 

(')  On  a  [formules  (6)  du  n®  382 1  :  cos*  iiix=  ^ cos  1  mx  ^^^j^^j^^ 

_  1  —  coa  2  mx                        .  *^      1       jii.   .             .  J        a;   ,    sin  2  mx 
= .  Les  deux  intégrales  définies  sont  donc      A â  m  . 


6„  I         cos  nx  sin  nx  dx 
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Il  résulte  des  remarques  qui  précèdent  que  toutes  les  intégrales 
défi/lies  du  second  memlrj  sont  nulles,  sauf  une,  celle  qui  multiplie 
an,  laquelle  a  pour  valeur  tt.  L'égalité  ci-dessus  se  réduit  donc  à 

cos  nx  .f{x)  dx  =  ir  a„. 


r: 


Elle  donne  la  valeur  du  coefficient  Un  sous  la  forme  d!" une  intégrale 
définie  que  l'on  pourra  calculer  si  ton  connaît  (comme  il  est  sup- 
posé) la  fonction  J{x). 

Un  calcul  semblable  conduira  à  ; 


X 


sin  nx  ./(x)  dx  =  it  b„. 


1C 


Ainsi,  en  donnant  à  n  toutes  les  valeurs  entières,  nous  aurons 
tous  les  coefficients  a,,  6,,  etc.,  de  la  série  (4).  Reste  à  calculer  a^ 
que  nous  obtiendrons  comme  il  suit.  Nous  avons  : 

X'-^-^  r+r.  /.-fTT  ^4.- 

f{x)dx=  I         a<,(/a?H-a,   I         cos arrfx -h 6,  |         sin ardar -4-... 

Dans  le  second  membre,  toutes  les  intégrales  définies  sont  nulles 
sauf  la  première  qui  a  pour  valeur  (»)  2  tt  a^. 
Donc 

f(x)  dx. 

Los  valeurs  des  coefficients  de  la  série  (4)  ayant  été  ainsi  cal^ 
cult'c>,  il  reste  à  démontrer  que  la  série  est  convergente  dans  r in- 
tervalle ( —  7c,  -i-  n)  et  a  bien  pour  somme  f{x)  [d'où  résultera  que 
le  développement  de/(a;)  sous  la  forme  (l\)  existe  effectivement]. 
Nous  nous  dispenserons  de  faire  cette  démonstration.  Elle  a  été 
failc  par  Fourier  (^)  dont  le  nom  est  resté  attaché  aux  séries  de  la 

et  \^ ^— —  .  Le  sinus  s'annule  pour  a;  =  d=it  ;  les  deux  intégrales 

(      L'intégrale    indéfinie  est  a^x  +   eonai  ;  l'intégrale    définie    est 

(*)  Théorie  analytique  de  la  chaleur,  par  M.  Fourier,  Pjiris,  182a 
(B.  Nat.  R.  3  139),  art.  219  sqq.  L'étude  de  la  série  (4)  avait  été  faite 
dans  des  cas  particuliers  par  Euler  (1748),  par  Clairaut  (1764)  et  par 
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forme  (/|)  ^on  les  appelle  [^plus  généralement  '  lorsqu'on  ne  fait 
aucune  hypothèse  sur  la  nature  des  coefficients)  séries  tr'njanomé- 
tri(]iies\.  D'ailleurs  lesf résultats  obtenus  par  Fou rier  dépassent  con- 
sidérablement le  cadre  où  nous  sommes  actuellement  placés, 
puisque,  comme  (nous  le  verrons  plus  loin),  ils  s'applicpient  u  des 
fonctions  qui  ne  sont  pas  nécessaircmonl  continues. 


6.  —  intégrales  curvilignes. 

938.  —  Nous  allons  faire  connaître  dans  ce  paragraphe  une 
importante  extension  dé  la  notion  d'intégrale  déRnie  en  définissant 
Vinléijrale  curviligne  étendue  à  une  courbe  (plus  précisément  à  un 
arc  de  courbe). 

Soit  donné  un  arc  de  courbe  plane  orienté  d'origine  A  et  d'ex- 
trémité B,  que  je  désignerai  pas  C  ;  je  supposerai  la  courbe  définie 
par  une  équation  relative  à  deux  axes  de  coordonnées  Ox,  Oy. 

Soient  d'autre  part  P  (x,  y)  et  Q  (x,  y)  deux  fonctions  des  deux 
variables    x  et  y,  univoques  et  continues 
pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  x  et 
y  qui  correspondent  à  (sont  les  coordon- 
nées de  points  de)  Tare  de  courbe  C. 

Je  décompose  l'arc  AB  en  n  arcs  partiels 
par  les  points  de  division  Mi ,  Mj, . . .  M„_i  et   °  ~,  "* 

j  appelle  xo et yo;a;i et yj  ; ...  ;x„_,ety„..,  ;  '^'  '^'' 

a?..,  el  yny  les  coordonnées  des  points  A,  M,,  ...,  M„_,,  B.  Je  prends 
d'autre  part  sur  chacun  des  arcs  partiels  AM,,  M, Mj,...  M„_i  B, 
'un  point  M',,  M'a,...  M,,  de  coordonnées  (ar'i,y',),...  (x'„,  v'»)  et  je 
forme  hi  somme 

(r,  -  x,\.  P,V,,y.)  -^  {y,— y,).  Q(rr',,  y.)  -h  (a-,  —  rr,).  P  [x\,y\) 
H-  (/i  -  7  ).  Q(.r'..  y.)  -h  ...f-  (t„  — T„_,).  P(.r'„,y„)  -f- 

-4-(v„  — v„_)0(y„,y.). 

On  dmiMto  (pie  (comme  celle  du  n''910.  la  somme  ainsi  formée 
tend  vers  utïc  limite  bien  déterminée  lorsque  tous  les  arcs  partiels 

Lagrange  (1782-1:»),.  Cl.  H.  Lebbsgle,  Leçons  sur  les  séries  trigonomé- 
triques,  pp.  19.  23. 
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deviennent  infiniment  petits,  leur  nombre  augmentant  indéfini- 
ment. On  établit,  en  outre,  que  cette  Hmileest  indépendante  du 
choix  des  points  de  division  M,,...  i\1„_,  et  du  choix  dos  points 
M'i,...  M„,  pris  respectivement  sur  les  divers  arcs  partiels.  On  lui 
donne  alors  le  nom  d'intégrale  (curviligne)  de  texpression  ('} 
P  (x,  y)  dx  -^  Q  (x,  y)  dy^  étendue  à  tare  G,  et  on  la  représente 
par  le  symbole  : 

(i)  Ç?{x.y)dx-^q{x.y)dy, 

939.  —  On  peut  donner  de  l'intégrale  curviligne  une  autre  dé- 
finition que  Ton  démontre  être  équivalente  à  celle  que  nous  venons 
de  formuler.  La  nouvelle  définition  offre  cet  avantage  qu'elle  ra- 
mène l'intégrale  curviligne  à  une  intégrale  ordinaire  et  fournit,  par 
conséquent,  un  moyen  de  la  calculer. 

Supposons  (659)  les  coordonnées  de  notre  courbe  exprimées  en 
fonction  d'un  même  paramètre  /  :  a;  =  ç/(0,  y  =  'M')-  ^^^  points 
de  l'arc  AB  correspondront  alors  aux  valeurs  de  /  situées  dans  un 
certain  intervalle  a,  6.  Les  différentielles  dx,  dy,  différences  entre 
les  coordonnées  d'un  point  (x,  y)  de  l'arc  de  courbe  et  celles  d'un 
point  infiniment  voisin  sur  le  même  arc,  seront  : 

(a)  dx  =  <p'  (/)  dt  ;dy  =  ^'  (()  dt  ; 

dès  lors,  Tintégrale  (i)  étendue  à  Tare  ABse  trouve  être  l'intégrale 
relative  à  la  variable  t  que  l'on  obtient  en  remplaçant,  dans  (i  )•  x 
et  y  par  ^  (/)  et  ^  (/),  puis  dx,  dy  par  les  valeurs  (2),  et  intégrant 
dans  l'intervalle  (a,  6).  Cette  intégrale  s'écrit  (en  mettante//  en  fac- 
teur) : 

<3)  r   |P  [9  (0.  ^  (0]  ?'  (0  -^  Q  l?  [ih  '^  (0]  V  (d  dl  : 

c'est  une  intégrale  définie  ordinaire. 

940.  Renversement  et  décomposition  de  Tintégrale.  — 

J'ai  défini  l'intégrale  (i)  en  supposant  que  Tare  C  a  pour  origine  A 
et  pour  extrémité  B.  Si  B  était  l'origine  et  A  l'extrémité  (le  sens 

(>)  Cette  expression  sera  appelée  différêniieUe  ;  maïs  ce  n'est  point,  en 
général,  une  différeniielh  totale,  au  sens  du  n^^  926. 
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de  Tare  étant  renversé),  l'intégrale  étendue  à  l'arc  BA  serait,  par 
déQnition,  la  limite  de  la  somme 

qui  est  manifestement  égale  et  de  signe  contraire  à  celle  que  nous 
avons  considérée  plus  haut.  Ainsi  Y  intégrale  (i)  change  de  signe 
lorsqu'on  renverse  le  sens  de  r intégration  (comparer  930)-  Si  Ton 
introduit  le  paramètre  /,  l'intégrale  (i)  renversée  se  transforme  en 
l'intégrale  (3)  renversée,  c'est-à-dire  étendue  à  l'intervalleV^,  a). 

Si  d  autre  part,  l'arc  C  se  compose  de  deux  arcs  Ci  et  G^  placés 
bout  à  bout,  V intégrale  étendue  à  C  est  évidemment  la  somme  des 
intégrales  étendues  à  Cj  et  à  C,. 

941.  —  Nous  aurons  plus  loin  l'occasion  d'utiliser  la  notion 
d'intégrale  curviligne.  Bornons-nous  pour  l'instant  à  fiiire  con- 
naître un  important  théorème  concernant  cette  intégrale. 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
r  intégrale  curviligne  {i)  étendue  à  lare  C  soit  indépendante  de  la 
Jorme  de  cet  archet  dépende  seulement  de  la  situation  des  extrémités 
A  et  By  est  que  t expression  P  (x,  y)  dx  -+-  Q  (x,  y)  dy  soit  une 
dijfférentielle  totale  exacte, 
La  démonstration  du  théorème  se  décompose  en  deux  parties  : 
i^  La  condition  énoncée  est  suffisante.  En  effet,  appelons  Xy,y„  et 
x',/  les  coordonnées  de  A  et  de  B.  Si  l'expression  (*)  P  dx  -\-Qdy 
est  la  différentielle  totale  d'une  (-)  fonction  ::  de  x  et  de  y,  il  est 
maniresle  que  l'intégrale  curviligne  est  égale  à    *) 

Cette  différence,  —  dont  la  valeur  ne  dépend  que  des  coordon- 
nées définissant  la  situation  de  A  et  de  B  et  non  des  points  inter- 

-  ')  J'écris  désormais,  pour  simplifier  l'écriture,  P  et  Q  au  lieu  de  ï*  (.r,  y) 
et  Q  .a:,  y). 

(-)  Elle  l'est  alors,  nous  l'avons  ru,  de  plusieurs  ;  mais  il  suffit  d'en 
considérer  une. 

(\,  Lorsqu'on  remplace.?;  et  y  par  ç  (/<,  'l  (/),  la  fonction  s  (jr,  y)  devient 
une  fonction  de  /,  qui  a  pour  dérivée  [qui  est  l'intégrale  indéfinie  de| 
la  fonction  Vo'  -f  Q-V.  Donc  l'intégrale  '3j  est  égale  à  la  difîérence  des 
valeurs  prises  par  z  pour  /  =  6  et  ^  =  a,  c'est-à-dire  aux  points  B  et  A. 
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médiaircs  de  l'arc  C,  —  sera  par  dé&nkioQ  la  valeur  de  notre  inté- 
grale curviligne. 

2®  La  condition  énoncée  est  nécessaire.  —  En  effet  supposons 
que,  laissant  fixe  l'extrémité  A  (de  coordonnées  Xo,  jo).  nous  fas- 
sions varier  l'exlromité  B  de  Tare  do  C,  et  appelons  désormais  x,  y 
les  coordonnées  de  B.  Si,  comme  il  est  requis  par  notre  théorème, 
la  valeur  de  Tinlé-rrale  (i)  ne  dépend  que  de  la  situation  des  points 
A  et  B,  elle  sera  variable  lorsque  B  variera,  et  eniièremeot  déter- 
minée par  la  position  de  B  ;  elle  sera  en  d*antres  termes  une  fonc- 
tion des  coordonnées  X,  y.  Désignons  par  2:  (x,  y)  cette  foncfcitm. 
On  déduit  immédiatement  (*)  de  la  dé&nition  de  l'intégrale  curvi- 
ligne que  lorsque  l'extrémité  B  se  déplace  infiniment  peu  sur  l'arc 
(quelconque)  C  (ses  coordonnées  devenant  a:  -h  dx  ély  -h  dy.  la 
somoie  qui  déiinit  l'intégrale  (i)  [voir  938] s'acoroit  de 

x'n^i,  y'nri  clant  les  coordonnées  d'un  point  compris  entre (x,}') 
et  (x  -f-  dx,  y  I  dy^  ;  en  d'autres  termes  [puisque  le  point  (ac'^^ ,, 
y'ni-i)  ^'i^*ï^^  se  Cfuifondre  avec  [x,  y)  pour  dx  et  Jj  infiniment 
petits],  la  Jonrfiofi  2  [x,  y)  a  pour  différentielle  P  x,  y)  dx  -h 
Q  (^'  }')  ^'j  Q'*^  '  "'•-^'G  à  dire?  Nous  voyons  que  si  notre  intégrale 
satisfait  à  la  r(>n(lition  requise  l'expression  P  dy  -f-  Q  </y  se  trouve 
être  nécessairrrn'  r)f  le  différentielle  d* une  fonction  z  de  x  et  y  :  P 
et  Q  satisfont  .<lors  aux  conditions  énoncées  au  n**  926  ;  cette 
expression  est  donc  h'ien  une  différentielle  totale  commcnousTavons 
annoncé. 

942.  Continuité  de  l'intégrale  d'une  différentielle  totale  : 
intégrale  prise  sur  deux  courbes  différentes  de  A  en  B.  -- 
Nous  plaidant  dans  l'hypothèse  où  Prfx  4-  Qdy  est  une  différen- 
tielle totale  exacte,  nous  dirons  que  Tiatégrale  (i)  est  l'intégrale 
«  d'une  différentielle  totale  ».  Il  résulte  de  l'expression  (4)  que, 
fli  Ton  laisse  A  lixe,  la  valeur  de  l'intégrale  est  une  fonction  des 
coordonnées  du  point  B  que  j'appellerai  de  nouveau  x\  y'.  Il  est 
facile  d'établir  que   cette  fonction  est  nécessairement  continue  si 

/M  On  trouvera  le  détail  rifoureux  de  la  dteouffiration  dans  tous  les 
tf'Analycre. 
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comme  on  l'a  supposé,  les  fonctions  f{x,  y)  et  Q(j,  y)  sont  etles- 
mêmes  continues  tout  le  long  du  chemin  G.  C'est  là  une  consé- 
quence directe  de  la  définition  de  l'intégrale  curviligne  doiuiée  au 

n"^  aae. 

Cela  dit,  considérons  Tintégrale  de  Pdx  -h  Qdy  sur  deux  che- 
mins différents  Ci  et  Cs  allant  tous  deux,  du  même  point  A 
au  même  point  B.  D'après  ce  qui  précède,  les  deux  intégrales 
sont  égales  à  z{x\  y')  —  zix^y  yo)-  I'®"  résulte  qu'elles  sont  égales 
entre  elles,  si  toutefois  la  fonction  z  (x,  y)  est  univoque  dans  la  ré- 
gion du  plan  ou  sont  nos  deux  arcs  de  courbe.  Si,  par  contre,  z  n'était 
pas  univoque,  il  se  pourrait  que  les  deux  intégrales  fussent  res- 
pectivement égales  à  des  branches  différentes  (voir  440  de 
Texpreesion  z  (x\  y)  — z  (x,,,  jo),  et  ne  fussent  pas  égales  entre  elles. 

043.  Intégrale  étendue  à  une  courbe  gauche.  —  Comme 
on  a  défmi  et  étudié  l'intégrale  étendue  à  une  courbe  plane,  on 
étudiera  rinlégrale 

(5)  J  ^  P^:r,  y,  z)dv  4    Q(t.  j,  z)dy   h  R(x,  y,  z)dz 

étendue  à  un  arc  de  courbe  gauche,  C,  défmi  par  rapport  h  trois 
axes  de  coordonnées  Ox,  Oj,  O;.  Exprimant  les  coordonnées  x,  y,  z 
d'un  point  quelcoinjiie  de  la  courbe  en  fonction  d'un  même  para- 
mètre/ (n"  690),  on  ramène  l'intégrale  (5)  à  une  intégrale  ordinaire, 
en  procédant  comme  il  a  été  dit  au  n'^  939.  On  démontrera,  d'aulre 
part,  que,  pour  que  la  valeur  de  l'inlégrale  ne  dépende  que  dos 
extrémités  de  Tare  C,  il  faut  et  il  suffit  que  Pdx  -h  Qdy  4-  i\dz 
soit  différentielle  totale  exacte  (voir  928). 


7.  —  Iniégades  doubles  et  tri/^ies. 


944.  —  Nous  allons  poursuivre  l'extension  de  la  notion  d'inté- 
grale en  définissant,  d'après  une  méthode  analogue  à  celle  que 
noua  avons  suivie  aux  SS  ^  et  6,  les  intégrales  étendues  à  des  aires 
ou  à  des  volumes. 
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045.  Définition  de  Tintégrale  double.  —  Considérons,  dans^ 
un  plan  rapporté  à  deux  axes  de  coordonnées  Ox,  Oy,  une  ré- 
gion .%>  limitée  par  un  contour  fermé  C,  et  soit,  d*autre  part, 
J[x,  y)  une  fonction  de  x,  y  continue  et  univoque  pour  les  va- 
leurs de  a;  cl  y  qui  correspondent  aux  (sont  les  coordonnées  des) 
points  intérieurs  à  la  région  X. 

Je  décompose  la  région  À^  en  n  petites  régions  partielles  dont  le& 
aires  sont  respectivement  égales  à  (^)  A-w,,  ...,  A(ùn>  Dans  cha- 
cune de  ces  régions,  je  prends  un  point  M'i,  ...,M„  de  coor- 
données {x\,y\)j ...  (x',,yn),  et  je  forme  la  somme 

(  1  )  -^^^1  /(^'.  y\ )  -i-  ^^'^s  fi^'i  »  yO  -^  •••-»-  Aw„  / (a-,',  y„) 

On  démontre  que  la  somme  ainsi  formée  admet  une  limite 
lorsque /o«/<?5  les  régions  partielles  d'aires  Ad),,  Agi)s,  ...  devien- 
nent infiniment  petites  et  se  réduisent  toutes  à  des  points,  leur 
nombre  devenant  infiniment  grand.  On  établit,  en  outre,  que  celte 
limite  est  indépendante  du  choix  des  régions  partielles  et  du  choix 
(les  points  M,,  ...,  M'n  pris  dans  ces  régions  (comparer 938).  On 
nomme  cette  limite  (')  «  intégrale  double  de  la  fonction  f(x,  y') 
elendue  à  la  région  ou  à  Faire  ^^>  »,  et  on  la  désigne  par  le  symbole 


fi 


f(x,y)dio, 

Vindicc  .i  indiquant  la  région  h  laquelle  l'intégrale  est  étendue  et 
rexprcssion /  r,  r)r/o)  rappelant  la  forme  delà  somme  à  la  Hmile 
(le  laquelle  l'inlégrale  est  égale,  [r/o)  est  l'aire  d'une  région  par- 
lielle  qui  (l«M'ient  infiniment  petite  ;  c'est,  dit-on  souvent,  un 
rirmcni  d'aire  «mi  aire  inflnilésimalc  :  l'intégrale  double  est  une 
snmjne  de  valeurs  d'une  fonction  y  respectivement  multipliées  par 
(les  aires  iniinilé>imalGs.  1  " 

946.  Interprétation  géométrique  de  l'intégrale  double.  — 

Pla«:uns-nou>  dansTospace  à  Irois  dimensions  rapporté  à  trois  axes 

('    Je  supposf-  que  l'on  ait  clioîsi  une  fois  pour  toutes   une  unité    de 
•  longueur   (par  exemple  îe  mètre)  et  une  unité  d'aire  correspondante  (par 
exemple  le  iinfre  carré  . 

[')   Nous    jusii fierons  plus   loin    cette    dénomination   et   l'emploi    du 
double  signe  ./  J  . 
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^e  coordonnées  Ox,  Oy,  Oz.  Par  rapport  à  ces  axes,  l'équation 
zz=f(x,y)  définit  une  surface  que  j'appellerai  S.  Considérons 
alors  l'expression  f{x\,y\).  Awj  ci-dessus  définie,  en  imaginant, 
pour  fixer  les  idées,  que  la  petite  région  partielle  d'aire  Aco,  soit 
un  polygone  ;  cette  expression  représente  le  volume  d'un  prisme 
droit  (^)  dont  la  base  est  le  petit  polygone  d'aire  Acoi  (dans  le 
plan  des  xy)  et  dont  la  hauteur  est  la  cote  z\  =rzf{^x\ ,  y\)  du  point 
N'i  (de  la  surface  S)  qui  ^e  projette  en  M't.  Nous  interpréterons 
semblablement  tous  les  termes  de  la  somme  (i).  Si  alors  les  aires 
Aoi)i ...  \(i>H  sont  toutes  très  petites  (et  se  réduisent  presque  à  des 
points),  la  somme  (i)  est  une  somme  de  volumes  de  petits  prismes 
droits  très  nombreux,  dont  les 
bases  inférieures  recouvrent  la  ré- 
gion intérieure  à  G,  tandis  que 
ieurs  bases  supérieures  ont  cha- 
cune un  de  leurs  points  sur  la  sur- 
face S.  11  est  clair  que  la  somme 
de  ces  volumes  est  très  voisine 
d'une  portion  du  cylindre  (2)  dont 
les  génératrices  sont  parallèles  à 
Taxe  Oz  et  dont  la  directrice  est 
le  contour  C  du  plan  des  xy 
{fig.  292).  Plus  précisément,  on 
peut  démontrer  rigoureusement  parla  méthode  d'exhaustion  (com- 
parer S-^)  que,  lorsque  les  petites  aires  Aw,,  ...  Aw„  tendent  toutes 
vers  des  points,  la  somme  des  volumes  des  petits  prismes  admet  une 
limite  égale  au  volume  de  la  portion  du  cylindre  ci-dessus  défini 
située  entre  le  plan  des  xy  dune  part  et  la  surface  S  d'autre 
part. 

L'existence  de  la  limite  de  la  somme  (i)  se  trouve  prouvée  par 
le  fait  qu'elle  représente  un  volume  géométrique  bien  déterminé. 


^ 


Fig.  392. 


(^)  Si  le  contour  de  Taire  Acu^  était  courbe,  l'expreftion/  {x\  y'()  Acoi^ 
serait  le  volume  d'un  cylindre  droit  ayant  pour  base  Taire  Aa)^  D'ailleurs 
J10U8  pourrions  toujours  assimiler  cette  aire  à  un  polygone  ayant  un  grand 
Dombre  de  côtés  très  petits  ;  la  démonstration  que  nous  indiquons 
s'applique  donc,  et  conduit  à  la  même  valeur  de  Tintégrale  double» 
quelles  que    soient  les  petites  aires  en  lesquelles  on  décompose  Taire  Jl». 

(')  Voir  au  n^  692  la  définition  générale  des  cylindres. 

BocTROux.  —  Les  Priacipes  de  l'Analyse  mathématique.  Il  ai 
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947.  CSaloul  dune  iméariûe  douWe.  —  Après  avoir  défini 
l'iatégrale  double,  on  doit  se  demander  s'il  est  possible  de  dms.r 
l«8  «clhes  aires  partielles  A«.,  A«.,  ...  ôe  manière  a  laclrter  le 
calcnl  de  l'intégrale  double.  Nous  allons  vorr  qu'il  sera  part.cul^- 
rement  avantageux  de  prendre  comme  régions  partielles  de  petrts 
MOtangles  dont  les  cùlés  sont  parallèles  aux  axes  de  coordonnées^ 

•Sans  doute  il  ne  sera  pas  possible  de 

Ë  recouvrir  exactement   la   région  A> 

°  intérieure  à  une  courbe  C  avec  des 

rectangles.    Mais     on     déinootcera 
aisément,  en  appliquant  toujoim  la 
\ ,  méthode  d'exhaussion,  que  l'on  peut 
A    -            B  tracer,  «ne  figure  composée  de  Teo- 

Fig-  =9»-  tangles  qui  —  lorsque   ces  rectan- 

gles devie.nent  infmiraant  petits  et  rnliniment  nombreux  -  tend 
vers  la  figure  de  la  région  A. 

Nous  supposerons,  dans  ce  qui  suit,  que  le  contour  C  qm  l..m*e 
k  x.éBiûtt  A.,  ^st  rancoittré  en  deux  points  an  plus  par  une  pa- 
ralM'  quiconque  à  l'un  ou  à  l'autre  des  axes  de  coordonnées.  S, 
It  c  Jndition'n'était  pas  réalisée,  il  .'y  ««.ait  qu  à  décompter 
la  région  Jfc  en  plusieurs  régions  po.rr  Vesquelles  el  e  le  fût  et  a  con- 
sidérer séparément  l'intégrale  étendue  ?.  chacune  de  ces  région»  (  ). 
Considérons  alors,  pour  commencer,  u»e  tranche  de  la  ré- 
gion ^  comprise  entre  d^K  parallèles  è  l'a^e  des  y.  Uès  r«pf^o- 
dièes,  s'ftuées  re«peotiv«nent  »«x  .4i.tanoes  .  et  .  -^  Ax  de  1  on^ 
gln«  LaprcmicncparallèVe.ce,upe4aco«iibe«n  doux  çomls  M.  «t 
M,  dont  •f.rppellerai  les  otdoBnées  y,  et  y.,  -  ou.  «i  1  on  ««t, 
V.  («)etY.(^>.  car  «s  ordonnées  «ont  deu*tfonolion«  de  x 
"  Prenons  sur  M.M,  des  points  de  division  M..  ...  M,,  très  nom- 
breux «Itrès  rapprochés  d'oidonnéesy,.  ...y.et  considero.^ 
re^n^  qniant  respectivement  deux  de  lems  sommets  ^fu,^) 
TnT  et  Z  on  M-  et  M,,  etc. .  et  dont  les  bases  sont  parallèles  à 
Î;«  te  X  et  égales  à  Ax.  Il  est  clair  ^ue    lorsque  les  points 

(!)  D'aprts  lu  définition  de  iWégrale  double  si  la  région  .*.  est  formée 
^\a  .é«i«-  de  deux  «gio».  M  et  M,  «»  «  é^deounent  : 


£/; /(x.  .V)  *. = /i,/ (- .^)  "" + jjjb/ (- •^' •'" 
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M',,  M',,  ...  deviennent  infiniment  nombreux  et  voisins,  etque  Arr 
tend  vers  o,  la  région  recouverte  par  l'ensemble  de  ces  petits  rec- 
tangles tend  vers  la  figure  de  la  tranche  considérée.  D'ailleurs 
rinlégrale  double,  étendue  à  cette  région,  sera,  d'a|)rèB  le  n**  WI6, 
égale  à  la  limite  de  la  somme  (*). 

(y.  — /i)  Ax  ./(x.jiKcy,— y,)  Ax-/(^yt)-^---+-0'2  -y«)^^-/(^»y-)- 

Mettons  àx  en  facteur  :  la  limite  dej  la  s^  mme  que  multipliera 

Ax  n'est  autre  que  la  valeur  de  l'intégrale  d<fmie  1      f{^^7)dy 

dans  laquelle  x  est  traitée  comme  une  constante.  Donc,  jpour 
Ao:  =  dx  arbitrairement  peiiiy  on  a,  en  appelant  ï  la  tranche  infi- 
niment mince  considérée  : 

(2)  jj  f(x,y)do>=dx.   j      J{x.y)dy, 

Gela  dit,  envisageons  Tintégrale  double  (  j  f{x,y)  c?o)  étendus  à 

la  portion  de  la  région  .\>  qui  est  à  gauche  de  MjiMia  (portion  cou- 
verte de  hachures  sur  la  fig.  293).  Cette  intégrale  double  varie 
quand  M1M2  se  déplace  :  c'est  donc  une  Jonction  dex  —  soitP  (x) 
—  laquelle  a  pour  différentielle  (lorsque  x  subit  l'accroissement  dx) 

l'intégrale  1  i  f{x,y)  d(M)  ci-dessus  considérée.  Remarquons,  d'ail- 
leurs, que  l'intégrale  du  second  membre  de  (2)  nous  est  donnée 
sous  la  forme  d'une  certaine  fonction  y  [x)  de  x  (puisque  /  dépend 
de  X  et  que  y^  et  y,  sont  fonctions  de  x)  ;  cette  fonction  rp  [x) 
est  la  différentielle  de  F  {x). 

Appelons  alors,  pour  fixer  les  idées,  a  et  6  les  valeurs  extrêmes 
entre  lesquelles  il  faut  faire  varier  x  pour  que  la  droite  que  nous 
avons  appelée  M,M,  {fig.  298)  balaye  toute  la  région  Jb  (les droites 
x=  a  eix  =  b  figurées  en  pointillé  sont  tangentes  à  la  courbe  G)  : 
nous  aurons  : 

ffj^f(^^y)  d»  =  F  (6)  -  F  (a)  =  j]  0  {x)  dx 

(1)  Je  4>rencls  ici  oomme  points  intérieurs  aux  petites  végiom  (voir 
Top  945)  les  sommets  Mi,  M'i...,  eux-mêmes. 
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OU  : 

Le  calcul  de  riniégrale  double  se  trouve  ainsi  ramené  au  calcul 
de  deux  intégrales  ordinaires  :  i*  On  calcule  r intégrale  entre 
crochets  en  traitant  x  comme  une  constante  ;  on  trouve  comme  ré- 
sultat une  fonction  de  x  ;  ^°  on  intègre  cette  fonction  de  x  dans 
r  intervalle  a,  6. 

Bien  entendu,  les  rôles  que  nous  avons  fait  jouer  aux  variables 
X  et  y  peuvent  être  intervertis.  La  première  intégration  se  fait  alors 
par  rapport  kx  {y  étant  traitée  comme  une  constante)  et  la  seconde 
par  rapport  à  y. 

On  a  ainsi  deux  moyens  différents  pour  calculer  une  intégrale 
double.  On  peut  employer  d'autres  moyens  encore  en  décomposant 
la  région  Jb,  non  plu  s  en  petits  rectangles,  mais  en  petites  régions 
d'une  autre  forme. 

048.  Notation  dx  dy,  —  Si  la  petite  aire  infénitésimale  que 
nous  avons  appelée  c/m  (n*  946)  est  un  petit  rectangle  dont  les  côtés 
sont  parallèles  aux  axes  et  respectivementégaux  aux  accroissements 
infiniment  petits  dx  et  dy  de  x  et  de  y  à  partir  d'un  point  quelcon- 
que, dfù  est  égale  à  (/x  dy.  C'est  pourquoi  on  remplace  souvent,  dans 
la  formule  de  l'intégrale  double,  (/w  par  dx  dy^  et  Ton  écrit  : 

949.  Exemple  d'intégrale  double.  •—  Soit  à  calculer  l'inté- 
grale double    j  j.{^~y)  ^^  étendue  i  l'air  j  du  triangle  rectangle 


Y 

e 


0\B  (fig.  294)  qui  a  ses  sommets  A  et  B  sur  Taxe 
.  Ox  et  l'axe  Oy  respectivement. 

r^  Soit  OA  ==  a,  OB  =  /3.  Une  parallèle  à  1  axe 

D    H,  A     *    des  y  située  à  la  distance  x  de  cet  axe  couoe  le 


0   H,  A     *    des  y  située  à  la  distance  x  de  cet  axe  coupe  le 

Fig.  294.         contour  du  triangle  (si  0  <  x  <  a)  en  deux  points  M, 

et  Ms  dont  les  ordonnées  sont  respectivement  y,  =  o 

et  (0  y,  =  ?  ^i  —  -  j  .  Calculons,  alors  l'intégrale 

(•)  Ed  effet  {triangles  semblabUs  AOB.  AM»  M»)  :  \p  ^^  f  ou 

y'       a  —a 
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f{x,y)  dy  en  faisant    J{x,y)  =  x  —  y  : 

yi 


^  étant  traitée  comme  une  constante,  xy  —  -  sera  fonction  pri- 
mitive de  le  X  —  y;  donc  l'intégrale  est  égale  k 

h-a']-[,.,-^'], 

ou,  étant  donné  les  valeurs  de  yx  et  y^,  à  : 

c-«..à-di„  (- 1  -  -fV) ,.  +  (f  +  ê!)  «  _  ?! 

C'est  là  une  fonction  de  x  que  je  désigne  par  y  \^x). 

Nous  devons,  pour  balayer  tout  le  triangle  OAB,  faire  varier  x 
de  o  à  a  ,  donc  prendre  l'intégrale  définie  de  ç)  (x)  dans  l'intervalle 
(o,  a)  ;  un  calcul  facile  montre  que  cette  intégrale  définie  a  pour 
valeur. 

050.  Intégrales  triples.  —  Comme  on  a  défini  les  intégrales 
doubles  on  définira  les  intégrales  triples  étendues  au  volume  d'un 
corps  i  trois  dimensions. 

Soit  V  un   tel  volume, /(x,  y,  2,)  une    fonction   continue  des 
coordonnées  d'un  point  variable  à  l'intérieur  du  volume.  Décom- 
posant V  en  petits  volumes  partiels  V,,  Vi,   ...  V„.   Prenons  dans 
chacun  de  ces  volumes  un  point  M't,  ..  M'„  de  coordonnées  (x, , 
y\j  z\).,.  (x',   y„,  z'n)  et  formons  la  somme. 

Vi/  (^',,  /,.  ^'1.)  H-  ...  -*-  V„  /"(x',,  v;.  z,). 

On  démontre  que  lorsque  le  nombre  des  vol n mes  partiels  aug- 
mente indéfiniment,  chacun  d'eux  se  réduisant  à  un  point,  cette 
somme  a  une  limite^  qui  est  l'intégrale  triple  de/(x,)',2:i)  étendue 
au  volume  V  :  on  la  désigne  par  le  symbole. 


xo 


f{x,y,z)dv         OU   jjj   J{x.y,z)dxdydz 
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Une  méthode  semblable  k  celle  qui  a  servi  pour  les  intégrales 
doubleB  permet  de  calculer  les  intégrales  triples. 

La  généralisation  dont  est  susceptible  la  définition  de  Tintégrale 
nes*arrète  point  d'ailleurs  aux  intégrales  triples.  Il  est  possible  de 
définir  des  v  intégrales  multiples  »  plus  compliquées  ;  mais  ces 
nouvelles  intégrales  ne  comporteront  pas  d'interprétation  géomé- 
trique simple. 


8.    —  Evalaatioa   des  lon^aeurs^  dss  aîers  et  des  volumes 

051.  —  Les  divers^  ^P^^  dTinbégrales-que  nous  avons  successi- 
vement définis  sont  fréquemment  utilisés  pour  évaluer  des  lon- 
gueurs, aires  ou  volumes  de  figures  géométriques.  Nous  n'entrerons 
point  dans  le  détail  de  cette  application  de  la  théorie  des  intégrales, 
qui  relève  du  calcul  pratique,  et  que  Ton  trouve  exposée  dans  tous 
les- traités  d'analyse.  Nous  nous  bornons  à  énumérer  les  type*  de 
problèmes  les  plus  simples  qu'elle  permet  de  résoudre. 

952.  Longueur  d'une  courbe.  Elément  d'arc.  —  Considé  - 
naos  une  courbe,  plane  ou  gauche,  définie  (600)  par  le»  trois  rela- 
tions, paramétriques 

^  =  ?(0.     7  =  4^(0,     :^=0(0 

et  proposons-nous  de  calculer  la  longueur  d'un  arc  de  cette  courbe, 

soit  de  Tare  AB  {fig.  296)  dont  les  extrémités  cor- 

^-^B    respondent  aux  valeurs  t^  et  t,  du  paramètre  i  (*). 

/m    *  Pour  cela,  nous  considérerons  l'arc  AB  comme  la 

V\  somme   (intégrale)   d'arc5  infiniment  petits  (dits  élé- 

g      ments  (Tares)  tels  que  MM,,  et  nous  regarderons  les 

arcs  infiniment  petits  MM^  comme  égaux  aux  cordes 

'   (ou  segments  de  droites  MM^)  qui  les  sous-tendent. 

Appelons  X,  y,  z  les  coordonnées  (correspondant  à  la  valeui-  / 
du  paramètre)  du  point  M,  et  ac  4-  dx,  y  -^  dj,  z  -h  dz  les  coor- 


(^)  Galculev  la  longueur  d'une  courbe,  c'est,  dit'-oD  (c£.  n^  57)i  en  faire 
la  rectification. 
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données  (correspondanl  â  la  valeur   t  -^  di  dvL  panamètre).  du 
point  Ml. 

D'après  le  n**  671,  la  distance  des  points  M  et  M,,  c'est-à-dire 
la  longueur  de  la  cordfe  MMi  est  égale  à  \/dx^  -4-  dy^  -4-  dzK  Le 
rapport  de  cette  longueur  eu  Icl  lowgueur  (qiiB  hdiw  appdiiiMDiia»  d») 
de  Parc  MJW,  tend  vers  i  quand  dt  tend  vers<  Os  et  Ifovipevtdtanc 
prendre  ^dx^  -h  rfy*  -f-  dz^  comnMi'  valeur  dlï  h^  dtiféoeirrieile  (de 
'  «  infiniment  petit  »)  ds.  D'ailleurs,  on  a  rfa;  =  9  (t)  dt,...  dz  = 
0'  (/)  dt  ;  d'où 


ds  =  ^dx*  -+-  dy^  -h  dz^  =  y/ç'*  (0  -+■  ...O'^jfi)  dt. 

Je  conclus  de  là  que^pouo  avoir  la  somma- des  aras  MM,  con- 
tenus dans  le  grand  arc  AB,  —  c'est-à-dire  la  longueur  de  lare 
AB  —  il  me  suffit  de  faire  la  somme  des- quantité»  \/fp'^(i)  ^  ..-  dt 
.pour  t  variant  de  /o  à  /|  ;  donc  : 

longueur  de  Varc  AB  =  |       v^"'  (0  -H ...  -4-  6'*  (/)  dt. 


053.  Cas  particulier.  —  Supposons,  en  particulier,  que  nous 
ayons  ai£aire  à  une  courbe  piane  définie  par  l'équation  y  "^  /  ^). 
Le  paramètre  /  est  alors  la  variable  cr  elle-même,  et  l'on  doit  faire 
dans  les  formules  du  n^  9511  : 

t  =  x.    ?(/)  =  a;,     ^{l)=f(x).  (i(t)  =  o; 

OQ  a  alors  manifestement  : 


Jft  =  y'v  -hf\x)  daî  =  /i  -+-  y»  dx, 

et  le  calcul  de  l'arc  Aff  se  ramène  au  calcul  d'une  intégrale  défiaie 
relative  à  la  variable  x. 

M4.  Longueur  dïa  la  cydblde.  —  Le  calcul  de  la  longueur 
d'un  arc  de  cycloïde  fut  eSectué  au  xvii®  siècle  au  moment  où 
Pascal  attirait  Tattention  sur  cette  courbe  en  mettant  ao  concours 
•certaines  questions  (jtii  s'y  rattachent  (). 

(M  Sir  Christopher  Wren^Io  futur  architecte  de  la  cathédrale  Saint- 
Paul  à  Londres,  alors  professeur  à  Oxford,  paraît  avoir  le  premier  dé- 
terminé la  longueur  de  la  courbe.  Fermât  parvint  peu  apvè»  aa  mtea 
Téauitat  qui  d'ailleurs  était  peut  être  déjà  connu  de  Roberval.  Le  oé- 
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Ayant  défini,  comme  nous   l'avons  lait  au  n^Ôôl,  les  coor- 
données d*un  point  variable  sur  la  cycloïde  par  les  relations. 

X  =  'f  (/)  =  a  (/  —  sin  i),     y  =  ^  (t)  =  a  (i  —  ces  /). 

nous  obtiendrons  facilement  la  longueur  de  l'arc  00'  de  la  courbe 
obtenu  (fîg:  2^49,  p.  67)  en  faisant  varier  <  de  0  à  2  ;r  [pour  /=  an, 
on  a  a:  =  a.  27T  et  y  =  o].  Nous  avons,  en  effet  : 

dx  =  a{i  —  cos  /)  dt,     dy  =  a%\ïi  i  dl, 

d*où  ds  =  ^dx^  -4-  dy^  =  a^  (1  —  cos  /)*  -+-  sin!  i  dt  ; 


arc  00 


'="/' 


/  (\  —  cos  7/  -H  sin=*  t  dt. 


Pour  calculer  l'inlégrale,  je  remarque  que,  d  après  les  formules 
de  la  trigonométrie  : 

(i-jos/)*  -hsin^/=  I  —  2  cos  <-hcos^<-hsin'i=  a  —  2cos/=r^sin  - 

a- 


donc 


arc  00^ 


'="!: 


2r  ^ 

sin  -  dt 


sin  -  est  la  dérivée  de  —  2  cos  ,   ;   on  en  déduit  que  arc  00'  = 


ar 


2a  [ —  2  cos  —  —  ( —  2  cos  0)]  =  2a  [2  -h  2]  =  8a. 


955.  Aires  planes.  —  Considérons  un  plan  rapporté  à  deux 
axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox 
et  Oy.  Nous  avons  indiqué   au  n"*  903 
^  comment  on  peut  calculer  Taire  com- 

prise entre  une  courbe  donnée.  Taxe  des 
X  et  une  ou  deux  parallèles  h  l'axe  des  y, 
jp   Envisageons  maintenant  Taire  intérieure 
Y'     ^^c  ^  ^"c  courbe  fermée  C  que  je  suppose 

n'être  rencontrée  qu'en  deux  points  au 
plus  par  une  parallèle  à  taxe  <les  y. 


su  tit  de  Wren  et  de  Fermnt  fut  d'ailleurs  presque  immédiatement 
généralisé  par  Pascat.  (Lettre  de  A.  Deiioiwille  à  Mohftieur  Huygens,  sut 
la  dimension  des  lignes  de  toutes  soi  tes  de  roulettes,  Œuvres  de  Pasccd^ 
t.  IX,  p.  189). 
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La  parallèle  à  0/  BÎtuéc  à  la  distance  x  de  cet  axe  coupera  la 
courbe  [si  x  est  compris  entré  deux  valeurs  extrêmes  a  et  6  {com- 
parer 947)]  en  deux  points  Mi  et  Ma  ;  soient  yi  et  y,  les  coor- 
données de  ces  points  ;  ces  coordonnées  sont  deux  fonctions  de  x, 
yi  (x)  et  yi  {x)  ;  et  l'on  a  {fig.  296)  : 

aire  APM,  QB  =    j     y^  (x)  dx,  aire  APM^  QB  =    P  y^  {x)  dx. 

L'uire  de  la  courbe  fermée  est  égale  à  la  difierence  de  ces  deux 
aires  ;  elle  a  donc  pour  valeurs    1     y^dx —    I    y,  dx  ou,  si  Ton 

J  a  J  a 

vont  (en  renversant  la  première  intégrale,  930)  :  —  [  I     y,  dsc  4- 

ji  dx  ] .  Si  Ton  se  reporte  à  la  définition  des  intégrales  curviligne» 
(938),  on  voit  que  la  somme  entre  crochets  n'est  autre  que  l'in- 
tégrale curviligne  I  y  dx  prise  le  long  de  la  courbe  C  à  partir  du 
point  Q  dans  le  sens  de  Q  vers  M2  [sens  positif,  n®  148).  Donc  Taire 
demandée  est  égale  à  —    \   y  dx. 

On  parviendrait  au  même  résultat  si  Ton  considérait  des  courbe» 
de  formes  plus  compliquées  (pourvu  qu'elles  ne  se  coupent  pas 
elles-mêmes)  et  situées  d'une  manière  quelconque  par  rapport 
aux  axes. 

On  trouvera  aussi,  en  intervertissant  les  rôles  que  nous  avons 
fait  jouer  aux  deux  axes,  que  l'aire  limitée  par  la  courbe  C  est  égale 

à  (*)    /    as  dy,  Tintégrale  curviligne  (supposée  prise  encore  dans  le 

Je 

sens  positif)  étant  cette  fois  précédée  du  signe  -4-. 

Remarquons  enfin  qu'il  résulte  immédiatement  de  la  définition 
des  intégrales  doubles  que  l'aire  de  la  région  X   limitée  par  la 

(*)  CombinaDt  les  deux  valeurs  de  l'aire  ainsi  obtenues,  on  peut  dire 
encore  qu'elle  est  égale  à  l'intégrale  curviligne  -    /    acdy  —  ydx. 

2  j/c 
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courbe  G  est  égale  à  |  i  f/(k)  (somme  des  petites- aiiss  q^ii  com- 
posent? .1))  :  c'est  une  intégrale  double  pour  Ifetquelle  fe  fonclion 
/  oj,  }')  du  n**  945^  se  réduit  à  r. 


956.  Volumes.  Solides  de  révolution.  — Nous  avons  montré 
au  n<»  94A  comment  l'évaluation  de  certains  volumes  se  ramène 
immédiatement  au  calcul  d'intégrales  doubles.  Nous  allons  si- 
gnalée une  classe  importante  de  volumes,  volumes^  du  solides  dv  ré- 
ro/a/ibn,  que  Ton  peut  évaluer  au  moyen  d'intégrales  simples. 
Considérons  une  surface  de  révolution  dont  Vaxe  (691)  est  pris 
pour  axe  desz;  plus  précisément  considérons 
une  portion  de  cette  surface  engendrée  par.  la 
révolution  d'un  arc  de  courbe  méridienne  fjui^ 
lorsquilest  dans  le  plan  des  xz,  occupa  h  position 
MiMi'^ig-  297)  et  proposons-nous  d'évaluer  le 
volume  compris,  dans  la  surfbœ,  entre  les  «leux 
parallèles  (cercles)  décrits  par  les  pQinJt&  M^  et 
_,.  M.  dans  leur  révolution. 

Pour  évaluer  ce  vdume^  on-  le  découpe'  en 
tranches  infiniment  minces  parallèle*  au  plan  des  xy.  Chaque 
tranche  peut  être  assimilée  à  un  petit  cylindre  droit  dont  la  hauteur 
(comptée  sud  Tase  Oz)  ei^dz,  et  dont  kibaae  eAvsa  pagfaUèk  du 
volume,  par  exemple  (^/Zr/.  297)  le  pamdlele  fomné  par  le  cercle  de 
•rayon  PN  situé  à  la  distance  OP  =  2  de  rorîgiae. 

La  longueur  PN  est  Tabscisscdu  point  N,  qui  estlepointde  l'ace 
MoM  ayant  pour  cote  z.  Si  donc  nous  supposons  Técpiationt  de  l'arc 
Mq  lUbi  mise  sous  la  forme  x  =f{z)  [cette  courbev  située^  dans-  le 
plan  des  xz,  est  rapportée  aux  deux  axes  Oz  et  Ox],  nous  aurons 
P?^  =f{z),  et  le  volume  de  notre  cylindre  infinitésimai  (tk^aaohe 
du  volume  V)  sera  (95)  n  [/(^)]*  •  dz.  Le  volume  total  V  seca  la 
somme  de  tous  les  petits  volumes  semblables  que  l'on  obtient  en 
faisant  varier  z  entre  la  cote  a  du  point  M^  et  la  cote  b  dixpoini  Mi  ; 

donc  V  =  71    r  \f(z)Ydz. 

On  évaluera  d'une  manière  semblable  le  volume  inCérieur  à  une 
surface  de  révolution  engendrée  par  ime  courbe  méridieiuBr  fhrpmie 
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i(comme  le  tore,  voir  t.  I,   p.  2/ji).  Soil  C  une  courbe  fermée- du 
plan  lies  xz,  d'équation  x  =f{z)^  que  nous  supposerons  ne  pas 
4:ouper  F  axe  des  z  {fig,  298).  Cette  courbe  èa- 
gendre  en  tournant  autour  de  l'axe  des  z  un  vo-  3^ 

r  z     fjb\c 

lume  que  l 'on  démontre  être  égal  à  ;:   |    [/  (z)]  ^  dz ,  \J 

l'intégrale  étant  une  intégrale  curviligne  étendae         ^q  ^ 

à  la  courbe  C.    Ce  résultat  est    immédiatement  y^ 
obtenu  si  Ton    coiisidère   le    volume  à   évaluer        p-     ,^0 
comme  la  différence  des  volumes  de  révolution 
engendrés  par  les  deux  arcs  AB  qui  composent   la  courbe  G. 


067. 


Avplication  :  votume  engeadMt  par  la  o^oloïde.  — 
Parmi  les  problèmes  mis  au  concours  par  Pas- 
cal en  i658  (voir  954)  se  trouvait  le  suivant  (*)  : 
Calculer  le  votume  du  solide  tn gendre  par  Ceux 
de  cycloïdcOB  :Jiy.  299)  tournant  autour  de  la 
droite  OB, 

Ce  problème,  fort  difficile  au  xvii*  siècle,  se 
trouve-  immédlattement  résolu  si  Ton  applique  la 
formule  donnée  ci-dessus. 

Pï-enant  OB  comme  axe  Oz  (Jig.  299)  nous 
aurons  comme  équation  de  la  méridienne  (dans 
le  plkn  des  xz)  :  'x  =--  /"(z),  cette  équation  étant 
lé  résultat  de  rélimination  de  /  entre  le»  relations 


Fig.  399, 


(1)  Z  =  a.(/  —  sin  /),  ar=  a(i  —  ces  ï) 

^ECDHfiiBlieS'  salisfont^lbs  coovdœmnée»  d'un,  pcfiint  quelconque  M  de  la 
<:ycloïde'(*)  ;  e4f  le  volume  V  engendré  parla  révolution  de  OB  sera 

T:r=.ir   !•  1/  W  I     rfr  ou    V  =  TT  I  XHZ 

C)  Ce  proBiàme,  à  vraidice,  avait  déjà.été  réwriapar  Roberval  et  par 
Xomncsixiy  eft  Pascal  le  retira  du  ctuxtMnm  larsipi'il  tot  arviaé  de  cette 
wouinrtiinfl»  Voir  an  ob  sujet,  et  ouor  le-  débast  malheiman»  qui  s'engegfea 
touchant  la  priorité  de  Roberval,  les  commentaires  de  V Histoire  de  la 
RmMlt  dff  Fmbal,  Œwma  d»  PaaraZ.  t.  VIII,  pi  r^i-iog. 

(^)  La  coordonnée  qui  s'appelait  a;  au  no66±  ou  90A»'appelle  ici  :::  la 
coordonnée  qui  s'iqipaeiait  y  ^'appelle  maintenant  x; 
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puisque,  lorsque  M  décrit  l'arc  AB,  /  varie  de  o  à  2  n:  et  r 
[d'après  (i)1  de  o  à  27ca  (cf.  954).  Cherchons  à  calculer  Tinlé- 
gralc  en  faisant  le  changement  de  variable  x  =  a  {i  —  cos  /),  ce- 
qui  revient  à  remplacer  z  ei  x  par  les  expressions  (i).  Nous  aurons- 

(fz  =  a (i  —  cos  ^) dt       et      f{z)  =  rr  =  a (i  —  cos  /). 

Donc  (/  variant  de  o  à  ;r)  : 

a^{i  —  costy.a{i'^cost)dt  =  a^r.j        (i   —   cos  ty  dt 

Jo 

ou  ('). 

ef/  —  3  I       cos  l.dl-hS  j       cosH  dt  —  I       cobU Jt  1 

La  première  intégrale  est  égale  à  a;:.  Développant  les  autres  par 
la  méthode  du  n""  463,  on  constate  que  la  seconde  et  la  quatrième 
sont  nulles,  et  que  la  troisième  a  pour  valeur  3;:.  Donc 

V  =  ahz  (air  -+-  371)  =  5  a^iz^, 

958.  Aire  d'une  portion  de  surface  de  révolution  comprise 
entre  deux  parallèles.  —  Par  une  méthode  semblable  à  celle  qui 
vient  de  nous  servir,  on  pourra  évaluer  Taire  de  la  surface  du  so- 
lide du  n**  956,  engendré  par  la  révolution  de- 
Tare  MoMi  autour  de  Oz.  Indiquons  en  quelques 
mots  comment  on  procédera. 

La  surface  (plus  précisément  la  surface  laté^ 
raie)  du  solide  est  la  somme  des  surfaces  infini- 
ment petites  engendrées  par  les  aires  infiniment 
petits  qui  composent  Tare  MoM,.  Soit  NNTun 
de  ces  arcs  {fig.  3oo)  :  nous  l'assimilons  à  la^ 
corde  (droite)  NN'  :  la  révolution  de  cet  arc  NN'' 
autour  de  Or  engendre  alors  un  tronc  de  cône  (*) 
(ayant  pour  axe  Or),  dont  on  sait  calculer  1» 
surface  latérale.  Une  formule  de  géométrie  élémentaire  enseigne- 

que  cette  surface  latérale  est  égale  à  a  7:  X  r  X  longueur  (^)  NM'^ 
v« . 
(V)  Puisque  (l  —  cos  tf  =  \  ^  3  cos  <  +  3  C08*<  —  cos'^  (nO  296). 
(  )  Cf.  ÎL  I,  p.  99,  note  2. 
[^)  Cette  longueur  est  l'apothème  du  tronc  de  cône. 
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«r  étant  le  rayon  du  cercle  de  base  du  tronc  de  cône  (cercle  décrit 
car  le  point  N)  ;  la  surface  latérale  sera  donc  ici  2  n  x.ds^  où  ds 
désigne  la  longueur  NN'de  Vêlement  (Tare  de  la  courbe  méridienne 
«t  X  l'abscisse  de  N  (le  rayon  du  cercle  décrit  par  ce  point).  Mais, 
si  réquation  de  la  méridienne  dans  le  plan  des  xz  est  donnée  sous 
la  forme  x  =  /(z),  on  a  (952-63) 


ds  =  y/dx*  -H  d2«  =  v^i  4-  /*  (2)  dz. 

Donc  la   surface  latérale,  cherchée  [somme  des  petites  surfaces 
ht:  xds]a  pour  valeur 

S=2Tzf   JCz},^i  -h  f'*{z)dz. 

Ses  extrémités  de  Tintervalle  d'intégration  étant  comme  au  n*"  956 
des  valeurs  a  et  6  de  z  correspondant  aux  points  M^  et  Mi. 

9.  —  Qéométrie  différentielle. 

959.  —  Nous  en  venons  maintenant  à  la  géométrie  difiérentielle 
^proprement  dite  —  l'application  la  plus  classique  du  calcul  infini- 
tésimal depuis  le  temps  de  Leibniz  et  des  BernouUi. 

La  giométrie  dijfirentielle  a  pour  objet,  non  plus  l'évaluation  de 
«aesures  de  grandeurs,  mais  Tétude  proprement  géométrique  de  la 
forme  des  figures,  considérée  et  analysée  du  point  de  vue  infinité- 
simal. Elle  repose  sur  un  fait  bien  évident  a  priori:  Les  propriétés 
^ une  figure  —  d'une  courbe  par  exemple  —  se  présenteront  sous 
une  forme  plus  simple  et  se  laisseront  plus  aisémedt  découvrir  si,  au 
lieu  de  considérer  la  courbe  tout  entière,  on  en  envisage  seulement 
un  arc  très  petit  ;  dès  lors  il  est  indiqué  de  commencer  par  étudier 
les  propriétés  des  arcs  très  petits  pour  s'élever  de  là  aux  propriétés 
4k  F  ensemble  de  la  courbe. 

Tel  est  le  principe  dont  la  fécondité  s'est  montrée  inépuisable 
«lès  qu'on  est  parvenu  à  lui  donner —  c'était  là  ce  qui  était  malaisé 
^vant  la  constitution  effective  du  calcul  différentiel  —  une  expres- 
sion mathématique  rigoureuse. 

Bornons-nous  ici  à  indiquer  sommairement  les  propriétés  carac- 
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téiistiques  les  plus  simples  des  arcs  de  courbe  infiniment  peîtits^ 
qui  servent  de  point  de  départ  à  la  géométrie  différentielle. 

geO.  Tangente  et  plan  oscnlateur.  —  A  maintes  reprises  déjà 
nous  avons  tiré  parti  de  ce  fait  qu'un  arc  de  courbe  infinîmenl 
petit  MN  peut  être  assimilé  à  un  segment  recliligne  infiniment 
petit,  pris  à  partir  du  point  M  sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe. 
Nous  pouvons  exprimer  comme  il  suit  cette  propriété  de  la  tangente 
(fig.  3oi).  Appelons  s  la  longueur  de  i*arc  courbe  AM  compté  à 

partir  d'un  point  fixe  A,  N  un  point  de 
la  courbe  au  delà  de  M  (c'est-à-dire 
tel  que  longueur  d'arc  AN  >  s)  et  a,  /3,  y 
les  cosinus  directeurs  (par  rapport  à 
/"-rX  trois  axes  rectangulaires  donnés)  de  la 

r,,'^        \  demi-tangente  MT  dirigée  dans  le  sens 

)^^ — -a?  des  arcs  croissants  (c'est-à-dire  vers  N)  : 

/,.  nous  dirons  que  ce  sens  est  la  direction 

positive  de  la  tangente.  Un  arc  infiniment 
petit  pris  sur  la  courbe  à  partir  de  M  a 
pour  longueur  ds,  et  pour  projections  sur  les  axes  les  trois  diffé- 
roDces  rfjc,  dy,  dz  entre  les  abscisses,  ordonnées  et  cotes  respec- 
tives du  point  M  et  d'un  autre  point  de  la  courbe  très  voisin  de 
M  sur  MN  ;  puisque,  d'ailleurs,  l'arc  est  assimilable  à  un  segment 
(de  longueur  ds)  pris  sur  la  tangente,  ses  trois  projections  ont  pour 
valeurs  (*)  (702)  : 
(1)  rfa;  =  a  ck,     <fy  rrrr:  ^  cfs,     dz  =  y  ds. 

L'accroissement  ds  de  Tare  s  est  souvent  appelé  élément  (Tarc^ 

061.  — Dans  le  cas  où  la  courbe  e^  gauche,  tm  -préciie  ile» 
iadications  que  nous  fournit  la  considération  des  tangentes  en  «en- 
visageant une  nouvelle  figure  auxiliaire,  associée  à  la  ooind)e  en 
un  quelconque  (M)  de  ses  points,  qui  e^  un  plan,  âii  pianoscm-- 
laleur. 

Considérons  l'arc  de  courbeMN,  la  tangente  MT  en  M  et  le  paiiit 

(t)  Au  n^*  702,  nous  coosidérions  une  dioite  ayant  .pour  omîdiib  idinsfr-^ 
tenit  a,  §,  y.  Ici,  pour  ff«"^p1ifiAr  récriture^,  ce  sont  les  cosinus  directeur, 
^^.mêmesi  et  non  les  angles,  que  nous  désignons  par  les  lettres  2,  {S  .-^ 
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M,  Iroe  voisin  de  M  «irr  la  courbe  {fig.  3oi).  Par  la  droite  MT  et  le 
point  M]  passe  un  plan  (qui  serait  le  plan  de  la  courbe  si  celle«ci 
élait  pbtne)  ;  et  lorsque  le  .point  M,  (sur  la  courbe)  «e  rapproche 
indéfittîment  »de  Mi,  ce  plan  MTMi  tend  vers  une  position^Kmite, 
(versim-plani-^lîinîte  unique)  qui  est  dit  plan  osculateur  au  pointa. 

Pour  Bfvoir  Téquation  du  plan  osculateur,  repoilDn«-*Boiis  aux 
noUTlioiM'et  aus  caloub  du  n'^Mêé. 

Un  plan  quelconque  passant  par  M  (de  coordonnées  rroi  Jo»  ^o) 
a  pour'iquation8(ifi7)  : 

(2)  A  (ac  —  xo)  -4-  B  (y  —  jo)  H-  C  (2  —  2o)  =  o. 

(ic  jplan  contenant  la  tangente  M^T  [qui  a  pour  équations  les 
équations  (8)  du  n°  694],  on  a  (*) 

(3)  A?'(g-^B?'(gH-Ge'(g=:o; 

et  puisqu'il  contient  le  point  M^  dont  les  coordonnées  sont 
X,  =^  9  (/p  4-  h),.,.  ZiT=0  {t^  -4-  A),  on  a  aussi 

(4)  A  (X,  -  xo)  H-  B  [y, -y,)  -h  G  (z,  -  2,)  =  o. 
Mais,  d'après  la  formule  de  Taylor, 

et  Ton  a  des  expressions  analogues  pour  j,  et  z,.  Remplaçant  Xi, 
,.,Zj  par  ces  expressions  dans  (^'i)  et  retranchant  de  (4)  le  premier 
membre  de  (3)  multiplié  par  h  on  obtient  : 

Ç[a  9"  Oo)  -H  B  f  (/;,  ^  G  e^  (w]-f- ^J  [...]  =  o 

Divifiant  cette  dernière  égalité  par  h^,  on  voit  que  pour  qu'elle  ait 
lieu  lorsque  h  est  infmiment  petit,  il  faut  et  suffit  que  A,  B,  C  sa- 
tisfassent à  l'égalité 

(5)  AQ*(g-i-B.L'(o  +  co'(g  =  o 


(*]  Appelant,  en  effet,  X  la  valeur  commune  des  rapports  figurant  dans 
les  équations  (8)  du  n^  694,  nous  avons  x  —  ç  (Iq),  c'est-à-dire  x  —  Xq 
=  5(q'  (O  ;  y  —  yo  =  ^'  rt,)  ;  «  —  ^a  =  ^^'  (<o)-  'L'équation  (2)  doit  être 
•atiiiaîte  par  ks  coordonnées  a;,  y,  z  ainsi  dAtowninéee .;  aile  d^it  donc 
être  satkiaite  lorsqu'on  y  remplace  x  ^  x^  par  Xxp'  (^)...,  2  —  ^0  tP""* 
}.0'  (t^)»  On  déduit  4ie  Jà  l'équation  (3),  en  divisant , par  .X. 


Digitized  by  LjOOQIC 


336 


L  ANALYSE    II^FIMTESIMALB 


Conclusion  :  Uéqmtion  du  plan  osculaleur  (au  point  M)  est 
téqaaiion  (a)  oàA,B,  C  sont  trois  nombres  satisfaisant  aux  égalités 
(3)  et  {Ix).  Ces  trois  équations  sont  linéaires  et  homogènes  par  rap- 
portaux  inconnues  A,  B,  C  :  elles  déterminent  donc  deux  des  trois 
nombres  A,  B,  C,  letroisièmepouvant  être  choisi  arbitrairement  (^). 
On  voit  ainsi  que  le  plan  osculateur  est  en  général  unique  ('). 

Remarque,  —  On  démontre  facilement  que  le  plan  osculateur 
€n  M  se  trouve  être  : 

I*»  /a  limite  d'un  plan  passant  par  M  et  deux  autres  points  de 
la  courbe  Mg  et  M,  que  ton  fait  tendre  vers  M  ; 

2"*  la  limite  d'un  plan  passant  par  la  tangente  M  T  et  parallèle 
d  latàngenie  M,  T,  {Jig,  3oi)  aupomt}A^  qu  on  fait  tendre  uersM. 

062.  Gerole  osculateur.  Normale  principale.  Courbure.  — 
Par  trois  points  M,  M^,  Mj  1res  voisins  sur  la  courbe  il  passe 
toujours  un  cercle  et  un  seul.  Lorsque  Mi  et  Ms  tendent  vers  le 
point  M,  ce  cercle  tend  une  position-limite  (un  cercle-limite)  que 
l'on  appelle  cercle  osculateur  &  la  courbe  en  M. 

Le  cercle  osculateurest  situé  dans  le  plan  osculateur  puisque  ce 
dernier  plan  est  la  limite  du  plan  passant  par  les  trois  points.  Les 
formules  de  la  géométrie  algébrique  conduisent,  d'autre  part,  aux 
constatations  suivantes  : 

i""  Le  centre  du  cercle  osculateur  est  situé  sur  une  normale  à  la 
courbe  (droite  perpendiculaire  à  la  tangente (')  )  :  celte  normale  (in- 
tersection du  plan  osculateur  et  du  plan  normal,  voir  n"*  694)  est 
dite  normale  principale  en  M  (à  la  courbe)  ; 

2*^  Le  rayon  du  cercle  osculateur  peut  être  défini  comme  il  suit  : 
Appelons  rfx  l'angle  très  petit  formé  par  la  tangente  M  et  la  tangente 
au  point  Mj  très  voisin  (^)  de  M  sur  la  courbe,  et  désignons  comme 

(*)  Dans  l'équatîon  d'un  plan,  on  peut  toujours,  on  le  sait,  choisir  arbi- 
trairement un  coefficient. 

(^J  D'après  une  remarque  faite  p.  i/\'Ji,  note  i,  l'équation  du  plan  os- 
culateur peut  être  mise  sous  la  forme  d'un  déterminant 

?'('o)       ViQ        0'(g    =o. 
?70       ^'(^o)         0"(/o) 

(3)  Toute  droite  passant  par  M  et  perpendiculaire  à  la  tangente  en  ce 
point  sera,  d'une  manière  générale,  dite  «  norma'e  à  la  courbe  ». 

(^)  Ces  deux  droites  étant,  dans  des  plans  différents  lorsque  la  courbe 
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d'habitudepare^  Vêlement  (TarcM  Mi  :  la  longueur da rayon  ducercle 
osculateur  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  tt  lorsque  Mi 

tend  vers  M.. 

Le  rayon  R  du  cercle  osculateur  est  appelé  rayon  de  courbure 

(de  la  courbe  en  M)  et  son  inverse  *>  est  appelé  courbure  (de  la- 
courbe  en  M).  La  raison  de  cette  dénomination  est  la  suivante  : 
lorsque  la  courbe  étudiée  est  une  droite,  sa  tangente  (qui  se  con- 
fond avec  elle)  a  une  direction  invariable,  donc  dz  est  toujours 

nul,  donc  j^  =  ^  =  o.  Ainsi  l'inverse  de  R  se  trouve  être  nulle 

lorsque  la  courbe  devient  rectiligne,  c'est-à-dire  lorsque  sa 
«  courbure  »  est  nulle  :  d'où  Tidée  de  définir  la  courbure  comme 

un  nombre,  qui  sera  g . 

Le  centre  du  cercle  osculateur  est  appelé  centre  de  courbure.  Il 
est  situé»  —  par  rapport  à  l'arc  de  courbe  considéré  au  voisins^ge 
de  a;,,,  —  du  côté  où  cet  arc  s'incline  (a  du  côté  de  la  concavité  »). 

Ces  remarques  faites,  convenons  de  désigner  par  (*)  a',  |3',  /.  les 
cosinus  directeurs  de  la  demi-normale  principale  (issue  de  M)  qui 
es  dirigée  du  côté  de  la  concavité  de  la  courbe  (').  Les  coor- 
données du  centre  de  courbure  seront  manifestement  (cf.  676) 

rc  -f-  Rcr'      ,  .  j  H-  Rp'      ,     2  -f-  Rf     , 

si  l'on  désigne  par  x.  y,  z  les  coordonnées  de  M. 

063.  Indicatrice  sphérique.  —  Considérons  un  point  M  qui 
décrit  une  courbe  donnée  (G)  ;  appelons  x,  y,  z  les  coordonnées 
de  ce  point,  a,  â,  7  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  en  M, 
et  a',  |3',  7'  ceux  de  la  normale  principale.  Puis  imaginons  que, 
pour  chaque  position  de  M,  nous  menions  par  Torigine  0  des 
coordonnées  une  parallèle  à  la  direction  positive  de  la  tan- 
est  gauche,  leur  angle  sera  par  définition  l'angle  de  deux  droites  issues 
d'un  même  point  arbitraire  respectivement  .parallèles  aux  dir0<;/io/upo«i- 
iivea  (96c)  des  deux  tangentes. 

(')  Voir  plus  haut,  p.  334  no^e  i. 

(^)  La  normale  principale  étant  perpendiculaire  à  la  tangente,  on  a 
',673j  «a  -h  PP'  +  ri  =  o. 

BouTHoux   —  Les  Principes  de  TAnalyse  mathômatique.  II  a  a 
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gente  (960)  et  la  limitions  k  sa  rencontre,  m,  avec  la  sphère  de 
rayon  i  et  de  centre  0  (Jig.  3oi).  Lorsque  M  décrit  la  courbe  (C), 
le  point  m  décrit  une  courbe  correspondante  (F)  tout  entière  située 
sur  la  môme  sphère  :  celte  courbe  est  dite  indicatrice  [spliérique) 
de  la  courbe  (C). 

Les  cosinus  directeurs  de  la  droite  Om  étant  a,  |3,  7  et  la  lon- 
gueur Om étant  égale  à  i,  les  trois  coordonnées  du  point  m  sont 
a,  j3,  7  :  ces  trois  coordonnées  sont  fonctions  de  la  position  du 
point  M  sur  la  courbe,  donc  fonctions  de  Tare  s  [compté  à  partir 
d'un  point-origine  A  choisi  arbitrairement  sur  (G)]. 

Je  dis,  d*autre  part,  que  les  cosinus  ditecteurs  de  la  tangente  en 
m  à  tindicatrice  ne  sont  autres  que  ol\  |3',  7'.  En  eflEet,  appelons 
Ml  un  point  de  (G)  très  voisin  de  M,  et  mi  le  point  correspondant 
de  l'indicatrice  (fig,  3oi). 

Le  plan  Onim^,  parallèle  aux  tangentes  à  (G)  en  M  et  M,,  est 
parallèle  au  plan  [passant  par  la  tangente  en  M  et  parallèle  à  la 
tangente  en  M,]  dont  lalinrfte  (061)  est  le  plan  osculateur  en  M  ; 
donc  le  plan-limite  vers  lequel  tend  le  plan  0mm,  (quand  M^  tend 
vers  M)  est  parallèle  au  plan  osculateur  en  M  ;  et  la  tangente  en  m 
à  Tindicatrice  (limite  de  la  droite  mmi  située  dans  ce  plan)  est  par 
conséquent  parallèle  à  ce  plan  osculateur. 

Mais,  d'autre  part,  la  tangente  à  Tindicatrice  est  dans  le  plan 
tangent  à  la  sphère,  donc  perpendiculaire  au  rayon  Om,  donc 
(étant  donné  la  direction  de  Om)  parallèle  au  plan  normal  en  M  à 
la  courbe  (G).  J'en  conclus  que  la  tangente  en  m  à  Tindicatrice  est 
parallèle  à  l'intersection  des  deux  plans  (normal  et  osculateur) 
auxquels  elle  est  parallèle,  c'est-à-dire  à  la  normale  principale. 
Elle  a,  par  conséquent,  pour  cosinus  directeurs  a',  ^',  / . 

Appelons  alors  dfj  Télément  d^arc  de  Tindicatrice  :  nous  avons 
(d'après  les  formules  (*)  du  n^  960)  : 

(6)  (fa  =  a'dtj        ,        dp  =  P'da        ,        d^  =  i^''- 

Mais  qu'est-ce  que  cf(7?  C'est  un  arc  infiniment  petit,  mm^^  situé 
sur  la  sphère,  plus  précisément  sur  un  grand  cercle  (192),  de 
rayon  i  :  cet  arc  n'est  donc  autre  chose  (d'après  la  définition  de  la 

C)  Les  coordonnées  du  point  (appelées  x^  y,  z  au  n^  960)  étant  ici 
a,  p,  Y  tandis  que  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  sont  a'.  ^\  'f. 
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mesure  des  angles)  que  la  mesure  de  Tangle  mOm^  {fig.  3oi),  égal 
à  l'angle  formé  par  les  tangentes  en  M  et  M,  à  la  courbe  (G)  [voir 
p.  336,  note  i].  Donc  da  =  dr,  et  Ton  a,  d'après  la  définition  du 
rayon  de  courbure  R  (962)  :  rfc  =  Rcfo. 
£n  conséquence,  les  égalités  (6)  donnent 

Ce  sont  là  les  premières  formules  de  Freneiet  Serret  (*)  qui  lient 
(nous  pouvons  maintenant  laisser  de  côté  Tindicatrice)  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  principale  an  rayon  de  courbure  et  aux 
dérivées  (par  rapport  à  Tare)  des  cosinus  directeurs  de  la  tangente. 

Remarques.  —  On  obtient  <i'autres  formules  intéressantes  — 
signalées  elles  aussi  par  Frepet  et  Serret  —  en  considérant  une  nou- 
velle droite  qui  est  la  normale  (à  la  courbe)  pei;pendiculaireau  plan 
osculateur  :  cette  droite,  perpendiculaire  à  la  fois  à  la  tangente  et 
à  la  normale  principale^  est  appelée  «  binormale  ». 

964.  Calcul  du  rayon  de  courbure  d'une  courbe  plane.  — 
Laissant  de  côté  la  théorie  générale  de  la  courbure,  bornons-nous 
à  indiquer  comment  se  fera  le  calcul  de  la  courbure  d'une  courbe 
plane  définie  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  (les  coor- 
données a;  et  j  étant  deux  fonctions  données  d'un  paramètre  i). 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au  point  M  (de  coor- 

données  x,  y)  est,  comme  on   sait   ,~.  En  d'autres  termes,  Taxe 

des  X  fait  avec  la  tangente  en  M  un  angle  r  dont  la  tangente  irigo^ 

dy 
noméirique  est  j- ,  —  par  conséquent,  un  angle 

L'angle  de  la  tangente  en  M  avec  la.  tangente  infiniment  voisine 
n'est  autre  que  la  différence  des  angles  faits  par  Taxe  des  x  avec 
les  deux  tangentes  ;  c'est  donc  la  difierentielle  (*)  de  r  : 

j         j  /        ,         dy\        dx  d^y  —  dy  d*x 

(*)  Ces  formulet  ont  été  données  par  leurs  auteurs  dans  les  Nouvetlea 
Annales  de  Mathématiques,  U64. 

(■)  J<*  calcuJe  cette  différentielle  d'après  les  règles  des  n^  914  438  et 
022  t'voir  p*  3oo  note  i)a  la  variable  indépendante  étant  le  paramètre  t. 
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D'autre  part  on  a  (962)  :  cfc»  ==  «£r*  -+-  dy^.  Donc 

dx  dx  d^y  —  dy  d^x  dx  d*y  —  dyà^x 

Dans  le  cas  où  x  est  la  variable  indépendante  [la  courbe  étant 
définie  par  une  équation  y  =/(«)],  on  aura  : 

d}x  =  o,      dy  =  ydXf  et  d^y  =  fdx^  ; 

d  où  la  formule  : 

y. 

065.  Courbes  planes  tangentes.  Enveloppes.  —  La  tangente 
en  un  point  d*une  courbe,  élément  dont  la  considération  sert  de  point 
de  départ  à  la  géométrie  différentielle,  est  par  définition  une  droite. 
La  notion  de  tangence  peut  cependant  être  étendue  —  par  Tinter- 
médiaire  même  de  la  tangente  rectiligne  —  à  un  couple  de 
courbes  quelconques  (cf.  n°  191). 

D'une  manière  générale,  nous  dirons  que  deux  courbes  planes 
sont  tangentes  en  un  de  leurs  points  com/nci/u, 
M,  si  elles  ont  même  tangente  en  ce  point.  Ainsi 
le  cercle  osculateur  en  M  à  une  courbe  quel- 
conque est  tangent  à  cette  courbe. 
J^ ,  3^  On  peut  approfondir  l'étude  du  contact  de 
„.    ,  deux  courbes  tangentes  (en  un  point  M  de  coor- 

données X,  y;  en  étudiant  la  différence  dea  or- 
données des  points  Mt,  M2  (des  deux  courbes)  qui  ont  une  ménie 
abscisse  x  +  dx,  arbitrairement  voisine  de  a;,  et  en^détermînant 
Tordre  de  grandeur  de  cette  différence  par  rapport  à  l'infiniment 
petit  dx.  Nous  ne  nous  engagerons  pas  dans  cette  étude  et  nous 
nous  bornerons  à  généraliser  la  notion  de  courbe  enveloppe  que 
nous  avons  déjà  introduite  dans  notre  Premier  Livre, 

Considérons  une  famille  de  courbes  planes  définie  par  une  équa- 
tion 
(8)  /(^»  y,^)  =  o 

qui  contient  un  «  paramètre  »  a  [pour  cAo^ue  valeur  de  a,  Téqua» 
tion  (8)  définit  une  courbe  de  la  famille,  cf.  612].  On  peut  dé- 
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montrer  qu'il  existe  en  général  une  courbe  plane  qui  est  tangente 
en  chacun  de  ses  points  à  une  courbe  de  la  famille  (8)  et  à  laquelle 
toute  courbe  de  la  famille  (8)  est  tangente  en  un  point  au  moins  : 
la  courbe  ainsi  définie  est  appelée  «  enveloppe  des  courbes  (8)  ». 
On  obtient  son  équation  en  dérivant  Téquation  (8)  par  rapport  à  a, 
o'est-à-dire  formant  l'équation 

dont  le  premier  membre  est  la  aérivée  partielle  (2e /par  rapport  à 
Uy  —  puis  en  éliminant  a  (voir  n°  320)  entre  les  équations  (8) 

et  (9). 

En  effet,  appelons  G  la  courbe  obtenue  par  élimination  de  a  entre 

(8)  et  (9)  ;  lorsque  les  coordonnées  x  ety  varient  de  telle  sorte  (*) 

que  le  point  (x,  y)  décrive  la  courbe  6^  la  fonction/  reste  nulle  par 

hypothèse  et  il  en  est  par  conséquent  de  même  de  sa  différentielle 

mais  ^  ==  o  puisque  x  et  y  satisfont  à  l'équation  (9)  ;  donc  on  a. 
tout  le  long  de  la  courbe  6 

(10)  -^  c/ac  4-  -^  dy  =  o. 

^     '  àx  ày    -^ 

Considérons  alors  en  particulier  un  point  Mo  de  G,  ayant  pour 

coordonnées  {xo,  y^)  et   envisageons  la  courbe  (8)  qui  passe  par 

ce  point  [nous  l'obtenons  en  prenant  pour  a  dans  (8)  une  valeur  a^ 

telle  que/(a;o,  yo,  ol^^)  =  o].  Le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 

dy 
gente  en  Mo  à  cette  courbe  est  (d'après  le  n®  613)  la  valeur  ^ 

donnée  par  l'égalité  (*) 

dx  ày  "^         ' 

(*)  Le  long  de  la  courbe  G,  les  coordonnées  xety  varient  en  fonciion 
de  a  ;  en  effet,  si  nous  résolvons  les  équations  (8)  et  (9)  par  rapport  à 
X  et  y,  nous  voyons  que  les  coordonnées  des  points  de  G  sont  définies 
comme  fonctions  de  a. 

(')  Nous  avons  vu  au  n*  6i3   que  Id  coefficient    angulaire  est  égal  à 

_  >/(»o.yp.''.>  dirigé       i>f(x,.y,.',) _ 

ox  '^  ^y 
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%tr  d'après  régaHté  (lo),  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en 
M«  à  h  courbe  6,  a  exactement  la  même  valeur  ;  donc  les  deux 
courbes,  sont  bien  tangentes  comme  le  requiert  la  définition  de  la 
courbe  «  enveloppe  »  (*). 

966.  Hemarque.  —  On  n'aura  point  de  peine  à  introduire  la 
notion  A* enveloppe  dans  la  théorie  des  courbes  gauches  (ce  n'est 
qu'exceptionnellement  cependant  qu'une  famille  de  courbes 
gauches  admettra  une  enveloppe)  et  dans  la  théorie  des  surfaces. 

Unejamille  de  surfaces  définie  par  une  équation  F  (x,  y,  z,  a)  =  o 
dépendant  d'an  c  paramètre  »  a  admet  en  général  une  enveloppe, 
qui  est  une  sur/ace  à  laquelle  chacune  des  surfaces  de  la  famille 
est  tangente  tout  le  long  d'une  courbe. 

Vnefamille  de  sur/ace*  définiepariineéquation  F (a,y,  z,a,]3)=o 
dépendant  de  deux  a  paramètres  »  a  et  |3,  admet  en  géi&éral  une 
enveloppe  qui  est  une  surface  tangente  en  un  point  à  chacune  des 
surfaces  de  la  famille. 


10.  —  Mécanique  diffénttUelle. 


967.  —  A  l'algèbre  et  à  la  géométrie  diflérentielles  se  rattache 
directement  l'ensemble  des  définitions  et  des  principes  sur  lesquels 
est  fondée  la  mécanique  moderne,  et,  par  l'intermédiaire  de  cette 
science,  toute  la  physique  de  notre  temps. 

Ce  sont,  nous  Tavons  dit  déjà,  les  besoins  de  la  méci^nique  et, 
plus  précisément,  ceux  de  la  dynamique  (étude  du  mouvement  des 
corps),  qui  ont  déterminé  Newton, à  systématiser  le  calcul  infini- 
tésimal et  qui  lui  ont  servi  de  guides  dans  ses  travaux  d'analyse. 
Nous  avons  vu  que  Newton  trouve  dans  le  temps  qui  s'écoule 
[Jluens)  le  schème  de  la  «  quantité  variable  n  ;  ainsi,  pour  lui. 


('  )  Parmi  les  courbes  enveloppes  de  droites  les  plus  connues,  nous  pou- 
vons citer  les  développies  de  sections  coniques  considérées  pour  la  pre- 
mière fois  par  Huygens  sous  le  nom  é'ewduix.  D'une  manière  générale 
on  appelle  développée  d'une  courbe  {plane}  Tenveloppe  des  droites  nor« 
maies  à  la  courbe  en  tous  ses  points.  Inversement,  on  appelle  déffelop-^ 
panie  d'une  courbe  donnée  C  toute  courbe  qui  admet  C  pour  développa. 
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U  fonction  est  (par  exemple)  la  position  d'un  point  mobile 
variant  avec  le  temps  ;  la  dérivée  (cf.  404)  esl  une  vitess»  ;  la  dé- 
rivée d'ordre  2  (dérivée  seconde)  est  une  accélération  (voir  Ma). 
Observons,  d'autre  part,  que  les  problèmes  delà  dynamique  sont,  à 
la  lettre,  des  problèmes  infinitésimaux  :  il  s'agit  de  déduire  des  ob- 
servations actuelles  les  mouvements  futurs  des  corps  :  or  l'observa- 
tion, sans  doute,  n^est  que  la  constatation  d'un  état  statique,  d'un 
état  présent  des  corps  étudiés  ;  mais  cet  état  comprend  cçmme  Tun 
de  ses  éléments  essentiels  la  tendance  qu*ont  les  corps  au  moment 
de  l'observation,  c'est  à-dire  (si  l'on  veut)  le  mouvement  infini- 
ment petit  qu'ils  subissent  pendant  un  temps  infiniment  court.  La 
question  à  résoudre  est  alors  la  suivante  :  connaissant  le  mouve- 
ment dont  est  animé  un  corps  pendant  un  temps/ infiniment  petit, 
en  déduire  le  mouvement  ultérieur  du  corps,  et  la  position  qu'i^ 
viendra  occuper  après  tant  de  secondes,  d'heures  ou  de  siècles.  Tel 
est  le  problème  dont  nous  allons  indiquer  la  formule  précise  dans 
quelques  cas  élémentaires  (*),  afin  de  montrer  comment  les  mé- 
thodes développées  dans  le  présent  chapitre  fournissent  le  moyen 
de  le  résoudre. 

968.  Mouvement  reotiligne  d'un  point. — Imaginonsun point 
mobile  qui  se  meut  sur  un  axe  orienté  X'OX.  Â  chaque  instant  la 
position  occupée  par  le  mobile  est  un  point  défini  par  son  abscisse  ; 
l'instant,  d'ailleurs,  se  trouve  lui-même  défini,  si  une  fois  on  a 
choisi  une  unité  de  temps  et  une  origine  du  temps,  par  un  nombre 
positif.  Adoptons  par  exemple  pour  unité  de  temps  la  seconde  et 
pour  instant-origine  le  midi  d'un  jour  donné  ;  un  temps  (un  ins- 
tant) ultérieur  quelconque  sera  défini  par  le  nombre  (rationnel  ou 
irrationnel)  de  secondes  écoulées  (à  cet  instant)  depuis  l'instant- 
origine.  Gela  étant,  l'abscisse  variable  du  point  mobile  se  trouvera 
être  une  certaine  fonction  du  temps  :  x  ==  f{t)  :  et,  pour  connaître 
le  ((  mouvement  du  mobile  »,  il  nous  faudra  étudier  et  il  nous  suf» 
fira  d'étudier  la  «  fonction  «  /{t). 


(*)  Nous  ne  pouvons  entrer  ici  dans  l'étude  historique  de  ce  problème. 
Sur  cette  étude  on  pourra  consulter  en  particulier  l'ouvrage  de 
Ml  P;  DuBEM,  Les  origines  de  la  sUUiquet  Paris,  Hermann,  2  vol.,  igoS- 
1907. 
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Qu'appellerons-nous,  maintenant,  vitesse  du  mobile?  La  vitesse 
moyenne  du  mobile  pendant  un  intervalle  de  temps  (*)  {t^,  t^)  est 
le  rapport  de  l'espace  parcouru  pendant  cet  intervalle  (=*)  à  Tintcr- 
valle  lui-même,  c'est-à-dire  à  la  différence  ti — t^  :  c'est  donc  le  rap- 
port/iji_^jLLi]  ^cf,  n*  404).  Supposons  alors  que  nous  consi- 
dérions la  vitesse  moyenne  relative  à  un  intervalle  de  temps  de 
plus  en  plus  court  :  lorsque  l'intervalle  (Z^,  ti)  devient  infiniment 
petit,  la  vitesse  moyenne  devient  la  dérwée  pour  t=  t^^de  la  fonc- 
tion f  (t)  :  nous  dirons  donc  que  celte  dérivée  est  la  «  vitesse  du 
point  mobile  à  t instant  t^  n. 

La  vitesse  en  un  instant  quelconque  /  se  trouve  être,  d'après  la 
définition  qui  précède,  une  fonction  de  /,/'  (/).  La  dérivée  de  c#t te 
fonction,  /*  (/),  est  appelée  «  accélération  du  point  mobile  »)  à  l'ins- 
tant /  :  c'est  le  rapport  k  dt  de  Faccroissement  infiniment  petit 
(positif  ou  négatif)  que  subit  la  vitesse  du  mobile  entre  l'instant  t 
et  l'instant  infiniment  voisin  /  +  dt.   % 

969.  Force.  Principe  fondamental.  —  Qu'est-ce  qu'une 
force  .^  Il  n'est  certes  point  d'être  humain  qui,  d'une  manière 
plus  ou  moins  grossière,  ne  se  rende  compte  de  l'existence  des  forces 
dans  la  nature  et  du  rôle  qu'elles  y  jouent.  Mais  de  là  à  dégager  la 
signification  mathématique  de  la  force  il  y  a  une  grande  distance  à 
franchir  :  ce  n'est  qu'après  de  longs  tâtonnements  que  Newton  et 
Leibniz  réussirent  enfin  à  donner  à  la  notion  de  force  une  expres- 
sion satisfaisante,  encore  que  largement  conventionnelle. 

Notre  définition  de  la  force  repose  sur  le  principe  suivant,  prin- 
cipe que  nous  admettons  parce  qu'il  nous  paraît  conforme  à  nos 
expériences,  ou  —  si  l'on  veut  —  parce  qu'il  nous  permet  d'inter- 
préter simplement  les  résultats  de  nos  expériences  : 

Si  un  point  mobile  n'est  soumis  à  auconà  force,  sa  vitesse 
ne  change  pas. 


(*)  Je  désigne  par  la  notation  (<„,  ty)  rintervalle  de  temps  qui  s'éooule 
entre  deux  instants  déterminés  t^  et  ti,  (t^  <  <,)« 

(^)  Ainsi  la  vitesse  moyenne  »era  positive  ou  négative  suivant  que  le 
mobile  à  partir  de  Tinstant  t^  se  déplace  dans  un  bens  (sens  des  abscisses 
positives)  ou  dans  l'autre. 
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Ceci  veut  dire  (nous  supposons  comme  plus  haut  que  le  point 

dx 
mobile  se  meuve  sur  un  axe)  que,  la  dérivée/^  (t)  ou  -j.  reste  égale 

h   un    nombre    constant  C.    Donc     la  dérivée   seconde    (accé- 

lération),/'  (/)•  ou  -^^,  est  nulle. 

Nous  constatons»  d'autre  part,  que  lorsque  le  mobile  est  soumis 
k  une  force  très  grande  agissant  suivant  Taxe  sur  laquelle  il  se  meut, 
son  accélération  est  très  grande  ;  et  nous  sommes  ainsi  conduits  à 
essayer  de  l'hypothèse  suivante,  qui  se  trouve  effectivement  d'accord 
avec  tous  les  faits  observés  en  physique  :  la  force  (^)  agissant  siir  un 
point  mobile  suivant  un  axe  est  proportionnelle  à  t accélération  du 
point  ;  j'enlendi  par  là  que  le  rapport  de  la  force  à  l'accélération 
est  un  certain  nombre  constant  (le  même  en  tout  temps)  qui  ne 
dépend  point  de  la  position,  mais  seulement  de  la  nature  physique 
du  mobile  :  on  dit  que  ce  nombre  constant  est  la  masse  du  point 
mobile. 

Appelant  alors  m  celte  masse  du  point,  nous  aurons  l'expression 
mathématique  suivante  de  la  force  X  qui  agit  sur  lui  : 

La  force  ainsi  définie  sera,  dans  le  cas  le  plus  général,  variable 
avec  le  temps,  mais  exceptionnellement  elle  pourra  être  constante 
(indépendante  du  temps).  C'est  le  cas  delà  force  appelée  pe^a/i/eur, 
parl'eOet  de  laquelle  les  corps  tombent  sur  la  surface  de  la  terre. 
La  pesanteur  qui  agit  sur  un  point  (que  nous  supposerons  tomber 
verticalement  le  long  d*un  axe)  est  le  produit  de  la  masse  m  du 
point  par  un  certain  nombre  g  (le  même  pour  tous  les  corps  ou 
points)  appelé  accélération  de  la  pesanteur,  La  vitesse  du  mobile 
(fonction  primitive  de  l'accéléLation)  est  alors  gt  -h  t\,  v^  étant 
un  nombre  constant  qui  est  la  valeur  de  la  vitesse  à  l'instant  ini- 
tial t=  o  (c'est,  dira-t-on,  la  vitesse  initiale),  La  position  du 
mobile  à  l'instant  /  est  donnée  par  une  abscisse  x  (sur  l'axe  ver*- 
tical)   qui  est  une  fonction  primitive  de  gt  +  Dq  :  on  a  donc  : 


a 


VqI  4-  Xq, 


(')  Cette  force  peut  être  une  résultante  de  forces  distinctes,  voir  p.  348, 
note  a. 
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x^  étaqt  r«bscifi8é  de  la  position  initiale  (poskioa  poar  f  =  o)  du 
point  mobile. 

970.  Bemarque.  ~  La  définition  de  la  force  repose,  avons- 
nous  dit»  sur  ce  principe  :  Si  un  point  mobile  n*esi  soumis  à  cmcune 
force,  sa  viiesse  ne  change  pas.  Supposons  qu'au  lieu  de  ce  prin- 
cipe, l'expérience  nous  en  dicte  un  autre,  par  exemple  :  si  un  point 
mobile  nest  soumis  à  aucune  Jorce,  sa  position  ne  change  pas^  ou: 
si.un  point  mobile  n'est  soumis  à  aucune  Jorce,  son  accélération  ne 
change  pas  :  nous  devrions  alors  définir  la  force  autrement  que 
nous  ne  l'avons  fait  ;  dans  le  premier  cas  nous  lia  définirions,  par 

exemple,  comme  le  produit  de  la  vitesse  ^  par  un  nombre  m  ne 

dépendant  que  delà  nature  physique  du  mobile (^);  dans  le  second 
cas,  nous  la  définirions  comme  le  produit  de  la  dérivée  troisième 

TTg  par  un  nombre  m. 

971.  Etude  du  mouvement  rectiligne  d*iixi  point.  —  Suppo- 
sons que  l'on  ne  connaisse  pas  encore  le  mouvement  [c'est-à-dire 
la  fonction /(/)]  d'un  point  (de  masse  m)  mobile  le  long  d'un  axe, 
mais  que  Ton  connaisse  la  force  qui  agit  sur  ce  point,  cette  force 
se  présentant  sous  la  forme  d'une  certaine  fonction  connue  du 
temps  /,  de  la  position  et  de  la  vitesse  du  mobile  à  l'instant  t  • 
et  proposons-nous^  dans  ces  conditions,  d'étudier  le  mouvement 
du  point  mobile. 

SoitX=FM.  X,  -rpj  h  fonction  définissant  la  force  ;  on  aura 

(969): 

d^x        „/,        dx\ 

équation  dififérentielle  qui  définit  x  en  fonction  de  t. 

Noua  voyons  par  là  que  l'étude  du  mouv/^ment  rectiligne  d'un 
point  (lorsque  la  force  est  donnée  sous  la  forme  indiquée)  revient  à 
r intégration  (Tune  équation  dijjérentielle  du  second  ordre,  L'inté- 

dx 

(1)    En  sorte   que   nous  ayons,  quand   la   force  est  nulle  e  ^  «s  o, 

X  ss:  nombre  constant. 
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grale*  générale  dépend  de  deux  constantes  arbitraires,  comme  il  eût 
été  facile,  de  le  prévoir  à  priori.  En  effet,  quelle  que.  soit  la  force 
donnée,  il  est  Clair  que  nous  pouvons  la  faire  agir  sur  un  mobile 
que  nous  faisons  partir  i  l'instant  /  ==  o  d'une  position  initiale- 
arbitraire  et  auquel  nous  imprimons  une  vitesse  initiale  ar  bitraire 
(après  quoi  nous  l'abandonnons  à  l'action  de  la  force  donnée).  La 
position  et  la  vitesse  initiale  sont,  dès  lors,  dans  la  solution  du  pro- 
blème, deux  constantes  arbitraires  (cf.  fin  du  n""  069). 

072.  Mouvement  curviligne  d'un  point  dans  l'espace.  — 
Conformément  aux  principes  que  nous  avons  posés,  le  mouvement 
d'uû  point  mobile  dans  l'espace  à  trois  dimensions  sera  défini  par 
les  coordonnées  (*)  x,  y,  z,  de  la  position  qu'occupe  le  mobile  & 
l'instant  t,  —  c'est-à-dire  par  trois  fonctions  du  temps  : 

Lorsque  t  varie,  ces  trois  fonctions  définissent  une  courbe  (690)  : 
c'est  la  courbe  ou  trajectoire  décrite  par  le  mobile. 

Considérons  en  particulier  le  mobile  pendant  l'intervalle  de  temps 
infiniment  petit  (/,  i  H-  dt)  :  il  subit  un  déplacement  égal  à  l'arc 
infiniment  petit  ds  (de  la  trajectoire),  qui  a  pour  extrémités  les  po- 
sitions occupées  aux  instants  /  et  /  +  cf^  ;  nous  devrons  dès  lors, 
conformément  à  nos  conventions  antérieures,  regarder  le  rapport 

n.  comme   la  valeur  de  la  vitesse  du  mobile  à  l'instant  /.  Mais  le 

déplacement  du  mobile  a  non  seulement  une  valeur  numérique, 
mais  aussi  une  direction  :  il  est  dirigé  suivant  la  tangente  en  M  à 
la  trajectoire  :  d'où  cette  définition  générale  de  la  vitesse  : 

La  vitesse  d'un  point  mobile  à  Finstant  t  est  un  vecteur  dirigé 
suivant  la  tangente  en  M  à  la  trajectoire,  orienté  dans  le  sens  sui^ 
vant  lequel  se  meut  le  mobile  (*)  (lorsque  /  croît),  et  ayant  pour 

longueur  le  rapport  j.  • 


(^)  Nous  rapporterons  les  points  de  l'espace  à  trois  axes  rectangu-^ 
htfret  choisis  une  fois  pour  toute. 

(")  Nous  adopterons  ce  sens  comme  sens  des  ares  croîssants  (cf.  960} 
sur  la  trajectoire. 
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Il  résulte  de  cette  définition  que  le  vecteur-vitesse  a  pour  projecr 

//o/i5surles  trois  axes  (*)  :  ^,  ^,  ^f»  c'est-à-dire/ (/),  <p'  (0.  +'(')• 

Considérons   d'autre  part  u6  vecteur  (auquel  nous  donnerons 

encore  le  point  M  comme  point-origine)  ayant  pour  projections 

d}x   d^Y   d^z 
sur  les  trois  axes  les  trois  dérivées  secondes  ^^ ,  ^'  JZ«  '  ^^^^  *P' 

pellerons  ce  vecteur  (que  nous  désignerons  par  J)  «  accélircdion 
du  point  mobile  à  C instant  i  ». 

Cela  posé,  nous  constaterons  qu'ici  comme  dans  le  cas  du  mou- 
vement rectiligne,  il  convient  de  définir  l'intensité  de  la  force  (agis- 
sant  sur  le  point  mobile  à  Tinstant  /)  comme  le  produit  d'un  fac- 
teur constant  (le  même  que  si  le  mouvement  était  rectiligne,  à 
savoir  la  masse  m  du  mobile)  par  la  longueur  de  Taccélération 
(vecteur  J)  :  il  convient  de  plus  de  regarder  la  force  comme  agis- 
sant suivant  la  direction  de  l'accélération  ;  en  conséquence /a/orc«  (') 
sera,  par  définition,  un  vecteur  dont  les  projections  sur  les  trois  axes 
seront 

973.  Equations  fondamentales  du  mouvement  d'un  point. 

—  Supposons  que  la  force  qui  agit  sur  le  point  mobile  soit  connue, 
X,  Y,  Z  étant  trois  fonctions  connues  de  t,  des  coordonnées  x,y,  z 

de  la  position  du  mobile  et  des  projections  t- ,  •;, »  -J.    de  la  vitesse 
de  ce  point: 

x=x(,.,.,.4^.*,*).v=y(,,.,...f,),z_z(,,x,...î;). 

La  position  du  mobile   en    un  instant  quelconque  sera  alors 


(')  Ce  sont  les  quotients  par  le  nombre  dt  des  projections  du  rec- 
teur de  (060). 

(*)  En  nous  plaçant  au  point  de  vue  théorique,  nous  pouvons  admettre 
que  la  force  qui  agit  sur  un  point  mobile  en  un  instant  donné  est  tou- 
jours unique.  II  se  peut,  cependant,  que  l'on  puisse  distinguer  plusieurs 
actions  s 'exerçant  simultanément  sur  le  mobile  :  la  force  que  nous  défi- 
nissons ici  est  alors  le  résultat  de  la  combinaison  de  ces  actions  ;  c'est  la 
«  riêutiante  »  des  différentes  forces  qui  se  combinent. 
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définie  par  le  système  d'équations  différentielles    simultanées  : 

(,)mg=x(t.a:....J^);mg=Y(«.x....^);m^^=z(<,x,...^). 

Ces  équations  sont  les  équations  fondamentales  de  la  mécanique. 
On  démontre  que  leur  solution  dépend  de  6  constantes  arbi> 
trairesqui  sont,  si  rt>n  veut,  les  trois  coordonnées  de  la  position 
initiale  et  les  trois  projections  de  la  vitesse  (vecteur-vitesse)  ini- 
tiale du  mobile  à  l'instant  t  =  o, 

974.  Combinaisons  remarquables  des  équations  fondamen- 
tales. ^  Au  lieu  d'étudier  directement  le  système  (468)  des  équa- 
tions (i),  nous  avons  évidemment  le  droit  d'y  substituer  un  sys- 
tème équivalent  {cf.  479)  en  remplaçant  une  ou  plusieurs  équa- 
tions (i)  par  des  combinaisons  de  ces  équations  [pourvu  que  les 
nouvelles  équations  soient  satisfaites  toutes  les  fois  que  les  pre- 
mières le^ont  et  réciproquement].  Signalons  certaines  combinai- 
sons spécialement  avantageuses. 

De  la  seconde  équation  (i^  multipliée  par  x,  retranchons  la 
première  multipliée  par  y  :  nous  obtenons  une  nouvelle  équation 

^d^'^^1?)  '^'®*'  ^^^^e  que  la  dé- 
rivée de  l'expression  "^  [^  ^  ^y^)-  Nous  écrirons  donc  : 


"3r 

et  nous  aurons  de  même 


=  xy  -—y  X 


ai =rZ  -  zY  ;  -j^ =zX-xZ. 

II  résulte  desdéfinitions  des  n°*  708-09  que  les  seconds  membres  de 
ces  équations  son  t  les  moments  de  coordonnées  par  rapport  au  x  axes  du 
vecteur- force.  Les  quantités  entre  parenthèses  dans  les  premiers  mem- 
bres sont  les  moments  d*un  vecteur  ayant  pour  projections  sur  les 

dx        dy  dz    r\     t  ^ 

trois  axes  '  '^  Tï*  ^  dt^^  '^Tt         donne  a  ce  vecteur  le  nom  de 
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quantité  de  mouvement.  Les  équations  écrites  ci -dessus  expriment 
alors  que  les  dérivées  par  rapport  au  temps  des  moments  de  la  quan- 
iité  de  mouvement  sont  égale  aux  moments  de  la  force.  Cette  pro- 
position est  appelée  «  théorème  des  moments  m. 

.  .  .  dx 

Multiplions  d'antre  part  les  équations  (i)  respectivement  par   i  , 

^,  ^  et  ajoutons-les.  Nous  obtiendrons  une  nouvelle  équation 
dont  le  premier  membre,  '"  1  37  jjr  "+"  ••■J .  n'est  autre  que  la  déri- 
vée de  l'expression  "^  j  (  j^)  '^  [Ji)  "*"  (^)  »  laquelle  est  Ir 
produit  de  la  demi-masse  par  le  carré  de  la  longueur  de  laviteiseÇ). 
Désignons  celle-ci  par  v,  nous  écrirons  : 

^  ' ^        X  dx        ^dy  j^jdz 

—^-^di-^^ii  +  ^Ji 

(il 
ou,  sous  forme  différentielle  (voir  914)  : 

<3)  d("'f\^Xdx-^Ydr-hZdz. 

La  quantité  mi»*  calculée  à  un  instant  quelconque  /  est  appelée 
Jorce  rive  du  point  mobile  à  Tinstant  /.  La  quantité  différentielle 
\  dx  H~  Y  dy  -f-  Z  dz,  d'autre  part,  est  appelée  «  travail  élémentaire  » 
de  la  force  (X,  Y,  Z)  pendant  Vintervalle  de  temps  (/,  t  -t-  dt). 
L'égalité  (3)  peut  donc  être  énoncée  comme  il  suit  {théorème  des 
Jorces  vives)  :  La  différentielle  de  la  demi-Jorce  vive  est  égale  au 
travail  élémentaire  (à  l'instant  /). 

Dans  le  cas  particulier  où  X,  Y,  Z  ne  dépendent  pas  de  /  ni  de 
lajvitesse  (mais  sont  fonctions  de  x,  y,  z  seulement)  et  où  le  second 
membre  de(3)  est  une  différentielle  totale  exacte  (92S  ,  on  saitcal- 
<:uler  Intfonction  F  (x,  y,  z)  qui  a  pour  différentielle  Xrfx  4-  Y  dy  -h 
Zdz  et  l'équation  (3)  nous  donne,  par  intégration  immédiate  : 


mv 


.2 


'T^Xy  y,  z)  -h  nombre  constant. 


(1)  On  sait  que  le  carré   de  la  longueur  d*un  veotear  est  égal  à  la 
somme  des  carrés  de  ses  projections. 
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075.  Changement  de  coordonnées.  Application  des  coor- 
tlonnôea  polaires  à  Tétude  du  mouvement  d*un  point  d|ins  un 
plan.  —  Ayant  obtenu  les  équations  du  mouvement  d*un  point 
par  rapport  à  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  on  formera 
aisément  les  équations  correspondantes  relatives  à  un  autre  système 
de  coordonnées  quelconques.  ' 

Nous  bornant  au  mouvement  dans  un  plan  (plan  des  xy),  ima* 
ginons,  par  exemple,  qlie  nous  passions  des  coordonnées  rectan- 
gulaires aux  coordonnées  polaires  en  posant  (599)  : 
ac  =  r  cos  6,    j'  =  r  sin  6. 

Nous  déduisons  de  là  sans  peine  les  expressions  de  ^. ,   -tt  ,  etc. , 

■en  fonction  de  r,  0  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  /(443).  En  parti- 
culier : 


d'où 


dx  ^  dr  .     ^  rf6    rfr         -    ^  dr  ^  d^ 


dy  dx         ,  rfO 


976.  Cas  où  la  loroe  est  centrale  et  fonction  de  la  distance. 

—  Supposons  (*),  pour  prendre  un  exemple  particulier,  que  la  force 
soit  a  centrale  »,  c'est-à-dire  passe  toujours  par  un  même  point 
fixe  que  nous  prendrons  comme  origine  des  coordonnées  polaires  ; 
supposons,  de  plus,  qu'elle  soit  fonction  de  la  seule  dislance  du 
point  mobile  à  l'origine  ;  elle  sera  alors  une  certaine  fonction  F  (r), 
r  étant  le  rayon  vecteur  du  point  mobile  M  (première  coordonnée 
polaire,  n°  597).  Et,  comme  les  cosinus  des  angles  que  font  les  axes 
■Oa;,  Oy  avec  le  vecteur  OM  sont  cos  9,  sin  ô,  nous  aurons  (^)  : 

X  =  F  (r)  cos  e,         Y  =  F  (rf  sin  6, 
d'où  nous  déduisons  par  un  calcul  facile  : 

(^)  J«  suppote  encore  que  le  mon  veinent  se  lasse  tout  entier  dans  un 
«même  pian  (que  je  prends  comme  plan  des  t^)  :  mais  on  démontre  que 
cette  circonstanoe  se  présente  néceâaairtmtnt  dans  le  cas  où  la  foree  est 
«  oentMde  «. 

(')  Nous  n'avons  à  considérer  que  deux  projections  de  la  force, 
puisque  le  mouvement  se  fait  dans  le  plan  des  xy.  L'angle  0  est  la  seconde 
-coordonnée  polaire  de  M  ^597). 
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I"  Que  le  moment  (xY  —  yX)  de  la  force  par  rapport  â  Taxe 
des  z  est  nul  ; 

2»  Que  \dx  4-  Yrfy  =  F  (r)  dr. 

Le  théorème  des  moments  et  le  théorème  des  forces  vives  nous^ 
donnent  alors  : 

d'où 

,«  r.*  =  c     ..     ..  =  (*)V.-©-  =  .M 

en  appelant  C  un  nombre  constant  et  O  (r)  une  fonction  primitive 
de  la  fonction  (de  r)  —  F  (r)  1  en  d'autres  termes  $  =-?  |     F(r)rfr  I . 

Tirant  alors  -^  de  Téqualion  (4),  nous  pouvons  écrire  : 

équation  différentielle  du  premier  ordre  qui  défmit  r  en  fonction  de 
i.  L'étude  du  mouvement  de  notre  point  mobile,  soumis  à  une  force 
centrale  fonction  de  la  distance,  se  ramène  à  tintégration  de 
t équation  (5).  ' 

977.  Applioation  au  problème  de  l*attractlon  onlTerseile. — 

Les  calculs  que  nous  venons  de  faire  permettent  de  résoudre  un 
problème  d'une  grande  importance,  celui  même  à  l'occasion  du- 
quel la  mécanique  fut  créée  :  je  veux  parler  du  problème  nevi^tonien 
de  l'attraction  universelle. 

Imaginons  que  notre  point  mobile  soit  soumis  à  l'action  d'une 
force  centrale  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  distance. 
J'entends  par  là  que  la  force  (passant  par  un  point  fixe  que  je 

prends  pour  origine)  est  égale  à  — p —  ,  r  étant  le  rayon  vecteur 

du  point  mobile,  m  sa  masse,  et  k  un  certain  nombre  constant 
(le  môme  pour  tous  les  corps,  ou  points  mobiles,  et  à  toutes  les 
disianres)  appelé  coefficient  de  t  attraction  [la  force  est  dite  attrac- 
tive si  k  >  0  (elle  attire  alors  le  mobile  vers  l'origine)  ;  elle  serait 
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répulsive  si  k  était  négatif).  Dans  ces  conditions,  on  a  *  (r)  = 

-p-  -h  h  {h  constante  arbitraire). 

Sans  chercher  à  étudier  complètement  le^  mouvement  du  mo- 
bile, demandons-nous  simplement  q-uelie  est  sa   trajectoire.  La 

première  équation  (4)  nous  donne  dt  =  -^-  .  Portant  dans  (5)  où 
nous  remplaçons  *  (r)  par  —  -f-  A,  nous  avons  : 


+*-^. 


On  intègre  cette  équation  en  faisant  le  changement  de  variable 

Un  calcul  facile  montra  que  la  fonction  u  de  Ô  satisfait  à  l'équa- 
tion différentielle 

^   "30  "^  V  *  ""  "  '     ^  ^'*    ^  ~  ®^^  sm  un-  e^  ;  a  =  sm  (0  —  6<,), 

©0  étant  une  constante  arbitraire.  L'intégrale  générale  de  Téqua- 
lion  (6)  est  donnée  dès  lors  par  la  relation 

r  ==  (?  "^  V  C"*  "*"  C*  *'"  (^  "~  ^'^' 

qui  est  l'équation  de  la  trajectoire  en  coordonnées  polaires.  Or,  un 
calcul  de  géométrîp  analytique  montre  que  cette  équation  est  celle 
d^une  ellipse  dont  un  des  foyers  est  à  torigine  des  coordonnées. 
Ainsi  seirouve  démontrée  la  proposition  fondamentale  qui  fut  ob- 
tenue par  Newton  ;  si  l'on  assimile,  en  particulier,  le  soleil  et  les 
planètes  à  des  points,  et  si  IW  admet  que  le  premier  attire  les  se- 
condes suivant  la  loi  formulée  ci-dessus  (loi  de  l'attraction  nevr- 
Ionienne),  il  résulte  nécessairement  de  ces  hypothèses  que  les  pla- 
nètes décrivent  des  ellipses  dont  le  soleil  occupe  un  des  foyers. 

Nous  en  resterons  à  cet  exemple,  qui  met  clairement  en  lumière 
l'utilité  et  la  puissance  de  la  mécanique  différentielle. 


BouTMvx/ —  Lei  Principes  de  l'Analyse  mathématique.  II  ^3 
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/.  —  La  notion  ée  cooHnM/ité. 

078.  -—  Après  avoir  indiqué  quelques-uns  des  prolongements 
les  plus  remarquables  de  l'analyse  infinitésiraaie,  il  nous  faut  re- 
venir en  arrière  et  remonter  encore  une  fois  jusqu'à  l'origine  des 
mathématiques.  Nous  avons  vu  dans  notre  Deuxième  Livre  com- 
ment, en 'partant  d'hypothèses  convenables,  on  peut  construire  — 
ou  reconstruire  —  méthodiquement,  de  la  base  au  sommet,  tout 
rédifice  de  Talgèbre.  C'est  le  succès  même  de  cette  construdion 
qui  nous  oblige  à  entreprendre  de  nouvelles  recherches.  Pourquoi 
la  construction  réussit-elle^  et  sur  quels  fondements,  au  juste,  re- 
pose-t-elle  ?  Afin  de  nous  en  rendre  comple,  nous  devons  réexa- 
miner et  passer  au  crible  de  la  méthode  analytique  les  principes 
et  les  hypothèses  sur  lesquelles  nous  avons  fondé  notre  construc- 
tion. Ainsi  seulement  nous  pourrons  nous  rendre  juges  de  la 
nécessité  de  ces  hypothèses,  et  voir  s*il  ne  serait  pas  possible 
d'en  laisser  tomber  ou  d'en  modifier  quelques-unes  sans  porter 
atteinte  à  la  solidité  de  Tédifice. 

Les  fondateurs  de  la  science  mathématique  ont  placé  k  sa  hase 
deux  concepts  fondamentaux,  le  concept  de  nombfy  et  le  concept 
de  grandeur.  Etudier  la  parenté  de  ces  deux  concepts,  jeter  un 
pont  entre  elles,  ce  fut  en  Grèce,  ce  fut  de  tout  temps,  le  problème 
fondamental  de  la  philosophie  mathématique.  Il  importe  donc 
d'apporter  quelques  nouvelles  précisions  à  la  solution  de  ce  pro- 
blème en  l'examinant  aux  lumières  de  l'analyse  contemporaine. 
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La  récof&cîliation  des  notions  discordantes  de  nombre  et  de 
grandeur  continue  s'est  faite  nous  l*avons  vu,  par  l'intermédiaire 
de  l'idée  de  mesure  :  elle  a  abouti  à  la  déQnition  de  la  quantité 
irrationneile,  qui  est  l'équivalent  exact  d  nne  longueur  géomé- 
trique, et  qui  est  à  la  base  de  la  théorie  du  calcul  algébrique,  de 
la  théorie  des  équations,  de  la  théorie  des  fonctions.  Il  nous  est 
donc  permis  de  dire  que  l'algèbre  tout  entière  repose  finalement  sur 
la  conception  du  nombre  irrationnel,  c'est-à-dire  sur  Vadaptatiùn 
de  la  notion  de  continuité  géométrique  à  [idée  de  nombre  cardinal 
discret. 

Qu'est-ce  donc  que  cette  continuité  géométrique  ou  plutAt, 
comment  s*exprime-t-elle  dans  le  langage  des  nombres  ?  Noos 
Tavons  vu  déjà,  et  il  ne  nous  reste  qu'à  préciser  et  à  interpréter  les 
définitions  que  nous  avons  données  dans  un  chapitre  antérieur. 

979.  —  La  continuité  de  l'ensemble  des  nombres  irrationnels 
supposés  rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante  est  définie  et 
caractérisée  par  le  postulat  d'Archimède  et  par  les  postulats  con- 
nexes (dits  postulats  de  continuité).  Ces  postulats,  qu'un  minutieux 
travail  d'analyse  a  permis  de  dégager  et  de  présenter  sous  di- 
verses formes  équivalentes,  ont  été  formulées  au  chapitre  V  de 
notre  Deuxième  Livre.  Ils  nous  font  connaître  les  conditions  dans 
lesquelles  varie  une  quantité  indéterminée  à  laquelle  on  donne 
successivement  toutes  les  valeurs  numériques  depuis  —  oo  jus- 
qu'à -J-    00. 

Si  nous  considérons  maintenant,  non  plus  un,  mais  plusieurs 
nombres  variant  en  même  temps  en  fonction  F  un  de  Vautre  ou  les 
UÂS  des  autres,  la  continuité  des  variations  simultanées  de  ces 
nombres  est  conditionnée  par  la  définition  des  fonctions  continues. 

Une  fonction  (*)  —  pouvons-nous  dire  en  rapprochant  les  dé- 
finitions du  n®  326  de  la  théorie  des  limites  {n"**  895  et  suiv.)  —  une 
fonction  ou  branche  de  fonction,  y=f(x),  est  continue  pour  la 
valeur  de  x^  de  x,  si  la  valeur  variable  y  tend  vers  une  limite  dé- 
terminée jo  =/(^o)  lorsque  X  tend  vers  x^. 

De  cette  définition  résultent  immédiatement  un  certain  nombre 

(4)  Je  me  bornerai  ici  aux  fonctions  d'une  seule  variable. 
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de  propositions,qui  sont  des  conséquences  des  proprîétéd  générales 
dés  limites. 

Si  plusieurs  fondions  J{x),ff(x)y  ^{x\  etc,  sont  continues  pour 
X  =  Xq,  les  sommes,  différences,  produits  de  ces  Jonctions  sont  des 
fonctions  continues  (pour  x  =  x^)  [cf.  896] .  Si,  de  plus,  f  (x^)  ;zf  o . 

le  rapport  M^.  est  une  fonction  continue.  — S/  (')  une  fonction  y  de  x 

{croissante  ou  décroissante)  est  continue  [et  prend  une  certaine  va- 
leur y^y  pour  X  =  x^,  la  fonction  inverse  x  de  y  est  continue  pour 
y  =iy^.  —  Si  y  est  fonction  continue  de  x  pour  x  =  x^,  et  six  est 
une  fonction  continue  de  z  prenant  la  valeur  x^  pour  zz=^  z^^y  est 
fonction  continue  de  z  pour  z=^  z^,  —  Si  f{x)  est  continue  pour 
X  '=x^yen  est  de  même  de  la  racine  carrée  ^  f{x)^  et  plus  géné- 
ralement, de  y//(x)  quel  que  soit  t entier  positif  {*)  n. 

De  cet  ensemble  de  propositions  on  déduit  la  démonstration  du 
théorème  général  du  n^  300  sur  la  continuité  des  fonctions  algé- 
briques. 

080.  —  Voici,  d*autre  part,  deux  théorèmes  qui  paraissent  à 
première  vue  évidents,  et  sur  lesquels  nous  nous  sommes  même 
plusieurs  fois  appuyés,  mais  dont  il  est  cependant  nécessaire  de 
donner  une  démonstration. 

Une  fonction  f  (x)  continue  dans  C intervalle  a,  b,  prend  au  moins 
une  fois,  pour  x  variant  entre  a  et  b,  toute  valeur  comprise  entre 
J{a)el/{b)., 

Toute  Jonction  continue  dans  t  intervalle  a,  6,  y  atteint,  pour  une 
valeur  au  moins  de  x  {entre  a  et  b),  une  valeuç  supérieure  à  toutes 
les  autres  valeurs  quelle  prend  dans  le  même  intervalle  ;  elle  atteint, 
de  même,  pour  une  valeur  au  moins  de  x,  une  valeur  plus  petite 
que  toutes  les  autres.  —  En  particulier,  si  la  fonction  est  d*abord 
croissante,  ensuite  décroissante,  elle  passe  par  un  maximum  et  le 

(')  En  effet,  par  hypothèse,  si  x  varie  arbUraireiMni  peu  (à  partir  de 
Xg),  il  en  est  de  même  de  y  (à  partir  de  y^)  ;  donc,  réciproquement,  si  y 
varie  arbitrairement  peu^  il  en  est  de  même  de  x. 

(«)  En  effet,  posons  y  =  W  f  [x)  ,  y©  =  !/  f  («o)-  Nous  avons 
y^  rm  f  (x),  fonction  continue  ;  la  fonction  inverse  (x  fonction  de  y")  est 
donc  continue  ;  mais  yT  ^st  fonction  continue  de  y  ;  dono  x  est  aussi 
fonction  continue  de  y,  et  par  suite  y  de  x,  d'après  les  théorèmes  énonoéi 
ci-dessus* 
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théorème  signifie  qu'elle  atteint  effectivement  ce  maximum.  De 
même  dans  le  cas  d*un  minimum. 

On  trouvera  dans  les  traités  d'Analyse  la  démonstration  de  ces 
deux  théorèmes. 

981.  Nouvelle  définition  de  la  continuité.  —  On  peut  don- 
ner de  la  continuité  dune  fonction  pour  x  =  x^  une  définition 
indirecte  qui  permet  de  préciser  la  signiGcalion  de  cette  notion. 
Cette  nouvelle  définition  est  importante  à  retenir,  car  elle  a  été 
le  point  de  départ  de  la  théorie  des  fonctions  discontinues  dont 
nous  dirons  un  mot  au  $  J  de  ce  chapitre. 

Considérons  une  fonction /(x),  définie  et  univoque  dans  un  in- 
tervalle a,  b  où  se  trouve  la  valeur  x^  (voir  la^?^.  3o3  où  nous 
représentons  les  valeurs  a,  b,  x^  par  leurs  abscisses),  et  admettons 
pour  fixer  les  idées  que  la  fonction  f(x)  soit  positive  dans  F  intervalle 
(a,  b)  [on  étendrait  sans  peine  les  considérations  que  nous 
allons  développer  au  cas  d*une  fonction  non  toujours  positive]. 

Nous  conviendrons  de  dire  que  la  fonction  /  (x)  est  bornée 
.(supérieurement)  dans   l'intervalle  a,  6,   s'il 

existe  un  nombre  positif  (fijte)  A.  tel  que/(x)   s i.  ê  â^^k  ^ — 

<  A  dans  tout  l'intervalle  (*).  p.    3^^ 

Considérons  alors  un  intervalle  quelconque 
c,  rf,  intérieur  à  a,  6,  et  contenant  Xq  [Jîg.  3o3).  Si  la  fonction 
/(x)  est  bornée  dans  (a,  b)  elle  est  sûrement  bornée  dans  (c,  d). 
Appelons  M  le  plus  petit  nombre  qui  est  supérieur  ou  égal  à  toutes  les 
valeurs  prises  pai/(x)  dans  l'intervalle  (c,  d)  :  nous  dirons  que 
M  est  la  borne  supérieure  (^)  de  /  (x)  dans  (c,  d).  Appelons  de 
même  m  le  plus  grand  nombre  inférieur  ou  égala  toutes  les  valeurs 
prises  par  la  fonction  dans  (c,  d)  :  nous  dirons  que  m  est  la  borne  in-- 
férieure  (')  de/  (x)  dans  (c,  d).  Nous  appellerons  enfin  oscillation 
de  /a/o/ic//o/i  dans  l'intervalle"  (c,  d)  la  diflerence  M  —  m. 

(«)  On  voit  qu'une  fonction  finie  dans  riûtervalle  a,  h  n'y  est  pas 
nécessfiirement  lornée»  car  si,  tout  en  n'étant  jamais  infinie,  elle  peut 
prendre  des  valeurs  arbitrairement  «grandes,  il  n'existe  pas  de  nombrç  A 
satisfaisant  &  la  condition  énoncée  dans  notre  démonstration. 

(*)  M  est  inférieur  ou  égal  à  A. 

{^]  m  est  supérieur  ou  égal  à  o,  puisque  la  fonction  est  supposée 
positive. 
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Cela  posé,  prenons  en  particulier  pour  intervulle  (c,  (2),  l'inler- 
valle  (ajo  —  a  ,  x^  -4-  a  ),  a  étant  un  très  petit  nombre  positif,  cl 
désignons  par  (ù%  l'oscillation  àe/{x)  dans  cet  intervalle.  On  voit 
facilement  que  le  nombre  coa  (qui  va  sans  cesse  en  décroissant  et 
reste  supérieur  à  o)  teud  vers  une  limite  lorsque  a  tend  vers  o 
{cest>à-dire  lorsque  l'intervalle  considéré  tend  à  se  réduire  i  la 
valeur  x^).  Nous  appellerons  cette  limite  «  oicillaiion  de  la  fonction 
pour  a?  =  pco  »• 

Les  définitions  qui  précèdent  s^appliquent  aux  fonctions  non  con« 
tinues  bornées  (*)  aussi  bien  qu'aux  fonctions  continues.  La  distinc- 
tion des  deux  types  de  fonctions  n'apparaît  que  lorsqu'on  énonce 
la  nouvelle  définition  que  voici  : 

La  fonction/  (x)  est  dite  continue  au  point  x  =  x^^si  son  oscHlor- 
iion  pour  x  =^  Xq  est  égale  à  o. 

Le  lecteur  n'aura  pas  de  peine  à  constater  que  cette  définition 
est  exactement  équivalente  à  celle  que  nous  avons  donnée  plos 
haut.  On  en  peut  facilement  déduire  les  propriétés  fondamentides 
de  la  continuité. 

982.  Remarque.  —  Au  lieu  de  considérer,  comme  nous  Tavons 
fait  tout  à  l'heure,  l'intervalle  {xq  —  a,  x^  +  a),  considérons  l'in- 
tervalle (x^,  Xq  -h  a)  tout  entier  situé  (sur  la  figure),  à  droite  de 
a?o,  et  appelons  w'a  l'oscillation  de /(^o?)  dans  cet  intervalle.  Lorsque 
(X  tend  vers  o,  w'a  tend  vers  une  limite  que  nous  appellerons  os- 
cillation de  la  fonction  à  droite  du  point  Xq.  Nous  définirons  de 
même  V oscillation  de  la  fonction  à  gauche  de  Xq  en  considérant 
l'intervalle  {Xq  —  a,  x^).  Cela  posé,  nous  dirons  que  la  fonction 
f[x)  est  continue  à  droite  de  x^  si  son  oscillation  à  droite  est  nulle, 
qu'elle  est  continue  à  gauche  de  x^  si  son  oscillation  à  gauche  est 
nulle.  —  Une  fonction  continue  au  sens  du  n**  079  et  du  n*  981 
est  évidemment  continue  aussi  bien  à  droite  qu'à  gauche.  Mais  on 
peut  facilement  imaginer  des  fonctions  discontinues  qui  soient 
continues  à  droite  (par  exemple)  sans  l'être  h  gauche.  Nous  revien- 
drons au  S  J  sur  ce  genre  de  discontinuité. 


(<)  Si  la  fonotion  n'était  pas  bornée  dans  un  intervalle  (c,  d]^  son 
oscillation  dans  cet  intervalle  serait  infinis. 
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M3.  Gontrontatioa  des  notions  de  continuité  et  de  dérivée» 
—  Les  deux  notions  de  continuité  d'une  fonction  (ou  courbe)  et  de 
dérivée  (pu  tangente  à  une  courbe)  paraissent  au  premier  abord 
indissolublement  liées  Tune  à  Tautre.  Nous  ne  pouvons,  sem- 
ble-t-il,  concevoir  un  arc  de  courbe  tracé  d'un  trait  continu  qui 
n  ait  pas  une  tangente  en  chacun  de  ces  points.  Cette  apparence 
est  trompeuse,  cependant,  et  provient  de  ce  que  nous  dégageons 
difficilement  le  concept  du  continuité  des  éléments  qii^i  lui  sont  ctran- 
gers.  En  fait  Tassociation  des  deux  notions  sœurs  —  continuité  et 
dérivée  —  ne  résiste  point  àTanalyse  et  Weierstrass  [^)  a  montré,  par 
un  ex^Dple,  dès  1 87 1 ,  qu'il  existe  des  fonctions  continues  dépourvues 
partout  de  dérivée.  Telle  est  la  fonction  F  (x),  somme  de  la  série 

n  3=   œ 

2     On  C08  (6«  «  ar), 
11  =  0 

lorsque  a  est  un  nombre  positij  inférieur  à  1  et  b  un  entier  impair 

supérieur  à  i  tel  que  le  produit  ab  surpasse  le  nombre  ^  -^  ~~r' 

Weierstrass  démontre  que  la  série  considérée  (dont  les  termes 
sont  obtenus  en  donnant  à  n  les  valeurs  o,  i,  3,..) est  convergents 
et  a  pour  somme  une  fonction  continue  F  {x),  quel  que  soitâ^» 
pourvu  que  o  <  a  <  i  et  6  (entier  impair)  >•  i.  Elle  a  ràrement 

une  dérivée  si  «6  <  i.  Si,  par  contre,  at  >  i  -h  —,  on  peut  dé- 
montrer que  la  fonction  F  (x)  ne  saurait  dans  aucun  intervalle 
AYcir  une  dérivée  ('). 


2.  —  Leg  eaaembles. 


984.  —  Nous  avons  vu  comment,  par  Tintermédiaire  de  la 
quantité  irrationnelle,  l'algèbre  parvient  à  réauser  la  synthèse  de 


(*)  Sitsungsherichiê  dst  Bertiner  Akad,  d.  WianMch.,  juillet  1871,  et 
Iferkev,  Karl  Weierstrass^  t.  II.  Berlin,  1896,  p.  70. 

(*]  S'il  existe  des  fonctions  continues  sans  dérivées,  il  résulte  en  re- 
▼aaebe  de  l'analyse  de  notre  chapitre  i,  que  toute  fonction  conttniie  a 
une  intégrale. 
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l'arithmétique  et  de. la  géométrie  :  la  quantité  irrationnelle  est  un 
nombre,  mais  c'est  un  nombre  qui  à.  toutes  les  propriétés  de  la 
grandeur  continue.  Avons*nous,  cependant,  dit  notre  dernier  mot, 
et  l'ianalyse  des  rapports  du  discret  et  du  continu  doit-elle  être 
désormais  regardée  comme  close  ? 

Non  point.  Une  voie  encore  nous  est  ouverte.  Au  lieu  de  prendre 
pour  norme  le  type  géométrique  de  la  grandeur  en  dépouillant 
immédiatement  le  nombre  de  tous  ses  caractères  'arithmétiques^ 
cherchons,  au  contraire,  à  élargir  le  plus  possible  la  notion  gé- 
nérale de  grandeur  discrète,  et  voyons  si  nous  ne  pourrions  pas 
pénétrer  ainsi  dans  un  nouveau  royaume,  intermédiaire  entre  ce- 
lui du  discontinu  et  celui  du  continu.  •     « 

Gomment  la  chose  peut  être  tentée,  le  lecteur  Ta  déjà  deviné  : 
nous  allons  introduire  dans  l'arithmétique  proprement  dite  cette 
idée  à^injini  qui  s* est  montrée  tant  de  fois  déjà  si  singulièrement 
efficace.  La  façon  dont  elle  va  intervenir  est  d'ailleurs  aussi  simple 
que  naturelle. 

085.  —  Imaginons  que,  par  un  procédé  quelconque,  nous 
définissions  ime  multitude  indéfinie  de  points  tels  que  Mi,  M^... 
Mn,..  tous  situés  sur  un  même  segment  AB.  Il  est  assez  indiqué 
de  chercher  à  caractériser  et  d'étudier  a  priori  les  divers  modes  de 
répartition  auxquels  peut  donner  lieu  r«  ensemble  »  des  points 
M,,..  M„,.. 

On  constate  tout  d  abord,  qu'il  y  aura  nécessairement  sur  AB 
au  moins  un  point  G  arbitrairement  (*)  près  duquel  se  trouveront 
un  nombre  arbitrairement  grand  de  points  de  l'ensemble.  Un  tel 
point  sera  dit  point  (P accumulation  ou  de  condensation  de  l'en- 
semble (plus  exactement  :  point-limite  des  points  de  l'ensemble). 
Gombien  y  aura-t-il  de  ces  points-limites?  Un,  plusieurs,  ou  une 
infinité  P  Ne  peut-il  pas  arriver,  en  particulier,  que  tout  point 
du  segment  AB  soit  point-limite  de  l'ensemble,  auquel  cas  les 
points  de  l'ensemble  seraient  en  nombre  infini^  dans  toute  por- 
tion du  segment,  quelque  petite  soit-elle  ?  —  D'autre  part,  les 
points  de  l'ensemblie  peuvent-ils,  être  rangés  suivant  une  sixite  Mi, 


(')  Je  prends  ici  le  mot  arbitrairement  dans  son  sens  mathématique 
ordinaire. 
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'  Mj,..,  M„,..,  ou  ne  le  peuvent-îls  pas? — Oa  constate,  en  étudiant 
ces  diverses  questions,  qu'elles  comportent,  suivant  les  cas,  des 
réponses  différedtes,  et  Ton  y  trouve  le  principe  de  h  théorie  gé- 
nérale des  «  ensembles  »  {Mengenlehre)  dont  nous  allons  dire 
quelques  mots. 

Cette  théorie  fut  constituée  sous  forme  autonome  aux  environs 
de  1880  par  Georg  Cantor  ('),  professeur  à  l'Universilé  de  Halle. 
Beprise(^)  depuis,  et  développée  par  divers  auteurs,  elle  est  devenue 
l'une  des  branches  les  plus  importantes  des  mathématiques  mo- 
dernes. 

086.  Délinition  générale  et  comparaison  des  ensembles.  — 

On  appellera,  d'une  manière  générale,  ensemble  [Menge)  une 
collection  d'objets  ou  éléments  quelconques,  bien  déterminés  et 
distincts.  De  la  nature  de  ces  éléments  on  fait  complètement  abs- 
traction :  ce  sont,  dit  M.  Baire  ('),  des  a  objets  de  notre  concep- 
tion ».Par  contre,  on  suppose  que  Ton  peut  toujours  les  discerner, 
et  former,  en  les  prenant  tous,  ou  en  prenant  certains  d* entre  eux, 
une  suite  telle  que  a^  a|,. .  a»,...,  dont  les  termes  ou  éléments  soient 
rangés  dans  un  ordre  déterminé.  Ainsi,  et  malgré  le  sens  apparent 
des  mots,  envisager  un  ensemble,  ce  n*est  point  en  considérer  les 
éléments  pris'  ensemble  (coipme  il  arrive  dans  la  conception  du 
nombre  cardinal)  ;  c'est,  au  contraire,  séparer  mentalement  ces 
éléments  afin  de  se  rendre  compte  de  la  façon  dont,  par  leur  com- 
position, ils  forment  un  tout. 

Gomment  analyser  les  ensembles  ainsi  entendus,  comment  les 
rendre  saisissables  par  le  raisonnement?  Et  est-il  possible  de  re- 
trouver, en  ces  collections  d'ordinaire  illimitées,  certains  carac- 
tères des  nombres  cardinaux  .^ 

La  question  primordiale  qui  se  pose  .au  sujet  des  ensembles 

(')  Une  traduction  française,  revue  par  l'auteur,  dos  premiers  articles 
de  Cantor,  a  été  publiée  dans  les  Acta  Maihâmaiica^  t.  III,  i883. 

(')  Signalons,  spécialement,  parmi  les  ouvrages  consacres  à  la  théorie  des 
ensembles,  ceux  de  M.  Bqrel  (en  particulier  les  L«pons  sur  la  théorie  des 
f onctions f  2®  éd.  1914  et  les  Leçons  sur  les  fonctions  de  uariablrs  réeUes,  1905.) 
On  pourra  consulter  aussi  dans  l'édition  française  de  V Encyclopédie  des 
Sciences mcUhématiqueê,  l'article  de  MM.  Baire  et  SgbOnflies  (t.  T,  7)  et 
celui  de  MM.  Borel,  Zoretti,  Montel,  Frechet  (t.  II,  2). 

(-')  Loc,  eit  dans  la  note  précédente* 
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infinis  (comprenant  un  nombre  infini  d'éléments)  est  la  suivante  : 
peut-on  comparer,  entre  «ux»  au  point  de  vue  de  la  grandeur, 
plusieurs  ensembles  différents,  comme  on  a  pu  faire  la  comparaison 
(point  de  départ  de  toute  Faritbmétique)  des  nombres  cardinaux? 

A  cette  question  nous  répondons  :  oui  :  on  le  peut,  à  condition 
de  ramener  l'idée  d'égalité  de  grandeur  à  celle  d^équivalence  entre 
coUectioûs  dont  les  éléments  peuvent  être  regardés  comme  se  cor- 
respondant deux  à  deux.  Ainsi  dans  une  armée  on  peut  dire  que 
l'ensemble  des  pieds  équivaut  à  l'ensemble  des  bottes,  et  il  en  se- 
rait ainsi  lors  môme  que  l'armée  serait  innombrable,  lors  même 
qu'elle  comprendrait  un  nombre  infini  d'hommes  ;  car  en  ce 
cas,  encore,  à  un  pied  correspondrait  une  botte  et  réciproquement. 

D'une  manière  générale,  nous  dirons  que  deux  ensembles  sont 
équivalents  ou  de  même  puissance  (')  si  Ton  peut  établir  entre  leurs 
•éléments  respectifs  une  correspondance  univoque  et  réciproque 
(voir  706). 

Il  résulte  de  cette  définition  que  si  deux  ensembles  équivalents 
^oaijlnis,  c'est-à-dire  n'ont  qu'un  nombre  limité  d'éléments,  ils 
en  ont  le  même  nombre. 

087.  —  Désignons  maintenant  par  la  lettre  M  un  ensemble 
quelconque,  et  imaginons  un  autre  ensemble  qui  contienne  certains 
éléments  de  M,  mais  non  pas  tous.  Un  tel  ensemble  sera  dit  en- 
semble partiel  de  M.  Envisageons  mentalement  les  divers  ensembles 
partiels  de  M  et  faisons  la  même  chose  avec  un  second  ensemble  N. 

Si  les  deux  ensembles  sont  tels  que  :  i**  aucun  ensemble  partiel 
de  M  ne  soit  équivalent  à  {ensemble  N  et  que  :  a<>  il  existe  un 
ensemble  partiel  de  N  équivalent  à  M,  —  on  dira  que  la  puissance 
4e  l ensemble  N  est  supérieure  à  celle  de  r ensemble  Af . 

Ainsi,  après  l'égalité,  nous  pouvons  définir  (dans  certains  cas, 
tout  au  moias)  l'inégalité  de  grandeur  de  deux  ensembles. 

Remarque,  —  Il  ne  faudrait  pas  croire,  en  se  méprenant  sur  le 
sens  du  mot  «  partiel  )),  qu'un  ensemble /Mzr/iW  de  l'ensemble  M  a 

(*)  La  puissance  d'un  ensemble  ett  aussi  appelée  fwmhre  cardinal  de 
rensemble.  Maie  cette  extensioD  du  eent  du  mot  t  nombre  a  n'a  pas 
•encore  été  pleinement  justifiée,  malgré  les  efforts  qui  furent  faits  poitf 
assimiler  le  cal  cal  des  puissances  d'ensembles  à  oehiî  des  nuuibrts 
arithmétiques. 
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une  puîssanc6  plus  petite  qm  M.  En  ^et,  il  est  dair  que  l'en- 
semble des  nombres  pairs  par  exemple,  —  ensemble  partiel  de 
l'ensemble  des  nombres  entiers  —  a  même  pnissance  que  cet 
ensemble,  puiscjue  Ton  peut  établir  entre  les  éléments  i,  s,.,  n,.. 
de  Tensemble  total  et  ceux  i,  a  X  a,2  X3,..  2  Xn...  del  ensemble 
partiel  une  correspondance  univoque  et  réciproque  (faisant  corres- 
pondre Télémeni  2  x  n*à  l'élément  n).  C'est  là  un  fait  que  les  défi» 
nitions  qui  suivent  vont  pleinement  éclairer. 

988.  Ensembles  dônombrables.  —  Un  ensemble  est  dit  dé-. 
Âombrable  s'il  a  même  puissance  que  1  ensemble  des  nombres  en- 
tiers 1 , 2 1  »  •  M  '^^  •  •  If  suit  de  là  que  les  éléments  d  un  ensemble  dénom» 
brable  peuvent  toujours  être  numérotés  1,2,3,...  ou,  ce  qui  revient 
an  même,  affectés  d'indices  1,2, 3...  étranges  suivant  une  suite  iiU- 
jmtée 

•a,,  flta..-,  On,-" 

analogue  à  la  suite  des  nombres  entiers. 

Ainsi,  l'ensemble  des  termes  d'une  progression  arithmétique  ou 
géométrique,  ou  d'une  série  quelconque,  est  un  ensemble  dénom- 
brable. 

Bien  entendu,  Tordre  dans  lequel  nous  rangeons  les  éléments  d'un 
ensemble  dénombrable  lorsque  nous  les  numérotons  est  absolument 
arbitraire.  Cet  ordre,  —  quand  nous  avons  simplement  en  vue  la 
•détermination  de  la  puissance  de  l'ensemble  —  ne  nous  intéresse 
pas  :  ce  qui  nous  importe,  c'est  qu'il  soit  possible  d'en  établir  un. 

Or,  cela  est  possible  dans  bien  des  cas  où  pourtant  les  éléments, 
-envisagés  dans  leur  disposition  naturelle,  ne  paraissent  nullement 
former  une  suite  numérotable. 

Considérons,  par  exemple,  un  ensemble  d'éléments  a,^  affectés  de 
doubles  indices  [tels  que  deux  éléments  différant  par  l'un  au  moins 
4e  leurs  indices  soient  distincts].  Ces  éléments  peuvent  être  rangés 
suivant  un  tableau  à  double  entrée  {fig.  3o4)  comme  les  éléments 
4'un  déterminant  (736),  et  c'est  là  évidemment  leor  disposition  na- 


«Il 

a,2 

aj3..- 

a,„.... 

•««. 

«22 

a„..., 

«««...- 

«ai 

«i2 

«jn.... 

.       ihn*'"» 

Fig    3<)'i 
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turelle.  Je  dis  que  l'on  peul  néanmoins  ranger  les  éléments  a,y 
suivant  une  suite,  et  que»  par  conséquent/ leur  ensemble  est  dé- 
nombrable.  Séparons  (*),  enefTet  les,  éléments  du  tableau  à  double 
entrée  en  dilTérents  groupes  en  prenant  :  d'abord  Télément  a^x  ;  puis 
les  éléments  ail,  ^12  dont  les  indices  respectifs  ont  même  somme 
égale  i  3  ;  puis  les  éléments  a^,  a^^,  a^,  dont  les  indices  respectifs 
ont  même  spmme  égale  à  4  ;  et  ainsi  de  suite.  En  procédant  ainsi, 
nous  obtenons  tous  les  éléments  du  tableau  l'un  après  l'autre  et 
pouvons  les  numéroter.  Nous  poserons  ûh  =  61,  a^^  =  62,  ai2  =  èj, 

an  =  64,  Uii  =  fcg,...  et,  ^ucl  que  soit  n,  a,u  =,  ^i+^^—î^  etc.   Il 

apparaitr,a  ainsi  que  l'ensemble  considéré  est  bien  dénombrable. 

En  particulier  ï ensemble  des  nombre*^  fractionnaires  est  un  en- 
semble dénombrable.  En  efFet,  cet  ensemble  est  du  type  que  nous 
venons  de  considérer  ;  car  tout  nombre  fractionnaire  est  de  la  forme 

W/)  et  y  étant  deux  entiers)  et  nous  pouvons  poser  Op,  =^' 

Plus  généralement,  on  démontre  que  tout  ensemble  d'éléments 
dijh'"  affectés  d'un  nombre  quelconque  (fini)  m  d* indices  —  et  sup- 
posés distincts  lorsquils  diffèrent  par  l'un  en  moins  de  leurs  in- 
dices — forment  un  ensemble  dénombrable. 

Cantor  a  déduit  de  là  que  l'ensemble  des  nombres  réels  algé- 
briques, c'est-à-dire  l'ensemble  des  nombres  qui  sont  racines 
d*équations  polynomales  en  x  à  coefficients  entiers,  forment  un 
ensemble  dénombrable. 

Remarque.  —  Tout  ensemble  partiel  (et  infini)  dun  ensemble 
dénombrable  est  dénombrable.  En  effet,  on  peut  ranger  les  éléments 
de  l'ensemble  partiel  dans  l'ordre  où  ils  se  rencontrent  dans  l'en- 
semble total  (supposé  lui-même  rangé  en  suite). 

989.  Ensembles  ayant  la  puissance  du  continu.  —  Un  en- 
semble qui  a  la  même  puissance  que  TensembU  des  nombres  réels 
(rationnels  et  irrationnels)  compris  entre  o  et  i  est  dit  avoir  la 
puissance  du  continu  [l'ensemble  de  ses  nombres  est  en  effet  repré- 


(')  Cette  répartition  est  obtenue  sur  la  fi^re  304  en  séparant  les  élé- 
ments du  tableau  par  des  traita  menés  suivant  les  diagonales. 
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sente  par  le  segment  o,i  de  l*axe  des  abscisses,  qui  est  un  segment 
géométrique  continu]. 

On  voit  immédiatement  que  l'ensemble  des  nombres  compris 
^ns  un  intervalle  quelconque  (a«  6)  a  la  puissance  du  continu. 
Posons,  en  effet,  x  =  a-h  {b  —  a)  y.  A  tout  nombre  x  compris 
eùtre  a  et  fc  correspondra  un  nombre  y  compris  çnlre  o  et  i  et  ré- 
ciproquement. Donc  Tensemble  des  nombres  x  de  *  l'intervalle 
(a,  b)  est  équivalent  à  Tensemble  des  nombres  y  de  l'intervalle 
<o,i). 

Cantor  démontre,  en  outre,  que  l'ensemble  des  points  (T un' plan 
situés  dans  un  rectangle,  ou  plus  généralement  à  l'intérieur  d'une 
courbe  fermée  quelconque^  a  la  puissance  du  continu.  De  même 
tensemble  des  points  de  F  espace  situés  à  t  intérieur  d'une  surface 
fermée. 

Quelle  relation  y  a-t-il,  d'autre  part,  entre  la  puissance  du  con- 
tinu et  la  puissance  des  ensembles  dénombrables  ?  Cantor  dé- 
montre que  ces  puissances  sont  inégales  (la  première  étant  supé- 
rieure à  la  seconde)  au  sens  du  n**  987.  En  d'autres  termes,  un 
ensemble  qui  a  la  puissance  du  continu  n'est  pas  dénombrable, 

99J.  Echelle  de  puissapces.  —  Nous  venons  de  défînir  deux 
puissances  différentes  d'ensembles.  Existe-t-il  d'autres  puissances 
d'ensembles  ?  Peut-on  concevoir,  en  particulier,  des  ensembles  qui 
ne  soient  pas  dénombrables  et  dont  la  puissance  soit  cependant 
inférieure  à  la  puissance  du  continu  P  La  question  est  encore  en 
suspens.  Par  contre  on  montre  facilement  qu'il  existe  des  en- 
sembles dont  la  puissance  est  supérieure  à  celle  du  continu  (^). 

Remarque,  —  La  comparaison  des  ensembles  non  dénombrables 
et  des  ensembles  dénombrables  conduit  immédiatement  au  théo- 
rème suivant  :  On  ne  change  pas  la  puissance  d'un  ensemble  non- 
dénombrable  si  on  lui  ajoute  ou  si  on  en  retranche  un  ensemble  dé- 
nombrable.   ' 

991.  Comparaison  des  ensembles  ordonnés.  —  L'appro- 

(')  Exemple  :  l'ensemble  de  toutes  les  fonctions  réelles  d'une  variable 
réelle. 


zedby  Google 


366  ANAXTSB    DES   PAIMCIPI^   MATHÉMATIQUES 

fondissement  de  la  notion  de  puissance  n'esl  point  le  seul  moyea 
qui  s'offre  à  nous  pour  comparer  les  ensembles  et  les  classer  d'après 
leur  ((  grandeur  »  relative.  On  peut  se  placer  à  un  point  de  vue 
difierent  en  considérant  des  ensembles  d'un  type  particulier  :  lea 
ensembles  ordonnés. 

On  dit  qu'un  ensemble  est  ordonné  si  Ton  peut  établir  un  ordre 
entre  ses  élément^.  Plus  précisément  on  suppose  qu'étant  doimés 
deux  éléments  quelconques  a,  6,  de  l'ensemble,  il  y  en  a  un  qui  a 
un  rang  inférieur  au  rang  de  l'autre,  —  ce  qu'on  écrira  a  <  i  ou 
6  <;  a  [le  signe  <  signifiant  simplement  ici  «  qui  vient  avant  »]  ; 
on  suppose,  en  outre,  que  les  conditions  a  <  b,  b  <ic  entrahieot 
a<c. 

On  complète  cette  définition  par  la  suivante.  Un  ensemble  or- 
donné  est  dit  bien  ordonné  si  tout  ensemble  partiel  contenu  dans  cet 
ensemble  (et  (ensemble  lai-même)  possède  an  «  premier  »  élément, 
c'est-à-dire  un  élément  de  rang  inférieur  au  rang  de  tous  les 
autres. 

Cela  posé,  on  dit  que  deux  ensembles  ordonnés  (ou  bien  or^ 
donnés)  sont  semblables  lorsqu'on  peut  établir  entre  leurs  élénsents 
une  correspondance  univoque  et  réciproque  telles  que,  si  l'on 
appelle  a  et  6  deux  éléments  du  premier  ensemble  et  a\  b'  les 
éléments  correspondants  du  second,  la  condition  a<ib  entraine 
a'  <  b'. 

L'intérêt  de  cette  définition  réside  dans  le  fait  suivant  :  On  dé* 
montre  que  si  deux  ensembles  bien  ordonnés  ne  aont  pas  sem- 
blables, alors  l'un  des  deux  est  semblable  à  un  einsemble  fonaoïépar 
une  partie  de  l'autre.  On  dit  alors  que  le  premier  a  un  nombre  or- 
dinal moindre  que  le  nombre  ordinal  du  second.  Si  les  ensembles 
sont  semblables,  ils  ont,  par  définition,  le  môme  nombre  ordinal. 
Ainsi  nous  sommes  en  mesure  de  construire  une  échelle  de 
«  nombres  ordinaux  ».  A  la  base  de  cette  échelle  se  trouveront  ks 
nombres  naturels  ordinaires  qui  correspondent  à  des  ensembles  fini^ 
{voir  986).  Au-dessus  viendront  des  nombres  correspondant  à  des 
ensembles  infinis  ;  on  les  appelle  nombres  ordinaux  transjinis. 

La  potion  de  transfmi^  ainsi  introduite,  ne  présente  aucune  dif- 
ficulté du  moment  où  l'on  accepte  la  définition  des  ensembles  bien 
ordonnés  ;  mais,  cette  définition  elle-même  et,  plus  précisément, 
l'étude  des  relations  de  la  théorie  des  ensembles  ordonnés  avec  la 
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théorie  générale  des  ensembles  soulève  des  problèmes  délicats  ('). 
C'est  qu'aussi  bien,  lorsque  nous  nous  demandons  si  et  comment 
il  est   possible  d'ordonner  un  ensemble»   nous  ne  posons   peut- 
être  pas  correctement  le  problème.  Nous  semblons,  en  effet,  ad- 
mettre que  l'ensemble  nous  est  présentement  donné  (*)  avec  son 
infinité  d'éléments  et  que  nous  n'avons  plus  qu'à  établir  un  ordre 
entre  ces  éléments.  Or,  cette  manière  de  voir  est-elle  légitime  ?  On 
peut  soutenir  que  ce  qui,  dans  nos  msonnements,  constitue  un 
ensemble,  c'est  la  possibilité  où  nous  nous  trouvons  d'en  obtenir 
indéfiniment  autant  d'éléments  qu'il  nous  plaira  ;  dans  les  principes 
mêmes  de  la  théorie  des  ensembles»  dès  lors»  l'idée  d'ordre  se  trou- 
verapt  déjà  impliquée. 

992.   Définitions  relatives  -aux  ensembles  de    pointa.  — 

Nous  allons  poursuivre  la  théorie  des  ensembles  en  fixant  notre 
attention  sur  un  ensemble  de  points  géométriques  et,  en  particulier, 
—  afin  de  considérer  le  (5as  le  plus  simple  —  sur  un  ensemble  de 
points  d'une  même  droite  {ensemble  linéaire  de  points),  ou,  si  l'on 
veut,  de  nombres  relatifs,  puisque  les  points  peuvent  être  considérés 
comme  des  extrémités  d'abscisses  sur  un  axe  orienté  et  la  question 
de  savoir  comment  cet  ordre  peu/  être  établi  ne  se  poserait  pas. 

Introduisons  quelques  définitions  nouvelles  qui  nous  permet- 
tront de  cars^ctériser  et  de  classer  les  ensembles  linéaires  de  points  ; 
la  plupart  de  ces  définitions  se  laissent  aisément  étendre  aux 
points  situés  dans  un  plan  ou  dans  l'espace  à  trois  dimensions  (voir 
cependant  n°  994). 

Un  ensemble  linéaire  de  points,  ensemble  que  nous  désignerons 
désoruiais  par  la  lettre  L,  sera  dit  borné  inférieurement  et  supérieu- 
rement (comparer  §  /)  si  l'on  peut  trouver  deux  points  A  et  B  entre 
lesquels  sont  situés  tous  ses  points.  En  ce  cas,  donc, tous  les  points 
de  l'ensemble  L  seront  intérieurs  au  segment  AB  comme  il  a  été 
supposé  au  n""  985.  Nous  allons  nous  placer,  pour  simplifier,  dans 
l'hypothèse  où  il  en  est  ainsi. 

(*)  Aissi  la  question  suivante,  a  été  récemment  l'objet  de  débats  pro- 
lon'^és  :  Tout  ensem  le  peui-il  être  mis  sous  la  forme  d'un  ensemble  bien 
ordonné  ?  . 

(*)  Cela  révient^a  aire  que  nous  introduisons  Tidée  d'infini  aeluel^ 
alors  que  jusqu'ici  nous  nous  sommes  toujours  efforcés  de  ne  rafionner 
que  sur  l'infini  en  puissance. 
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Tout  ensemble  borné  (formé  d'une  infinité  de  points),  adnaet 
(nous  Tavons  dit  déjà)  au  moins  un  point-limite  (')  (985).  Nous 
appellerons  ensemble  dérivé  d'un  ensemble  L  l'ensemble  de  ses 
points-limites  (c'est-à-dires  des  points-limites  de  ses  points). 

L'ensemble  dérivé  de  L  —  que  nous  désignerons  par  la  lettre 
L  —  peut  se  réduire  à  un  ou  plusieurs  points,  ou  être  lui-même 
un  ensemble  infini.  Dans  ce  dernier  cas  il  admet  un  ensemble  dé- 
rivé, L',  que  nous  appellerons  ensemble  dérivé  d'ordre  'j  de  L. 
Et  ainsi  de  suite. 

Un  ensemble  de  points  est  dit  fermé  s*il  contient  tous  ses  points- 
limites,  autrement  dit  s'il  contient  son  dérivé. 

Tout  point  d'un  ensemble  L  qui  n'appartient  pas  au  dérivé  L 
est  dit  isolé  :  on  peut  entourer  te  point  d'un,  intervalle  fini  qui  ne 
contient  aucun  autre  point  de  L. 

Un  ensemble  L  est  dit  dense  en  lai-^niême  [in  sich  dicht)  s'il  ne 
contient  aucun  point  isolé. 

Un  ensemble  est  dit  parfait  s'il  coïncide  avec  son  dérivé.  Pour 
qu'un  ensemble  soit  parfait  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit  à  la  fois 
fermé  et  dense  en  lui-même. 

Ces  définitions  posées,  on  peut  démontrer' le  théorème  fonda- 
mental suivant  (*)  : 

Tout  ensemble  fermé  peut  être  décomposé  en  deux  ensembles 
dont  tan  est  parfait  et  t autre  dénombrable. 

On  dciiiontre,  d'autre  part,  que  tout  ensemble  parfait  a  la  puis-- 
sance  du  continu, 

903.  Ensembles  denses  et  non-denses.  —  Un  ensemble  L, 
considéré  dans  un  intervalle  (a,  6),  y  est  dit  dense  {dicfU)  si  une 
portion  quelconque  de  cet  intervalle  contient  des  points  de  L. 

L'ensemble  L  sera  non-dense^  au  contraire,  si  toute  portion  4^ 
l'intervalle  {a,  b)  contient  un  intervalle  dans  lequel  ne  se  trouve 
aucun  point  de  L. 

La  distinction  des  ensembles  denses  et  non-denses,  appliquée 
aux  ensembles  parfaits,  conduite  des  constatations  remarquables, 

(1)  Q  en  est  de  même  de  tout  ensemble  de  points  situés  à  l'intérieur 
d'une  région  fermée  du  plan  ou  de  l'espace. 

(*)  Cf.  BoREL,  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions,  2«  éd.  i9r4. 
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'  Un  ensemble  linéaire  L,  parfait  et  dense  dans  un  intervalle  (a,  b) 
possède  les  divers  attributs  que  nous  avons  coutume  d'attacher  à  la 
notion  de  ligne  continue.  Nous  dirons  que  c^est  un  ensemble  con- 
tinu'. Cantor  a  montré  que  la  continuité  ainsi  entendue  équivaut  ' 
exactement  à  la  continuité  que  naus  avons  étudiée  géométriquement 
auS  /  (continuité  que  Ton  représente  en  imaginant  une  abscisse  x, 
variable,  prenant  toutes  les  valeurs  d'un  intervalle  donné). 

Considérons  maintenant  un  ensemble  L  dense,  mais  non  par- 
fait, ou  parfait  mais  non  dense,  dans  .un  intervalle  (a,  b),  U  existe 
de  tels  ensembles,  et  ils  ne  sont  pas  continus  quoiqu'ils  possèdent 
certaines  propriétés  qu'il  nous  est  malaisé  3e  nous'^ représenter  en 
dehors  du  continu.  Et  ce  n'est  point  l'un  des  moindres  résultats 
de  l'analyse  cantorienne  que  d'avoir  ainsi  réussi  à  dissocier  des  ca- 
ractères (tels  que  continuité  et  condensation,  continuité  et  perfection) 
qui  paraissent  au  premier  abord  indissolublement  liés. 

Considérons,  par  exemple,  le  segment  AB,  divisons-le  en  trois 
parties  égales  AC,  CD,  DB  et  excluons  les  points  intérieurs  {ex- 
trémités non  comprises)  au  segment  médian  CD.  Puis  faisons  la  même 
opération  sur  chacun  des  segments  conservés  (nous  divisons  chacun 
de  ces  segments  en  trois,  et  excluons  la  partie  médiane^  moins  les 
extrémités).  Et  ainsi  de  suite.  —  L'ensemble  des  points  que  l'on 
conserve  en  effectuant  cette  suite  d'opérations  constitue  un  certain 
ensemble  linéaire  L.  Cet  ensemble  peut  êlre  regardé  comme  formé 
par  les  points  qui  sont  les  extrémités  des  segments  exclus  et  par 
les  points -limites  de  ces  extrémités.  On  démontre  qu'il  est  parjait. 
Par  contre  il  n'est  dense  dans  aucune  partie  du  segment  AB. 

Un  autre  exemple  d'ensemble  parfait  non-d(;nsc  (ou  ensemble 
parfait  discontinu)  est  le  suivant  :  V ensemble  de  toutes  les  fractions 
décimales  {ordinaires  et  illimitées,  n"  47)  qui  s'écrivent  avec  les  chif- 
fres G  et  I . 

904.  Remarque.  —  Si  la  déOnition  des  ensembles  linéaires  qui 
doivent  être  déclarés  continus  est  relativement  facile  à  donner,  il 
n'en  est  pas  de  même  pour  les  ensembles  de  points  situés  dans 
l'espace  à  deux  ou  trois  dimensions.  La  notion  de  domaine  continu 
''ou  continuum)  à  deux  ou  trois  dimensions  ('),  présente  plusieurs 

{*)  A  cette  notion  est  étroitement  liée  la  notion  do  ligne  ou  sii'iace 
(ipontière  du  domaine  continu,. 

BouTBOUX.  —  Les  Principct  de  PAnaIvso  mathématique.  Il  a^ 
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caractères  qui  peuvent  les  uns  et  les  autres  passer  pour  fondamen- 
taux., mais  sont  néanmoins  dissociables  ;  elle  comporte,  par  suite, 
plusieurs  définitions  différentes.  Voici  la  définition  de  Cantor  (')  : 
tin  ensemble  formé  de  points  sera  dit  continu  s'il  est  parfait  et  s'il 
est  d'un  seul  tenant  (*)  (zusammenhângend),  c'est-à-dire  si^  étant 
donnés  deux  points  arbitraires  M  et  N  de  l'ensemble  et  un  nombre 
positif  arJjitrairement  petit  8,  on  peut  déterminer  une  suite  de 
points  de  l'ensemble,  iM,  M,,  M2,...  N  (commençant  par  M  et 
finissant  par  N),  telle  que  la  distance  de  deux  points  consécutifs  de 
la  suite  soit  moindre  que  S. 


3.  —  Analyse  de  la  discontinuité. 

996.  —  La  théorie  des  ensembles  se  présente  tout  d'abord  comme 
une  construction   a  priori  :   nous  définissons  arbitrairement  des 
groupes  d'objets,  présentant  certains  caractères,  et  nous  en  fai- 
sons  la   classification.   Cependant,  nous   venons  de  voir  que  la 
théorie  des  ensembles  peut  être  fort  utile  pour  1  analyse  des  no- 
tions mathématiques  fondamentales.   Elle   nous  a  peimis.de  sé- 
parer  le   concept   d'échelle    de   nombres  de    celui    de    nombre 
fini  (990  91).  Elle  nous  a  enseigné  à  dissocier  Tidée  de  continuité 
et  celles  de  condensation  ou  de  «  perfection  »  (993).  Nous  allons 
nous  servir  encore   de  la  théorie  des  ensembles  pour  poursuivre 
l'analyse  de  la  notion  de  discontinuité.  Nous  voulons  tenter  d'éta- 
blir des  degrés  dans  la  discontinuité  :  Le  discontinu  ne  peut  il  pas 
se  rapprocher  plus  ou  moins  du  continu,  et,  s'il  s'en  rapproche  suf- 
fisamment^ ne  peut-il  pas  jusquà  un  certain  point  se  prêter  aux 
mêmes  calculs  ?  Telle  est  la  subtile  question^que  ce  sont  posée  les 
analystes  contemporains  et  qu'ils  ont  résolue  avec  une  précision  k 
laquelle  il  était  difficile  de  s'attendre  en  pareille  matière. 

996.  Les  séries  de  Fouriar.  —  C'est  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions d'une  variable  réelle  que  le  problème  du  discontinu  se  pré- 

(*)  Acia  Maihemaiica^  t.  II,  p.  4o4  (voir  supra,  p.  361,  noto  1). 
(*)  On  dit  aussi  :  bien  enchaîné. 
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senta  tout  d'abord.  Les  fonctions  discontinues,  —  telle  était  la 
question,  —peuvent-elles,  si  elles  ne  sont  pas  trop  discontinues» 
être  étudiées  par  les  mêmes  procédés  que  les  fonctions  continues  ? 
A  cette  question,  Fourier  apporta  vers  1820  une  première  ré- 
ponse. 

Nous  avons  déjà  indiqué  (935)  en  quoi  consistent  les  séries  de 
Fourier, qui  représentent  une  fonction  réelle  dans  un  intervalle  égal 
à  271,  par  exemple  dans  l'intervalle  ( —  tt,  -h  n).  On  a  dans  cet  in- 
tervalle : 

(0  /(^)  =  ^9  "^  <^iCOix-hbi9\nx-h  ...  -i-ci„co8  naî-h6„sin/ia7^-..., 

les  valeurs  des  coefficients  Oo,  a,,  fc,,    ..  étant  données  par  les  for- 
mules (valables  pour  n  entier  positif  quelconque)  : 

(a)         Oq  =  —    i  /(x)  (ix.  a„  =  i    I  /  (.t),    ces  nx,    dx, 

6n  =  -    f  /  (x),  sin  nx,  dx. 

Ces  résultats,  que  nous  avons  établis  au  n"  037  dans  l'hypo- 
thèse où  /(x)  est  continue  dans  l'intervalle  ( —  ;:,  -f-  ;:)  appellent 
une  remarque,  au  premier  abord  surprenante  :  cest  quon  peut  re- 
présenter par  une  série  de  Fourier,  tout  aussi  simplement  quune 
fonction  continue,  une  fonction  qui  présente  des  points  de  disconti- 
nuité isolés  pour  lesquels  elle  saute  d'une  valeur  à  une  autre. 

Expliquons  et  justifions  cette  affirmation.  Soit  c  une  valeur  de  x 
entre  —  tt  et  -4-  rr  {fig.  3o5).  Sup- 
posons que  la  fonction  /  (x)  soit 
continue   à  gauche  et   continue  à 
droite  de  cette  valeur  (cf.  982),  en 


sorte  que  J{x)  tende  vers  une  li-  ^^^ 

mite   déterminée    lorsque  x   tend 

verse  soit  à  gauche  (par  valeurs  plus  petites),  soit  à  droite  (par 
valeurs  plus  grandes),  —  mais  imaginons  que  les  deux  limites 
ainsi  obtenues  pour/(x)  soient  différentes.  La  courbe  représentative 
de /(x)  au  voisinage  de  x  ^=  c  se  compose  alors  de  deux  branches 
continues,  mais  non  raccordées  :  quand  x  passe  de  la  valeur  c  —  fi 
(g  arbitrairement  petit  positif)  à  la  valeur  c  -H  £,  le  point  représen- 
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tatif  dey  (x)  saute  d'une  branche  à  l'autre.  Nous  dirons,  dans  ces 
conditions,  que  c  est  un  point  de  discontinuité  isolé  pour  la  fonc- 
lion/(x)  ;  et,  si  y^  et  y^  sont  les  deux  limites  vers  lesquelles  tendent 
f  {c  —  6)  et  y  (c  -f-  g)  pour  £  tendent  vers  o,  nous  conviendrons 
de  poser  (*)  : 

/(c  — o)=j„        f(c-ho)  =  y,, 

J  (c  —  o)  étant  ici  différent  dej(c-^  0). 

Cela  dit,  supposons  que  f[x)  soit  continue  dans  tout  l'inter- 
valle ( —  TT,  -h  7r)  sauf  au  point  a;  =  c.  II  est  clair  que  la  série  de 
Fourier  correspondant  à  cette  fonction  peut  être  formée  exacte- 
ment comme  si  la  fonction  était  continue.  En  effet,  les  deux  inté- 
grales 

I  f{x)dx,et  fix)dx 

J IC  Je   -\-    % 

tendent  respectivement  vers  des  limites  finies  lorsque  £  devient  in- 
finiment petit,  et  Ton  peut,  conformément  aux  remarques  du 
n*»  930,  prendre  la  somme  de  ces  deux  limites  comme  valeur  de 

/  (x).  dx.  On  obtiendra  ainsi  pour  Oo,  d'après  la  for- 


/: 


mule  (2),  une  valeur  bien  déterminée.  On  calculera  de  même  des 
valeurs  bien  déterminées  de  a,,  fcj,..,  a„,  6„...  D'ailleurs  on /)oiirra 
démontrer '{iOQi  comme  lorsque  f{x)  était  continue)  que  le  déve- 
loppement (i)  ainsi  obtenu  est  convergent  dans  Tinlervalle  ( —  n, 
-+-  7r),  (la  valeur  x  =  c  exceptée)  et.a  pour  somme/  (x)  (*). 

On  étendrait  facilement  ces  conclusions  au  cas  où  la  fonction/(x) 
aurait  dans  Tinlervalle  (—  tt  4-  tt),  non  pas  un  seul,  mais  plu- 
sieurs points  de  discontinuité  isolés. 

(1)  Lire  i  f  de  x  moins  zéro^  ou  plus  zéro, 

{^)  ExempUi  Soit,  par  exemple,  /  .x)  une  fonction  définie  conxme  il  suit: 

elle  est  égale  à  —  v  pour  x  compris  entre  —  ir  et  o  et  à  4-  r  P®^'  * 
compris  entre  o  et  ir.  On  a  entre  —  tt  et ,+  ir 

/    X)  =   . +    -3—     +   — j^-        +   ... 

(les  coefficients  des  termes-cosinus  étant  tous  nuls). 
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997.  —  On  voit,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister,  quelle 
est  la  portée  du  résultat  obtenu  par  Fourîer.  Les  Jonctions  dis- 
continues, du  moins  celles  qui  ne  le  sont  qu'en  des  points  isolés, 
peuvent  être  développées  en  séries  et,  par  conséquent,  incorporées 
dans  F  algèbre  ;  on  peut  leur  appliquer  les  méthodes  de  calcul  habi- 
tuelle. 

Mais,  dans  la  voie  qui  s'ouvrait  ainsi  aux  analystes,  on  pouvait 
aller,  et  Fourîer  lui-même  (*)  allait,  beaucoup  plus  loin  que  nous 
ne  venons  de  le  faire.  Une  prodigieuse  extension  de  la  notion  de 
fonction  apparaissait  brusquement  comme  possible,  qui  se  trouvait 
liée  à  la  généralisation  de  la  notion  d'intégrale  définie. 

998.  Généralisation    possible    de   Tintégrale' définie.   — 

Reportons-nous  à  la  définition  générale  de  l'intégrale  définie 
donnée  au  n®  910.  Soit/(x)  une  fonction  univoque  dans  un  in- 
tervalle donné,  par  exemple  dans  l'intervalle  ( — ^  tt,  -H  n).  Décom- 
posons l'intervalle  en  n  4-  i  parties  par  les  points  de  division  x^, 
Xi,.,  Xn,  et  considérons  la  somme. 

S  =  (ac,  -+-  n)J  {x'i)^{x,  —  x,)f{x',),-^...  (tt  —  x„)f{xfn) 

où  xf^,,,,,x/n  désignent  des  valeurs  quelconques  de  x,  respec- 
tivement comprises  dans  les  intervalles  ( — tt,  o;,),..  (xn,  n).  Si, 
lorsque  Jes  intervalles  partiels  tendent  tous  vers  o  {n  augmentant 
indéfiniment),  la  somme  S  tend  vers  une  limite  déterminée,  in- 
dépendante du  choix  des  points  de  division  Xi,.,  Xn  (qui  restent 
arbitraires)  et  des  points  a/,,.,  a/»,  on  peut  convenir  de  dire  que 
la  limite  de  S  est  l'intégrale  défnie  def{x)  dans  l'intervalle  ( —  Tt, 

La  définition  ainsi  donnée  équivaut  à  la  définition  habituelle  de 
rintégrale  dans  le  cas  où /(x)  est  une  fonction  continue,  et  c'est 
pourquoi  elle  est  légitime.  Mais  il  est  clair  qu'elle  dépasse  le  cadre 
de  Talgèbre  ordinaire,  car  elle  conserve  toute  sa  signification  et 
toute  sa  valeur  (*j  lors  même  que  f{x)  est  discontinue  en  certaines 


(')  Théorie  analytiqiÀS  de  la  chaleur  (voir  aupra^  p.  3i4i  note  2),  n^  281. 
(>)  Dans  le  cas  considéré  plus  haut,  où  /  (x)  est  continue  dans  tout 
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portiolw  deTintervaile  ( —  tt,  4-  tt).  Sans  doute,  en  ce  cas,  nous 
ne  sommes  plus  du  tout  assurés  que  la  somme  S  admet  bien  une 
lîAiite  indiépendànte  du  choix  des  points  Xt,.,  et  Xt',..,  x'„,  ;  natti* 
nous  pouvons  continuer  k  dire  que,  s'il  exiête  une  telle  Umite,  elle 
sera  appela  intégrale  définie.  Or,  des  considérations  asset  mm^ 
pies  (qui  seront  p'-éc'sées  ci-dessous)  permettaient  de  prévoir,  âès 
le  début  de  xix*  siècle,  que  la  limite  de  S  devait  exister  lors  Riéme 
que  la  fonction /(x)  est  notablement  discontinue. 

Convenons  alors  d'appeler  fonction  intégrable  dans  Tintervalle 
( —  itj  -+-  i:)  toute  fonction,  continue  ou  non,  qui  a  dans  cetinter* 
valleune  intégrale  définie.  Il  est  clair  que  si  lafonction/(a;)  et  aussi 
les  fonctions /(x).  cos  nx,/(x).  sin  nx  (pour  n  entier  positif  quel- 
conque) sont  intégrables,  les  formules  (2)  permettent  de  calculer 
les  coefficients  de  Fourier,  oo,  ai,  61,..  relatifs  à /(a;).  On  obtien- 
dra ainsi  une  série  dont  la  somme  sera  égale  kj{x)  [du  moins 
démontre-t-on  qu*il  en  sera  ainsi  dans  des  cas  étendusj. 

Ces  remarques  résultent  immédiatement  de  Tétude  des  séries 
de  Fourier.  Sans  doute,  plutôt  que  de  conclusions  précises,  U 
s'agit  là  d'un  programme  de  recherches  dont  la  réalisation  n'est 
point  encore  terminée.  Cependant,  devançant  les  progrès  de 
l'Analyse,  Fouf ier  apercevait  déjà  les  horizons  immenses  que  sa 
découverte  ouvrait  à  la  science  :  elle  fournit  la  base  d'une  théorie 
des  fonctions  entièrement  indépendante  de  la  notion  de  courbe  con- 
tinue (*).  • 

9Ô9.  Fonctions  intégrables  d'après  Riemann.  —  L'analyse 

de  la  discontinuité,  si  remarquablement  amorcée  par  la  théorie  des 
séries  de  Fourier,  fut  poursuivie  plus  tard  par  Riemann  dans  sa  dis- 
sertation inaugurale  :  Uber  die  Darstelibarkeit  einer  Funkiion  darch 

rintorvalle  (tt,  +  '^li  sauf  au  point  a;  =  c,  la  courbe   représentative   de 
i(x)  se  compose  (fig,  3o6)  de  deux  arcs  de  courbe  tels  que 
^         AB  etBiD,  et  l'intégrale  définie  de  f(x)  dans  l'intervaUe 
( —  TT,  4-  7:)  a  pour  valeur  (conformément  au  vP  903)  la 
mesure  de  l'aire  ( — t)  ABBi  Dit  couverte  de  hachures  sur 
la    figure.  On    voit  que  la  signification    géométrique   de 
Fir.  3oG.       l'intégrale    n'est    changée  en  rien  lorsque  /  [x]   présente 
une   discontinuité  isolée  au    sens  du  n®  996  ;  il  en  sera 
encoi-e  ainsi  si,  par  exemple,  /  (x)  présente  dans  Tintervallo  {—  ic,  +  f^) 
u:  c  infinité  dénombrable  de  points  de  discontinuité. 

(*)  FoURiEH,  loc.  cit.  139  23o.  Cf.  Lebesgue,  Iûc  cit,  chap.  i,  u. 


A./^v/ 
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eine  trigonometrische  Reihe  (^)  (Grôttingue,  i854).  Riemaon  se 
proposait  de  déterminer  des  conditions  précises  sous  lesquelles  une 
fonction /(a;)  est  intégrable.  Le  résultat  fondamental  auquel  il  par- 
vint peut  être  énoncé  simplement  si  Ton  se  réfère  anx  définitions 
relatives  aux  bornes  et  à  Yoscillaiion  données  plus  haut  aux 
nO"  980-982. 

Appelons /(a?)  une  fonction  positive  (*)  et  bornée  dans  un  inter- 
valle (a,  6),  et,  reprenant  les  notations  du  n"  910,  formons  la 
somme  : 

Si  nous  appelons  /, ,  /g, . . ,  /»  les  bornes  injérieures  de /{x)  dans  les 
intervalles  partiels  respectifs  (x,  x»),  ...,  (a?n-i>  ^)  et  L„  L,,..  L,, 
les  bornes  supérieures  def{x)  dans  les  mêmes  intervalles,  nous  au- 
rons évidemment  : 

p=n  p==n 

S,<S<S„enposantS,  =  2  /^.(jrp— a;p_,),S,~  ^  l'p-i^p—^P-i)* 

P=i  P=i 

Cela  dit,  faisons  tendre  les  intervalles  vers  o  {n  devenant  infini- 
noent grand).  5/  les  deux  sommes  Si  et  Sa  tendent  toutes  deux  vers 
des  limites  et  que  ces  limites  soient  égales,  on  dira  que  la  fonction 
f(x)  est  intégrable  dans  [intervalle  (a,  b)  et  a  pour  intégrale  dé- 
finie : 

f{x)  dx  =  limite  commune  de  Sj  et  S^. 


i: 


Partant  de  ces  définitions  —  ou  plus  exactement  de  définitions 
équivalentes  —  Riemann  a  démontré  le  théorème  suivant  :  Pour 
qu  une  fonction  bornée  soit  intégrable,  il  faut  et  il  suffit  que  ton 
puisse  diviser  lintei^alle  (a,  b)  en  intervalles  partiels  tels  que 
la  somme  de  ceux  dans  lesquels  F  oscillation  de  la  Jonction  est  su- 
périeure à  £  {nombre  positif  arbitrairement  petit)  soit  arbitraire- 
ment petite, 

(*)  Œuvres,  trad.  Laugel,  Paris,  1898,  p.  2/|. 

(*)  Le  cas  où  f[x)  est  négatif  pu  de  signe  variable,  ne  présente  pas  de 
difficulté  nouvelle.  Il  suffit  donc  d'étudier  le  cas  o\if(x)  >  o.  On  suppose 
aussi  a  et  6  poçitifs. 
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L'énoncé  de  ce  théorème  détermine  une  famille  étendue  de  fonc- 
tions discontinues  dans  Tintervalle  (a,  6),  —  fonctions  pouvant 
être  beaucoup  plus  discontinues  que  les  fonctions  envisagées  ci- 
dessus  au  n"*  996,  mais  dont  la  discontinuité  a  cependant  des  li- 
mites étroites. 

1000.  Fonctions  discontinues  de  Baire.  —  M.  Baire(*),  pro- 
fesseur h  rUniversité  de  Dijon,  a  esquissé,  en  1899,  une  classifica- 
tion des  fonctions  discontinues  qui^  en  même  temps  qu'elle  préci- 
sait les  résultats  déjà  acquis,  fournissait  les  bases  d'une  théorie  or- 
ganique de  ces  fonctions. 

M.  Baire  part  de  la  définition  suivante  qui  est  due  au  géomètre 
italien  Dini  :  Une  fonction,  déGnie  dans  un  intervalle,  sera  dite 
ponctuellement  discontinue  si  les  points  où  elle  est  continue  forment 
un  ensemble  dense  dans  cet  intervalle  (993),  c'est-à-dire  s'il  y  a 
dans  tout  intervalle  partiel  contenu  dans  (a,  b)  des  points  où  elle 
est  continue. 

Les  fonctions  que  nous  avons  envisagées  au  n<*  996  et  qui  ne 
présentent  dans  l'intervalle  ( — tt,  -+-  tt)  qu'un  nombre  limité  de 
points  de  disconlinuilc  isoles  sont,  aux  termes  de  la  définition  de 
M.  Baire,  ponctuellement  discontinues  dans  cet  intervalle.  On  dé- 
montre qu'il  en  est  de  même  si  l'ensemble  des  points  de  disconti- 
nuité des  fonctions  (dans  l'intervalle  considéré)  a  un  dérivé  du 
premier  ordre,  ou  du  second  ordre,  etc.,  se  réduisant  à  un 
nombre  fini  de  points  (*). 

Cela  dit,  supposons  qu'au  lieu  de  considérer  notre  fonction /(a?) 
en  tous  les  points  d'un  intervalle,  nous  la  considérions  seulement 
sur  un  ensemble  parjail  r992)  de  points  de  taxe  des  x^  c'est  à-dire 
pour  un  ensemble  parfait  de  valeurs  de  la  variable  (voir  n°  992). 
Nous  dirons  qu'une  fonction /(jc)  est  ponctuellement  discontinue 
sur  un  tel  ensemble  s'il  y  a  dans  toute  portion  de  l'ensemble  f  ) 
des  points  où  J  est  continue. 

(*)  Annali  di  maternai  pura  e  applicaia  i8()9.  M.Bairb  a  repris  ses  prin- 
cipaux résultats  dans  ses  Leçons  sur  les  fonctions  discontinues,  Paris,  igoS  " 

(')  Par  contre,  on  constate  immédiatement  qu'il  existe  des  fonctions» 
qui  ne  sont  pas  ponctutllement  discontinues  :  exemple  :  la  fonction  /  («) 
qui  serait  définie  comme  étant  nulle  pour  x  rationnel,  égale  à  1  pour  X 
irrationnel. 

(^)  Le  sens  de  cette  définition  a  besoin   d'être  précisé.  On  pourra  la 
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Celte  définition  posée  et  expliquée,  M.  Baire  démontre  le  théo- 
rème fondamental  suivant  :  Toute  Jonction  f(x)  qui  est  ponctuelle 
ment  discontinue  sur  tout  ensemble  parfait  de  points  peut  être  consi" 
dérée  comme  la  limite  d'une  suite  de  fonctions  fi  (oî),/,  (œ), . .  ,/n  (a?), . . . 
toutes  continues  ;  et  réciproquement  toute  fonction  limite  de  Jonc- 
tions continues  est  ponctuellement  discontinue  sur  tout  ensemble  par- 
fait. 

Ce  théorème  confère,  en  quelque  manière,  une  existence  algé- 
brique aux  fonctions  ponctuellement  discontinues.  En  particulier 
il  donne  le  moyen  de  les  représenter  par  des  séries  convergentes  : 

f{^)  =  ?!  [^)  -^  9ii^)  -4-  .  -f-  9n(^^  +  •  . 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  a;.  Il  permet,  d'autre 
part,  d'édifier  une  classification  des  fonctions  discontinues  [ou, 
tout  au  moins,  d'un  certain  .ensemble  de  fonctions  [discontinues, 
car  on  pourrait  concevoir  des  fondions  qui  échappent  à  la  classifi- 
cation de  Baire]  : 

Les  fonctions  continues  seront  dites  de  classe  zéro.  —  Les  fonc 
tjons  non  continues  qui  sont  limites  de  suites  de  fonctions  conti- 
nues seront  dites  de  classe  un.  —  En  général  on  appellera  fonction 
de  classe  n  les  fonctions  qui  sont  limites  de  fonctions  de  classe  n  —  i 
sans  être  elles-mêmes  de  classe  n  —  i  ou  de  classe  moindre. 

1001.  Fonctions  sommables  de  Lebesgue.  —  M.  Lebesgue 
est  parvenu  à  étudier,  dans  une  ihèse  (*)  aujourd'hui  célèbre,  des 
fonctions  qui  peuvent  être  plus  discontinues  que  celles  de  Riemann 
et  probablement  même  que  celles  de  Baire,  et  qui  sont  néanmoins 
intégrables  ou  sommables — à  condition  que  Ton  modifie  convena- 
blement la  définition  habituelle  de  l'intégrale.  La  définition  de  ces 
fonctions  de  Lebesgue  est  d'autant  plus  remarquable  qu'on  les 
obtient  en  abordant  de  front,  en  prenant  à  la  lettre,  le  problème 

présenter  autrement  en  étendant  d'abord  aux  fonctions  définies  sur  un  en- 
semble de  points  la  définition  de  ToAd^/a^ion  en  un  point  (981).  On  dira 
al'^rs  que  f  (x)  est  ponctuellement  discontinue  sur  un  ensemble  parfait  P 
81,  Toscillation  de /(a;)  [considérée  exclusivement  aux  pointsde  P]  est 
nulle  en  tous  les  points  de  cet  ensemble. —  M.  Baire  (/oc,  cit,)  donne  des 
fonctions  ponctuellement  discontinues  une  définition  plus  précise  encore. 
(')  Intégrale,  longueur^  aire,  1902. 
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que  nous  avons  formulé  au  n**  995  :  on  dose  leur  discontinuité 
en  mesurant  Tensemble  des  points  où  elles  sont  discontinues 
par  rapport  k  l'ensemble  des  points  où  elles  sont  continues.  — 
Voyons  donc,  avant  d'en  venir  à  ces  fonctions,  comment  il  sera 
possible  d'étendre  la  notion  de  mesure  à  un  ensemble  discontinu 
de  points.  ** 

1002.  Mesure  d*un  ensemble  linéaire  de  points.  —  Consi- 
dérons un  segment  AB  de  longueur  i.  Tout  segment  pris  sur 
AB  et  rapporté  à  Tunité  a  une  mesure.  Pourra-t-on  regarder  pa- 
reillement un  ensemble  infini  de  points  du  segment  AB  comme 
ayant  une  mesure?  La  réponse  affirmative  apportée  h  cette  ques- 
tion, dans  certains  cas  tout  au  moins,  par  (*)  MM.  Borel  et 
Lebesgue,  est  l'un  des  aboutissements  les  plus  intéressant  de  la 
tentative  faite  par  les  analystes  pour  rapprocher  le  discontinu  du 
continu. 

Il  est  clair  que,  si  un  ensemble  de  points  ne  recouvrant  pas  tout 
le  segment  AB  a  une  mesure,  cette  mesure  doit  être  moindre 
que  I,  Mais  est-il  permis  de  dire  qu'une  telle  mesure  existe  et 
peut-on  lui  assigner  une  valeur  ? 

Oui,  dit  M.  Borel,  dans  les  cas  bt  les  conditions  que  voici  : 

Considérons  un  ensemble  formé  par  les  points  d'une  infinité 
dénombrable  d'intervalles,  tous  intérieurs  à  AB  et  n'empiétant  pas 
les  uns  sur  les  autres.  Les  longueurs  de  ces  intervalles  (de  plus  en 
plus  petites,  nécessairement,  si  on  les  range  par  ordre  de  gran- 
deur, et  toutes  inférieures  à  i)  forment  une  série  convergente,  dont 
j'appelle  la  somme  S.  Je  dirai  que  l'ensemble  considéré  est 
mesurable  et  à  pour  mesure  le  nombre  S. 

Ayant  ainsi  défini  une  première  classe  d'ensembles  mesurables, 
on  pourra  en  définir  d'autres  en  faisant  correspondre  conveniion- 
nellemeni  à  un  ensemble  E  un  nombre  m  :  si  l'on  peut  choisir  ce 
nombre  de  façon  que  (lorsqu'on  le  combine  avec  les  mesures  déjà 
définies)  il  obéisse  aux  règles  de  calcul  ordinaires  relatives  aux  me- 
sures de  segments,  l'ensemble  E  sera  dit  mesurable eX  de  mesure  m. 

(I)   Voir  en    particulier    les  Leçons  sur    la  théorie  des   fonctions  àt 
M:    BoRELj    et  les    Leçons  sur    l'intégration  de    M.  Lebesgue,   igod. 
.  Une  définition  de  la  mesure  des  ensembles  avait  été  proposée  antérieu- 
rement par  M.  Jordan. 
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Généralisant  les  définitions  de  M.  Borel,  M.  Lebesgue  raisopne 
comme  il  suit  : 

Considérant  un  ensemble  de  points*  E,  sur  le  segment  AB  de 
longueur  i,  enfermons  ces  points  dans  un  nombre  fini  ou  une 
infinité  dénombrable  d'intervalles  partiels  extérieurs,  les  uns  aux 
autres.  Soit /la  somme  (somme  d'un  nombre  fini  de  termes  ou 
d'une  série  convergente)  des  longueurs  de  ces  intervalles.  Si  Ton 
suppose  l'opération  indiquée  effectuée  (c'est-à-dire  les  intervalles 
partiels  choisis)  de  toutes  les  manières  possibles,  on  aura  à  con- 
sidérer une  infinité  de  valeurs  de  /.  La  borne  inférieure  (981)  de 
celte  infinité  de  valeurs  sera  dite  mesure  extérieure  de  E  :  nous  dé- 
signerons ce  nombre  par  le  symbole  m^,  (E). 

Soit  maintenant  E,  l'ensemble  complémentaire  (sur  le  segment 
AB)  de  l'ensemble  E,  c'est-à-dire  l'ensemble  des  points  de  AB 
qui  n'appartiennent  pas  à  E  ;  l'ensemble  Ej  a  une  mesure  exté- 
rieure que  nous  désignons  par  m^  (E,)  :  le  nombre  positif  ou 
nul 

longueur  AB  —  me  (Ei) 

sera  dit  alors  mesure  intérieure  de  E  et  désigné  par  le  symbole 
mi{E). 

Cela  posé,  on  démontre  que  l'on  a  toujours  me  (E)  >  mi  (E). 
Dans  le  cas  où  ces  deux  nombres  sont  égaux,  on  dira  que  V en- 
semble E  est  mesurable  et  a  pour  mesure  le  nombre  me  (E)  =m»(E). 

Celte  définition  est  justifiée  par  ce  fait  que  les  mesures  d'en- 
sembles définies  comme  il  vient  d'être  dit  satisfont  (M.  Lebesgue 
le  démontre)  aux  propositions  suivantes  :  i^  Deux  ensembles 
égaux  (c'est-à-dire  que  Ton  peut  superposer  en  faisant  subir  à 
tous  les  points  de  l'un  d'eux  une  même  translation)  ont  même 
mesure  ;  2®  l'ensemble  formé  par  la  réunion  d'un  nombre  fini  ou 
d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  sans  points  communs  a 
pour  mesure  la  somme  des  mesures  de  ces  ensembles. 

On  déduit  facilement  de  la  définition  de  M.  Lebesgue  que  tout 
onsemble  fini  ou  dénombrable  de  points  de  AB  est  mesurable  et  a 
[)our  mesure  0.  On  démontre  aussi  que  l'ensemble  des  points  de 
discontinuité  d'une  fonction  de  Baire  est  mesurable  (*). 

(M  Un  tel  ensemble,  d'ailleurs,  est  mesurable  au  sens  de  M.  Borbl.  Il 
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1003.  Fonctions  mesurables.  Intégrale  de  Lebesgue.  <— 

Considérons  une  fonction  j  (x)  réelle  et  positive  (cf.  999)  dans 
un  intervalle  (a,  6),  et  -^  désignant  par  a  et  /3  deux. nombres 
positifs  quelconques  (a  <  |3)  —  envisageons  l'ensemble  des  points 
de  (a.  h)  où  a  <f{x)  <  ^S. 

Nous  désignerons  par  E  [a  <f{x)  <  |S]  cet  ensemble,  et  par 
m  I  E  [a  <  f{x)  <  /3]  I  sa  mesure  s*il  est  mesurable. 

Cela  posé,  nous  dirons  que  la  fonction  f{x)  est  mesurable 
dans  l  intervalle  (a,  b)  si,  quels  que  soient  a  et  ]3,  Vensemble 
E  [a  <  /(a?)  <  /3J  est  mesurable. 

De  cette  définition  résuite  que  la  somme,  le  produit,  les  puis- 
sances de  fonctions  mesurables  sont  des  fonctions  mesurables  ;  la 
limite  d'une  suite  convergente  de  fonctions  mesurables  est  une 
fonction  mesurable,  etc.  Toute  fonction  de  Baire  est  mesu- 
rable. 

Considérons  maintenant  —  nous  nous  limiterons  à  ce  cas  par- 
ticulier — une  fonction  /(x),  positive,  bornée  (*)  et  mesurable  dans 
rintervalle  (a,  6).  Appelons  /  et  L  les  bornes  inférieure  et  supé- 
rieure de/(ac)  dans  rintervalle  él  intercalons  entre  elles  des  valeurs 
intermédiaires  croissantes  /,,  4, ...,  /„_|  ;  puis  (posant /= t,  L=  /„) 
formons  les  sommes  (*). 

p  =  n  —  1 
p  =  o 

Faisons  tendre  vers  o  toutes  les  différences  /, ,  —  U,  . . . ,  In  —  /„_i. 
On  constate  que  les  sommes  c  (ainsi  obtenues  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  n)  vont  en  croissant^  que  les  sommes  2  vont  en  décrois- 

exiite,  par  contre,  des  ensembles  qui  sont  mesurables  au  sens  de  M.  Le- 
besgue et  ne  le  sont  pas  au  sens  de  M.  Borbl. 

(^)  Sur  rintégration  des  fonctions  non  bornées  d'après  M.  Lebesgub, 
voir,  par  exemple,  l'article  de  M.  Montel  dans  VEncycl.  des  Sciénceê 
math,  {i^ide  supra  p.  36 1,  note  ^). 

(^)  Le  signe  <  ou  >  dans  ces  formules  se  comprend  de  lui-même  i 
on  considère  les  ensembles  de  points  où  Ip  <  f  [x]  <  /p^i  et  où 
ip-i  <f{x)  <lp. 
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sant,  et  que  la  différence  1 — c  tend  vers  o.  Donc  a  et  2  ont  une  limite 
commune.  D'ailleurs  on  démontre  que  cette  limite  est  indépendante 
de  la  façon  dont  on  a  divisé  l'intervalle  (/,  L).  Nous  rappellerons 
intégrale  définie  de  f{x)  dans  Cinlei^alle  (a,  b)  et  la  désignerons 


par  le  symbole    I    /(x)  dx, 

J  a 


L'intégrale  ainsi  définie  coïncide  avec  l'intégrale  ordinaire  dans 
le  cas  particulier  où /(a;)  est  continue.  Elle  coïncide  avec  Tinlé- 
grale  de  Riemann  dans  le  cas  particulier  oiiJ{x)  satisfait  aux  con- 
ditions posées  par  Riemann.  Elle  peut  donc  bien  être  considérée 
comme  une  généralisation  de  l'intégrale  ordinaire  (*). 


4.  —  Analyse  des  principes  de  la  géométrie. 


1004.  —  Nous  avons  dit  (chap.  I)  que  toute  construction 
logique  d'une  science  quelconque  suppose  une  analyse  préalable. 
Il  est  nécessaire  de  préciser  un  peu  cette  assertion  en  caractérisant 
brièvement  l'analyse  dont  il  est  ici  question.  Nous  nous  placerons, 
pour  ce  faire,  sur  le  terrain  de  la  géométrie,  science  qui  nous 
offre  des  exemples  de  constructions  logiques  particulièrement  inté- 
ressants et  significatifs. 

Quels  sont  les  notions  et  les  postulats  qu'il  convient  de  choisir 
(voir  n**  808)  pour  les  placer  à  la  base  de  l'édifice  géométrique  ?  Tel 
est  le  problème  fondamental  qui  se  trouve  posé  depuis  qu'il  existe 
une  géométrie  dialectique,  c'est-à-dire  depuis  la  création  du  sys- 
tème euclidien.  Telle  est  la  question  avec  laquelle  aujourd'hui 
encore  les  mathématiciens  logiciens  se  trouvent  aux  prises. 

Ce  problème  d'analyse  présente  d'ailleurs  différents  aspects. 

Au  point  de  vue  de  la  pure  logique,  il  n'y  a  pas  lieu  d'établir  une 
hiérarchie  entre  les  concepts  ou  entre  les  axiomes,  il  n'est  pas 
permis  de  regarder  les  uns  comme  plus  primitifs,  plus  évidents  que 

(*)  Ces  conditions  peuvent  être,  avec  la  terminolofi:ie  de  M.  Lebesgue, 
énoQcée.4  comme  il  suit  :  Pour  qu'une  fonction  bornée  sott  infégrabU  au 
9en»  de  Riemann^  il  faut  et  il  suffit  que  ses  points  de  discontinuité  forment 
un  ensemble  de  mesure  nulle 
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les  autres.  Ainsi  le  géomètre  n*est  nuileoient  tenu  de  prendre 
<;omme  point  de  départ  les  notions  qui  passent  pour  les  plus 
simples  aux  yeux  du  vulgaire  telles  que  les  notions  de  point  ou  de 
droite.  Ce  qui  importe  davantage,  c'est  qu'il  utilise  pour  sa  cons- 
truction un  nombre  aussi  restreint  que  possible  de  définitions  el 
de  postulats  indémonlrés.  D'où  la  lâche  que  l'école  de  M.  Peano 
s'est  propose  d'accomplir  :  réduire  le  nombre  des  concepts,  et 
pousser  aussi  loin  que  possible  l'analyse  des  postulats  en  les  dé- 
composant en  leurs  éléments  ('). 

Au  point  de  vue  proprement  mathématique,  par  contre,  l'ana- 
lyse des  principes  prend  un  aspect  un  peu  diATérent.  Lematliéina- 
ticien  ne  saurait,  en  effet,  se  contenter  d'établir  une  chaîne  impec- 
cable de  propositions,  l/usage  même  dès  théories  géométriques 
ou  algébriques  l'amène  h  établir  entre  elles  des  rapports  d'impor- 
tance. Donc,  à  ses  yeux,  il  n'est  pas  vrai  que  ia  nature  des  prin- 
cipes soit  indifl'orenle  :  nous  devons  rechercher  ceux  qui  seront 
féconds  pour  la  découverte,  ceux  qui  pénètrent  le  plus  avant  au 
cœur  de  la  réalité  mathématique. 

Mais  est- il  possible  d'accomplir  avec  succès  le  travail  d'analyse 
ainsi  entendu?  Trouverons-nous  effectivement  des  notions  fonda- 
mentales satisfaisant  aux  conditions  que  nous  venons  d'indiquer? 

1005.  Notions  premières  de  la  géométrie.  —  La  conclusion 
du  travail  d'analyse  auquel  mathématiciens  et  philosophes  se  sont 
livrés  depuis  l'époque  grecque  est  que  tout  se  tient  en  géométrie, 
et  qu'on  ne  saurait  y  discerner  des  notions  véritabrement/)/v/7H'tVw. 

Partira  t-on  du  point,  délinissant  alors  la  ligne  comme  un 
ensemble  de  points,  ou  comme  la  figure  engendrée  par  le  mouve- 
ment d'un  point? 

l^artira-t-on  du  corps,  définissant  alors  la  ligne  comme"  la 
limite  d'un  corps  ou  l'intersection  de  deux  corps? 

Dans  les  deux  cas  on  se  heurte  à  des  difficultés  sérieuses.  Pas 
plus  à  partir  du  corps  qu'a   partir  du   point,  on  ne  peut,  par 

(')  Formulaire  de  malfiémaliques  [voir  n®  836],  t.  IV,  1903,  p.  a53.  — 
Cf.  Peano  ;  /  principii  di  geomelria  logicamênte  espoaii,  Turin,  1889. 
Parmi  les  logiciens  italiens  qui  se  sont  placés  au  même  point  de  vue  ou  à 
un  point  de  vue  analogue  on  peut  citer  Piëri  (voir  supra,  p  155,  note  2)i 
Padoa,  Vacca,  13.  Levi.  —  Voir  aussi  les  ouvrages  de  Bertrand  Busssll. 
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exemple,  donner  une  définition  complète  de  la  ligne  droite,  je  veux 
dire  une  définition  d'où  découlent  les  propriétés  fondamentales  de 
cette  figure.  Certaines  propriétés  échapperont  toujours,  quoi  que 
nous  fassions,  à  nos  définitions,  et  devront  être  formulées  sépa- 
rément à  titre  de  postulais. 

Regardera- t-on,  d'autre  part,  les  notions  sur  lesquelles  repose 
là  comparaison  des  figures  —  telles  que  les  notions  dCégalité  de 
grandeur  ou  de  congruence  —  comme  des  notions  primitives,  dont 
il  sera  possible  de  se  servir  pour  définir,  par  exemple,  la  droite  et 
le  plan  ? 

Cette  manière  de  voir  ne  paraît  pas  acceptable. 

Tout  d'abord,  en  efiet,  la  notion  de  grandeur  ne  se  suffit  pas  â 
elle-même. 

Quelque  définition  qu'on  en  donne,  on  ne  saurait  déduire 
dé  cette  définition  les  diverses  propriétés  qui  rendent  possible  le 
calcul  des  grandeurs.  Il  faut  admettre  a  priori  ces  propriétés 
sous  forme  de  postulats,  ainsi  que  l'a  fait  Euclide  dans  ses  xowa: 
Evvoiat  (^communes  (*)  animi  conùeptiones) .  Mais  cela  même  ne  suf- 
fira pas.  L'énoncé  des  notions  communes  d'Enclide  ne  devient 
rigoureux  et  utilisable  que  si  on  l'applique  à  une  catégorie  déler- 
minée  de  grandeurs.  lien  résultequ'au  point  de  vue  logique,  comme 
l'a  montré  Duhamel  (  -),  il  est  nécessaire  de  définir  à  nouveau  pour 
chaque  nouvelle  classe  de  grandeurs  géométriques  les  concepts  de 
Kx  somme  »,  de  «  partie  »,  de  «  plus  grand  que  ^),  de  «  [)lus  polit 
que  ».  —  Ainsi,  les  notions  de  grandeur  et  d'égalité  de  grandeur 
ne  sauraient  être  regardées  comme  les  ternies  d'une  analyse  (au 
sens  du  n°  1004)  :  ce  sont,  au  contraire,  des  notions  complexes 
qu'il  y  a  lieu  de  creuser  et  d'analyser  davantage. 

Quant;à  la  notion  de  congruence  (au  sens  du  n°  55),  elle  repose, 
nous  l'avons  vu,  sur  la  notion  de  superposition  des  figures.  Or,  la 
superposition ^ne  se  conçoit  que  si  Ton  admet  le  mouvement.  Ce 
serait  donc  en  ^définitive  le  concept  de  mouvement,  non  celui  de 
congruence,  qui  serait  primitif.   Mais  le  concept  de  mouvement 

(')  Nous  avons  cité  les  deux  premières  notons  communes  d'EucIide  au 
t.  ï,  p.  64,  note  2.  Voir  aussi  supra  Deux,  liv.,  ch.  V,  §  H. 

{*)  Duhamel.. —  Des  méthodes  dans  les  sciences  de  roisonnement,  3  vol., 
Paris,  i86b*73. 
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ne  doit-il  pas  être  analysé  à  son  tour?  Oui,  bien  évidemment  :  car 
les  mouvements  dont  la  considération  est  impliquée  dans  les  pre- 
miers principes  de  la  géométrie  ne  sont  pas  des  mouvements  quel- 
conques :  ce  sont  des  mouvements  de  figures  invariables,  je  veux 
dire  des  mouvements  de  corps  solides.  Ainsi,  il  nous  faut  invoquer 
la  notion  de  corps  solide  ('),  et  il  nous  faut  admettre  que  parmi 
les  diverses  transformations  des  corps  solides,  il  en  est,  que 
nous  savons  distinguer,  et  qui  n'altèrent  pas  la  formie  <les  corps, 
c'est-à-dire  qui  sont  de  simples  mouvements  (cf.  717).  D*où  des 
difficultés  graves  pour  celui  qui  cherche  à  expliciter  la  notion  de 
mouvement.  De  ces  difficultés  on  se  tirerait  relativement  aisé- 
ment  si  1  on  regardait  comme  acquise—*-  avec  toutes  les  propriétés 
qui  y  sont  impliquées  —  la  notion  générale  d'espace  géométrique. 
Mais  les  philosophes  ont  reconnu  que  cette  notion  elle-même  ne 
peut  pas  être  considérée  comme  primitive  ;  et,  au  lieu  de  s'en  servir 
pour  tirer  du  concept  de  mouvement  les  conséquences  qu'il  com- 
porte, certains  d*cnlre  eux  cherchent,  au  contraire,  à  expliquer 
la  genèse  de  l'espace  en  partant  du  mouvement  (*).  El  ils  recon- 
naissent qu'il  leur  faut  pour  cela  invoquer  une  nouvelle  notion 
encore  :  la  notion  de  groupe. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  cette  dernière  notion  et  sur  la  théorie 
de  l'espace  qui  en  est  déduite  (nous  avons  déjà  dit  un  mot  au  n*  819). 
Les  seuls  points  qu'il  nous  imporlt*  de  retenir  pour  justifier  la  con- 
clusion que  nous  avons  présentement  en  vue  sont  les  suivants  : 

L'analyse  des  notions  de  la  géométrie  peut  être  poursuivie  indé- 
finiment :  elle  n'est  jamais  achevée. 

D'ailleurs  les  concepts  auxquels  nous  arrêtons  notre  analyse  ne 
s'imposent  d'aucune  manière.  Que  nous  nous  placions  au  point  de 
vue  du  logicien  pur  ou  au  point  de  vue  plus  objectif  du  mathéma- 
ticien, nous  restons  maîtres  de  choisir  de  plusieurs  manières  les 
éléments  avec  lesquels  nous  bâtirons  notre  science. 

De  là  résulte  que  le  choix  que  nous  avons  fait  sera  toujours 

(*)  C'est  CH  qu'ont  montre  avec  beaucoup  de  force  Helmboltz  (voir  en 
particulier  WissenschafU  Abhandlungen,  t.  II,  Leipzig.  î883)  et  Henri 
Pc  INC  ni.  Bull,  de  la  Soc.  Malh,  de  France^  1887,  La  science  et  l'hypo- 
thèse  et  passim  , 

(^)  C  est  (*e  qu  font  liELMHOLTzet  Henri  Poincaré  (voir  la  note  précé- 
dente et  supra  Deux,  lii*.,  ch.  V,  §  8). 
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sujet  h  revision  et  qu'il  nous  faudra  sans  cesse  en  éprouver  à  nou- 
veau la  valeur  en  regard  des  nouveaux  résultats  acquis.  Jamais»  en 
mathémaliqùe,  I  ère  du  travail  analytique  ne  pourra  être  regardée 
comme  close. 

1006.  Détinition  des  notions  premières  à  Faide  de  pos- 
tulats. —  Puisq\i*îl  est  si  difficile  de  chercher  à  définir  les  concepts 
géométriques  élémentaires — concepts  de  «  droite  »  ,de  «  plan  » ,  etc. , 
à  Taide  de  notions  d'un  caractère  général,  telles  que  celles  de  con- 
gruence  ou  de  mouvement,  pourquoi  ne  pas  renoncer  tout  simple- 
ment à  cette  tentative?  On  regardera  alors  ces  concepts  eux  mêmes 
comme  des  points  de  départ,  c'est-à-dire  qu'on  les  admettra  a 
priori  en  les  caractérisant  par  des  groupes^  de  postulats. 

Le  travail  analytique  consiste  ici  à  dégager  les  postulats  qui 
entreront  dans  la  définition,  à  leur  donner  la  forme  la  plus  simple 
que  Ton  puisse  trouver,  et  à  s'assurer- qu'ils  sont  compatibles. 

C'est  en  somme  ce  que  faisaient  jadis  les  géomètres  grecs  (233). 
Mais  les  logiciens  contemporains  se  montrent  plus  exigents  encore. 
Pour  se  satisfaire  pleinement,  il  leur  faut  analyser  minutieusement 
les  connexions  des  diverses  notions  et  l'équivalence  des  groupes  de 
postulats  entre  eux  (voir  810).  Il  faut  que,  lorsqu'ils  seront  en 
présence  d'une  science  donnée  (une  géométrie  partielle,  par  exemple) 
fondée  sur  un  système  de  définitions  et  d'axiomes,  ils  soient  en 
état  de  dire  avec  précision  quels  sont  les  systèmes  équivalents  de 
définitions  et  d'axiomes  que  l'on  pourrait  substituer  au  système 
donné. 

C'est  là  le  résultat  auquel  parvient  M.  Hilbert  lorsqu'il  applique 
à  la  définition  des  concepts  élémentaires  la  méthode  axiomalique^ 
dont  nous  avons  déjà  parlé  à  plusieurs  reprises. 

1007.  — Nous  avons  déjà  dit  plus  haut  (n^  808)  que  les  axiomes 
sur  lesquels  M.  Hilbert  fonde  la  géométrie  se  répartissent  entre  cinq 
groupes.  Voici  les  énoncés  complets  des  axiomes  des  premiers 
groupes  (*). 

Axiomes  d'appartenance  (Verknûpfung)  : 

V  Deux  points  différents  k  et  B  déterminent  toujours  une  droite. 

(«)  Hilbert,  Grundlagen  der  Géométrie,  3«  éd.,  p.  3  et  buîv. 

BouT&ooz.  —  Les  Principet  de  l'Analyse  mathématique.  II  aS 
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2^  Une  droùe  est  déterminée  par  deux  qaekonques  de  ses  points, 
différant  fun  de  tautre. 

S^  Sur  toute  droite  d  y  aau  moins  deux  points.  Dans  tout  plan 
il  y  aau  moins  trois  points  qui  ne  sont  pas  sur  une  mémedroiU. 

4**  Trois  points  non  situés  sur  une  même  droite  déterminent  tou- 
jours un  pian, 

5^  Un  plan  est  déterminé  par  trois  quelconques  de  ses  points  non 
situés  sur  une  même  droite. 

6^  Si  deux  points  dune  droite  a  sont  dans  un  plan  a  ioui  pwni 
de  a  est  aussi  dans  le  plan  a. 

7*  Si  deux  plans  en  et  ^  ont  un  point  A  commun^  Usant  au  moins 
un  second  point  commun. 

8"*  Il  existe  au  moins  quatre  points  qui  ne  so$U  pas  situés  dans  un 
même  plan. 

Axiomes  d'ordre  (Anordnung)  : 

i^  Soient  A»  B,  G  trois  points  d'une  mente  droite  :  si  le  point  B 
est  entre  A  et  C^  le  point  B  sera  aussi  entre  Cet  A; 

2^  Si  AetB  sont  deux  points  d'une  droite^  il  y  a  toujours  sur 
cette  droite  au  moins  un  point  G  qui  est  entre  A  et  un  point  D  tel 
que  G  soit  entre  k  etD, 

3^  De  trois  points  quelconques  d'une  droite,  il  y  en  a  toujours 
un  et  un  seul  qui  est  entre  les  deux  autres  ; 

4°  Soient  A,  B,  G  trois  points  non  situés  sur  une  même  droite^ 
et  a  une  droite  située  dans  leur  plan,  mais  ne  passant  par  aucun 
deux  :  si  la  droite  a  passe  par  un  point  du  segment  AB»  elle  passe 
nécessairement  aussi^  soit  par  un  point  du  segment  BG,  soit  par  un 
point  du  segment  AG. 

On  voit  combien  subtile  et  approfondie  a  dû  être  l'analyse  qui  a 
permis  de  discerner  et  de  formuler  tant  d'assomptions  générale- 
ment confondues  ou  enchevâtrées. 

1008.  —  Le  troisième  groupe  de  Hilbert  (Axiomes  des  Ion- 
'gueurs)  comprend  six  axiomes  :  trois  sont  relatifs  aux  segments, 
deux  aux  angles  et  un  aux  triangles.  Voici  le  premier  de  ces 
axiomes  : 

Si  A  e/  B  sont  deux  points  d'une  droite ,  et  k'  un  point  de  la  mime 
droite  ou  dune  autre  droite,  on  peut  toujours  trouver ,  sur  la  droite 
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oà  eiikyà  partir  de  A!  et  dun  côté  dilermini,  un  et  un  seul  point 
W  tel  que  les  segments  AB  et  MW  soient  congraents. 

La  quatrième  groupe  (axiome  des  pandlèlM)  contient  nn 
«eul  axiome  :  l'axiome  euclidien  (820). 

Le  cinquième  groupe  (axiomes  de  oontinuité)  comprend 
l'axiome  (F Archimède  et  un  deuxième  axiome  {Vollstândi^keits- 
axiom)  affirmant  que  le  système  formé  par  les  axiomes  précé- 
dents est  clos»  complet,  —  que  l'édifice  dont  il  est  la  base  est  notre 
géométrie  et  pas  autre  chose. 

Nous  avons  déjà  mentionné  à  plusieurs  reprises  V axiome  d^Ar» 
chimède.  Hilbert  lui  donne  une  forme  un  peu  différente  de  celles 
que  nous  avons  indiquées  afin  de  n'y  point  faire  intervenir  la  no- 
tion de  multiple  d'un  segment  ;  il  l'énonce  comme  il  suit  : 

Soit  Al  un  point  d'un  segment  AB,  et  soit  At,  At,  A4,...  une  suite 
de  points  tels  que  A|  soit  entre  A  et  As,  que  A,  soit  entre  A^  et  A|, 
que  A3  soit  entre  A^  e/ A4,  etc>,  et  tels  que  les  segments  AA^,  AjA, 
A3A4,  etc.,  soient  tous  égaux  entre  eux  (superposables)  :  dans  ces 
conditions  il  y  a  sûrement  dans  la  suite  un  point  A»  tel  que  B  soit 
situé  entre  A  et  A». 

Enfin  Iç  Vollstàndigkeitsaxiom  est  formulé  en  ces  termes  : 

Si  Ton  maintient  les  divers  axiomes  précédemment  énoncés ,  il  n'est 
point  possible  de  compléter  le  système  formé  par  les  points,  droites 
et  plans  en  adjoignant  à  ce  système  de  nouveaux  éléments.  En 
d'autres  termes,  au  cas  où  on  lui  adjoindrait  de  nouveaux  élé- 
ments, ce  système,  complété,  ne  pourrait  plus  satisfaire  à  tous  les 
axiomes  de  Hilbert. 

1009.  Syatèmeade  grandeurs  non  arohimédiens.  —  Le  pos- 
tulat d'Archimède,  tel  que  nous  venons  de  l'énoncer  est  relatif  aux 
longueurs  portées  en  abcisses  sur  un  axe.  Mais,  une  fois  qu'il  a  été 
admis,  on  peut  démontrer  que  les  divers  types  de  grandeurs  géo- 
métriques signalées  au  chapitre  II  de  notre  Premier  Livre,  puissent 
toutes  de  la  propriété  énoncée  par  ce  postulat. 

Par  contre  on  pourrait  définir  d'autres  classes  de  grandeurs 
pour  lesquelles  le  postulat  d'Archimède  ne  serait  pas  satisfait.  C'est 
ce  que  nous  aUons  montrer  par  un  exemple  très  simple:  nous  au- 
rons  ainsi  une  idée  des  propositions  que  l'on  obtiendrait  si  l'on' 
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cherchait  à  construire,    comme    Ta  fait  Hilbert,  une  géométrie 
indépendante  de  Taxiome  d'Archimède. 

Considérons  danu  l'angle  formé  par  deux  demi-axes  rectangu- 
laires OX,  OY  : 

i*>  toutes  les  demi-droites  issues  de  0  telles  que  OA,  OB  ; 
2**  tous  les  arcs  de  cercle  (de  rayons  divers)  passant  par  le  point 
0  et  taftgenls  à  Taxe  OX,  —  arcs  tels  que  OC,  OD  ; 
et  convenons  d'appeler  angle  lunaire  la  figure  formée  par  le  demi- 
axe  OX,  d'une  part,  et  Tune  des  demi-droites  OA,  OB,...  ou  lun 
des  arcs  OC,  OD,  etc.,  d'autre  part.  Nous  dirons  pour  —  pour 
nous^  servir  de  mots  usuels  en  en  adaptant  le  sens  à  la  nouvelle 
notion  d'angle  —  que  la  demi-droite  ou  Tare  considéré  est  le  cd/^ 
supérieur  de  l'angle  lunaire. 

Gela  posé,  nous  regarderons  un  angle  lunaire  quelconque  comme 

plus  petit  qu'un  autre  angle  lunaire 
si  dans  l'angle  YOX  au  voisinage 
immédiat  du  point  0,  le  côté  supé- 
rieur du  premier  angle  est  situé 
au-dessous  du  côté  supérieur  du 
second  angle  (*). 

De  ces  déQnitions  résulte  : 
1°  Qu'étant  donnés  deux  angles 
lunaires  quelconques  dont  les  côtés, 
supérieurs  sont  dans  l'angle  YOX.  il  y  en  a  toujours  un  qui  est 
plus  petit  que  l'autre  ; 

2^  Qu'un  angle  lunaire  dont  le  côté  supérieur  est  un  arc  tangent 
en  0  à  l'axe  OX  est  plus  petit  que  tout  angle  lunaire  dont  le  côté 
supérieur  (tel  que  OA  ou  OB)  est  une  droite. 

Passons  maintenant  aux  opérations  relatives  aux  angles  lunaires. 
Nous  avons  défini  au  n**  64  l'addition  [et  la  multiplication  par  un 
nombre  entier  des  angles  à  côtés  rectilignes.  Si  nous  voulons  in- 
troduire des  opérations  correspondantes  dans  la  théorie  des  angles 
lunaires,  nous  serons  libres  de  les  définir  par  des  conventions 
a  priori  à  condition  de  faire  en  sorte  qu'elles  coïncident  avec  les 
opérations  du  n<>  64  dans  le  cas  particulier  où    les  angles    lu- 

(^)  Cf.  Félix  Ki^uiK,Eïêmentarmathematik  vom  hôkeren  Standpunkte  oiu, 
t.  II,  1909,  p.  623. 
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naires  auront  leurs  côtés  supérieurs  rectilignes.  Eflectivement,  on 
peut  trouver  facilement  des  définitions  de  l'addition  et  de  la  multi- 
plication par  un  nombre  entierqui  répondent  àcette  condition.  Nous 
nous  dispenserons  de  les  exposer  en  détail  et  nous  nous  bornerons  à 
indiquer  comment  on  obtiendra  les  multiples  (ou  produits  par  des 
nombres  entiers)  des  angles  lunaires  dont  le  côté  supérieur  est 
tangent  en  0  à  l'axe  OX.  Soit  XOC  {fig.  807),  un  tel  angle,  r  le 
rayon  du  cercle  dont  OCi  est  un  arc  :  l'angle  lunaire  double  de 
XOC,  sera  (en  vertu  des  définitions  adoptées)  l'angle  XOCj  dont 


le  côté  supérieur  appartient  au  cercle  de  rayon  -  tangent  à  OX 
en  0  ;  de  même  les  cercles  de  rayons  5  •  •  •  »  â  'ï  tangents  en  0  à 

OX  définissent  des  angles  lunaires  XOCa,...,  XOCn  qui  seront 
respectivement  le  triple,...,  le  produit  par  n,  de  l'angle  XOC. 

Il  résulte  que  là  que  tout  multiple  d*un  angle  lunaire  XOC  dont 
le  eôté  supérieur  est  tangent  à  OX  a  lui-même  un  côté  supérieur 
tangent  à  OX  et  est  par  suite  inférieur  à  tout  angle  lunaire  (tel  que 
XOA,  ou  XOB,  Jig.  807)  dont  le  côté  supérieur  nest  pas  tangent  à 
OX.  Donc  les  angles  lunaires  que  nous  considérons  constituent  un 
système  de  grandeurs  auquel  ne  s'applique  point  l'axiome  d'Archi- 
mède. 

L'exemple  de  ce  système  montre  qu'il  n'y  a  aucune  absurdité  lo- 
gique à  supposer  l'axiome  d'Archimède  non  vérifié  pour  un  type  de 
grandeurs. —  Il  est  facile  de  voir  d'ailleurs  que  cet  axiome  est  indé- 
pendant  (au  sens  du  n°  805)  des  quatre  premiers  groupes  d'axiomes 
de  Hilbert.  —  Imaginons  alors,  pour  revenir  au  type  de  grandeur 
considéré  au  n*  1008,  que  les  longueurs  portées  en  abcisses  sur 
une  droite  ne  satisfassent  pas  à  cet  axiome  :  nous  pourrons  bâtir 
sur  cette  hypothèse  une  géométrie  fictive^  la  géométrie  dite  non 
archimédienne,  qui  est  l'un  des  plus  intéressants  aboutissants  de 
la  méthode  axiomatique.  . 

1010.  Ainsi  l'examen  approfondi  des  postulats  conduit  à  de 
nouvelles  constructions.  La  science  progresse  par  un  perpétuel 
mouvement  de  flux  et  de  reflux,  grâce  à  une  alternance  ininterrom- 
pue d'analyse  de  synthèse. 
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/•  —  La  correspondance  tonctionnelle. 

1011.  —  Au  cours  des  chapitres  que  nous  avons  consacrés  au 
calcul  algébrique  et  à  l'analyse  infinitésimale,  il  est  une  notion  que 
nous  avons  rencontrée  presque  à  chaque  pas,  une  notion  qui»  alors 
même  qu'elle  n'apparaissait  pas  explicitement,  était  plus  ou  moins 
enveloppée  dans  toutes  les  théories  dont  nous  nous  sonmies  occu- 
pés :  je  veux  parler  de  la  notion  de  fonction. 

En  somme  l'algèbre,  si  l'on  y  réfléchit,  n'est,  d'un  bout  à 
l'autre,  que  Yiiude  de  certaines  fondions,  puisque,  à  la  dîjBférence 
des  points  de  vue  près,  la  notion  même  d'expression  algébrique  se 
confond  avec  celle  de  fonction  (306).  Cependant,  il  apparaît  vite 
que,  des  deux  notions,  la  seconde  est  la  plus  riche  et  la  plus  fé- 
condej  et  que,  si  l'expression  algébrique  doit  continuer  à  équivaloir 
à  la  fonction,  il  faut  alors  que  l'algèbre  subisse  une  transforma- 
tion profonde.  C'est  ainsi  que  pour  introduire  les  fonctions  trans- 
cendantes nous  avons  dû  créer  les  expressions  transcendantes: 
d'abord  les  expressions  trigonométriques,  les  exponentielles,  les 
logarithmes  ;  puis,  opérant  une  généralisation  hardie,  les  expres- 
sions infinies,  principalement  les  développements  convergents. 

Cette  généralisation  a  réussi.  Grâce  à  la  théorie  de  la  série  de 
Taytor,  il  semble  que  l'étude  des  fonctions  les  plus  générales  d'ooe 
ou  de  plusieurs  variables  soit  désormais  devenue  possible. 

En  est-il  bien  .ainsi,  cependant? —  Je  ne  veux  pas  insister  à  nou- 
veau sur  ce  qu'il  y  a  d'artificiel  et  de  paradoxal  à  définir  la  fonc- 
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tion  dans  les  tenues  qu'emploient  les  traités  modernes  d'algèbre  : 
k  notion  de  foncficMi  est  nne  idée  simple,  s'il  en  est,  et  l'expres- 
sion qui  la  représente  est  le  summum  de  la  complexité  technique. 
Mais  passons.  La  question  est  de  savoir  si  tout  te  contenu  de  l'idée 
de  fonction  —  je  veux  dire  :  tout  ce  que  nous  y  pourrons  décou- 
vrir quand  nous  la  disséquerons — se  retrouve  bien  dans  l'expression 
algélnrique  ;  la  question  est  de  savoir  si,  pour  réaliser  de  nouveaux 
progrès,  il  suffit  de  perfectionner  notre  architecture  algélMique, 
en  la  compliquant  encore,  ou  s'il  faut  nous  placer  à  un  autre  point 
de  vue. 

1012.  —  Une  chose  est  certaine  :  c'est  que  les  mathématiciens 
du  xvTi*  siècle  voyaient  déjà  dans  la  foncticm  autre  chose  qu'un 
simple  résultat  d'opérations  algébriques.  Pour  Newton  l'idée  de 
fonction  {fluens),  dérive  du  concept  de  mouvement.  Pour  Des- 
cartes, la  fonction  (qu'il  ne  nomme  point  d'ailleurs)  est  apparentée 
è  la  notion  de  courbe.  Chez  l'un  et  chez  l'autre  on  retrouverait^ 
si  l'on  rendait  consciente  toute  leur  pensée,  l'idée  plus  générale  de 
correspondance,  dont  nous  avons  déjà  décrit,  au  chapitre  IV  et  V 
de  notre  Deuxième  Livre^  quelques  aspects  particuliers. 

Une  correspondance  entre  quantités  variant  simultanément  et 
dépendant  mutuellement  les  unes  des  autres,  c'est  bien  là  ce  qu'est 
la  fonction,  envisagée,  du  point  de  vue  le  plus  général.  Et  ceci 
nous  explique  pourquoi  la  notion  de  fonction  joue  un  rôle  si  con- 
sidérable, pourquoi  elle  est  présente,  que  nous  le  voulions  ou  non, 
derrière  toutes  les  spéculations  mathématiques. 

,  C'est  un  axiome  philosophique  presque  banal  que  la  mathéma- 
tique n'étudie  point  des  objets,  mais  seulement  des  relations  entre 
les  objets.  Des  relations,  c'est-à-dire  des  correspondances,  —  qu'il 
s'agit  de  déterminer  et  de  formuler.  C'est  pour  accomplir  cette 
tiche  que  les  Grecs  ont  construit  le  système  euclidien  ;  et  c'est 
parce  que  le  système  euclidien  n'a  pas  suffi  que  les  modernes  ont 
créé  une  méthode  de  synthèse  plus  puissante,  Talgèbre.  Mais  ne 
nous  y  trompons  pas  :  quel  que  soit  l'outil  employé,  la  correspon- 
dance ou  la  loi  que  l'on  cherche  à  connaître,  n'est  aucunement 
conditionnée  par  cet  outil  ;  elle  est  l'objet,  elle,  est  la  raison  d'être 
de  la  science  :  si  l'idée  de  correspondance  ne  préexistait  pas,  la 
construction  de  l'algèbre  serait  un  non-sens. 
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Cette  remarque  doit  nous  ouvrir  les  yeux.  Nous  avons  vu  Tal- 
gébriste  ajouter  pierre  sur  pierre,  aile  sur  aile  à  son  édifice.  Quel 
principe  a  présidé  à  ces  extensions  successives  ?  Nous  le  compre- 
nons maintenant.  Nous  avons  en  nous,  d  une  part,  une  idée, 
quelque  peu  confuse,  mais  d'une  incomparable  fécondité,  l'idée  de 
loi  mathématique  ou  de  fonction.  D'autre  part,  nous  disposons 
d'une  méthode  de  construction,  qui  «ans  doute  ne  pe.ut  pas  réaliser 
la  perfection  (puisque  c'est  une  méthode  humaine),  mais  dont 
l'application  peut  en  revanche  être  poursuivie  indéfiniment  .  La 
tâche  à  remplir  est  dès  lors  toute  tracée.  Les  yeux  de  Tinluilion 
sans  cesse  fixés  sur  l'idée,  nous  échafauderons  une  construction  à 
son  image,  puis  nous  retoucherons  celte  construction  sans  cesse 
et  indéfiniment,  afin  de  lui  donner  une  structure  qui  imite  de 
mieux  en  mieux  l'harmonieuse  complexité  du  modèle. 

1043.  —  Le  problème  essentiel  de  l'analyse  est,  en  d'autres 
termes,  le  suivant  :  Etant  donné  l'idée  générale  de  correspondance 
mathématique  que  nous  trouvons  dans  notre  entendement,  la  tra- 
duire dans  un  langage  intelligible  et  pratique,  déterminer  les  di- 
verses formes  algébriques  concrètes  sous  lesquelles  il  est  possible 
de  la  représenter. 

C'est  là  ce  que,  sans  le  dire,  nous  n'avons  cessé  de  faire  depuis 
que  nous  nous  servons  de  Talgèhre.  C'est  là  ce  que,  d'une  manière 
plus  consciente  désormais,  nous  allons  continuer  à  faire. 

1014.  —  Lorsqu'on  s^alyse  la  notion  di  correspondance  fonc- 
tionnelle, on  s'aperçoit  vite  qu'elle  a  des  profondeurs  insoupçon- 
nées,  et  que  nos  méthodes  ne  nous  permettent  pas  de  Taborder 
dans  toute  sa  généralité.  Pour  en*faire  un  objet  de  science  logique 
et  didactique,  il  faut  particulariser  cette  notion,  il  faut  se  résigner 
à  n'en  faire  qu'une  étude  fragmentaire,  quitte  à  s'y  reprendre  à 
plusieurs  (ois,  et  à  la  retourner  sous  des  faces  diverses,  afin  d'obte- 
nir si  possible  une  idée  intuitive  de  l'ensemble. 

Ainsi,  par  exemple,  on  constate  que  la  notion  de  fonction  s'asso- 
cie tout  naturellement  à  celle  de  continuité,  mais  qu'elle  peut  aussi 
en  être  séparée.  On  s'attachera  donc  spécialement,  —  si  l'on  vept, 
—  à  l'étude  des  fonctions  continues  ;  mais,  en  même  temps,  on 
s'efibrcera  de  savoir  dans  quelle  mesure  les  propriétés  que  l'on  dé- 
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•  couvrira  dépendent  de  la  continuité  ;  et,  pour  cela,  on  étudiera  ce 
qu'on  pourrait  appeler  les  frontières  du  royaume  de  la  continuité  : 
je  veux  dire  que  l'on  examinera  les  familles  de  fonctions  qui  se 
rapprochent  le  plus  des  fonctions  continues  sans  être  elles-mêmes 
continues.  C'est  ainsi  seulement  que  Ton  pourra  analyser  en  toute 
connaissance  de  cause  les  caractères  présentés  par  les  fonctions 
continues. 

1015.  —  Mais  laissons  ce  point  de  côté  et  cherchons  à  pour- 
suivre Tétude  des  familles  continues,  en  supposant  que  nous  ayons 
affaire  à  une  fonction  de  variable  imaginaire,  c'est-à  dire  à  une 
correspondance  entre  deux  points  mobiles  dans  deux  plans  (770). 
Guidés.jgar  nos  connaissances  préalables,  nous  nous  demanderons 
tout  naturellement  si  la  fonction  la  plus  générale  ainsi  définie  a  ou 
non  une  dérivée.  Nous  constaterons  alors  que  la  notion  de  dérivée 
n'est  point  nécessairement  liée  à  celle  de  continuité  :  L'existence 
de  la  dérivée  implique  certaines  conditions  (1039).  ^Nous  suppo- 
serons ces  conditions  satisfaites,  ce  qui  revient  à  apporter  une 
restriction  de  plus  à  l'idée  générale  de  fonction. 

Cela  posé,  envisageons  une  fonction  /(x)  pour  x  variant  d'une 
façon  quelconque  dans  son  plan  (plan  de  la  variable  x),  Nou6 
observons  que  la  fonction  perdra  généralement  ses  propriétés 
de  continuité  dans  certaines  régions  du  plan,  où,  à  notre  point 
de  vue,  elle  cessera  d'exister.  Ces  régions  (dites  a  singularités  delà 
fonction  »)  pourront  être  des  points,  ou  des  lignes,  ou  des  surfaces. 
De  là  résulte,  —  suivant  que  Ton  considère  ou  exclut  les  fonctions 
présentant  tel  ou  tel  type  de  «  singularités  »  —  une  particularisa- 
tion  (}e  plus  en  plus  grande  de  la  notion  initiale  de  fonction,  au- 
trement dit  une  classification  des  fonctions. 

Il  nous  jfaudra  ensuite  découvrir  les  propriétés  les  plus  simples 
et  les  plus  significatives,  des  divers  types  de  fonctions  que  nous 
aurons  distingués.  En  particulier,  il  y  aura  lieu  de  préciser  l'étude 
des  différentes  singularités  :  il  faudra  examiner  en  détail  l'effet 
qu'ont  ces  singularités  sur  l'allure  et  les  propriétés  de  la  fonction 
ou  sur  celles  de  fonctions  connexes  telles  que  l'intégrale  ou  la 
dérivée.  Se  plaçant  &  un  autre  point  de  vue,  on  pourra  définir 
à  priori  certaines  familles  de  fonctions  par  des  considérations 
plus  ou  moins  indirectes  :  on  partira,  par  exemple,  d'équations  dif- 
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férentidlçs  auxquelles  deyroni  satisfaire  les  Conctioiift;  ou  bien  l'oi» 
imposera  à  celles-ci  certaines  conditions  particulières  telles  que 
celle  d'être  périodiques  (voir  S  S)  ;  puis  Ton  analysera  les  fonctions 
ainsi  définies  et  Ton  recherchera  les  conséquences  ^'entralnenl  lea 
hypothèses  adoptées. 

1016.  —  Tels  sont  les  problèmes  qui  se  posent  dans  la  thécHÎe 
générale  des  fonctions.  Nous  allons  en  traiter  ici  quelques-uns. 
Mais,  afin  de  rendre  notre  exposé  plus  clair^  nous  renverrons  au 
S  J  la  définition  et  la  description  générale*  des  fonctions  continues 
pourvues  de  dérivées,  —  et  nous  commencerons  par  développer 
quelques  considérations  préliminaires  en  restant  dans  le  cadre 
<  algébrique  »  où  nous  étions  placés  au  chapitre  Y  de  notre 
Deuxième  Livre, 


2.  —  Premiers  principes  de  ta  titéarie  ées  fonctiotts. 

1017.  —  Reportons-nous  donc  aux  pages  où  nous  avons  posé 
les  bases  de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe  et 
complétons  les  définitions  que  nous  y  avons  données* 

Les  fonctions  que  nous  devrons  envisager,  si  nous  voulons  pro- 
visoirement donner  un  sens  concret  aux  commentaires  qui  vont 
suivre,  sont  celles  qu'il  nous  est  permis  de  regarder  comme  déii 
définies»  c'est-à-dire  les  fonctions  (explicites  ou  implidtes)  obte- 
nues, par  combinaison  des  opérations  algébriques,  trigc^omé- 
triques,  exponentielles  et  logarithmiques  (voir  n^  757)  :  ces 
fonctions  satisfont,  en  particulier,  aux  conditions  énoncées  au 
n*  271  :  si  Ton  appelle  x  la  variable  (as  =  §  4-  iïj)  et  y  la  fonction 
(y  =  u  -f-  ru),  on  a  : 

Nous  verrons  d'ailleurs  au  prochain  paragraphe  qu'en  partant 
a  priori  des  définitions  que  Ton  va  lire  et  sans  postuler  aucune- 
ment à  l'avance  que  les  fonctions  auxquelles  elles  s'appliquent  sont 
définissables  en  termed  algébriques,  on  peut  construire  une  théorie 
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générale  des  fonctions  qui  dépasse  de  beaucoup  le  cadre  où  nous 
nous  supposons  placés  provisoirement. 

Gela  dit,  reprenons  une  à  une,  en  les  transportant  dans  le  do- 
maine des  variables  complexes^  les  définitions  des  n°'  391  et  sui- 
vants. 

1018  Fonction  définie  dans  une  «ire  ou  région.  Univocité. 
—  Etant  donné  le  mode  de  représentation  des  quantités  imaginaires 
que  nous  avons  adopté,  une  fonction  de  jvariable  ima- 
ginaire devra  être  définie  dans  une  région  du  pian  de  la    /f^^aê^Q 
variable  (voir  1015).  En  d'autres  termes  pour  étudier   (xy 
une  fonction  y  de  ac  au  voisinage  d'une  valeur  initiale  x^     „.    »  „ 
(c'est-à-dire  pour  les  valeurs  de  x  voisines  d'une  pre- 
mière valeur  x^),  on  commencera  par  la  considérer  dans  une 
certaine  aire  Jb  du  plan  limitée  par  une   courbe  fermée  C,  et 
contenant  (*)  Xq  {fig,  3o8)  :  si  elle  est  définie  pour  tous  les  points 
de  celte  aire,  on  dira  que   la  fonction  est  définie  à  r intérieur  de 
Vaire  (ou  de  la  région,  ou  du  domaine)  Jb. 

Il  convient  cependant  de  préciser  davantage  ce  que  nous  enten- 
dons par  cette  définition. 

Nous  fixons  notre  attention  sur  une  fonction  ou  branche  de 
fonction  y  de  a;  qui  prend  une  certaine  valeur  déterminée  y^  pour 
la  valeur  initiale  o^  de  x.  Puis  nous  faisons  varier  le  point  x  à 
l'intérieur  d'une  certaine  aire  Jb;  ce  qui  veut  dire  que  nous  fai- 
sons décrire  à  a;  un  chemin  arbitraire  issu  de  Xq  et  ne  sortant 
jamais  de  A».  Supposons  que  notre  fonction  ou  branche,  suivie  pas 
à  pas  à  partir  de  la  valeur  yo»  ^^st©  définie  tout  le  long  des  che- 
mins que  nous  pouvons  ainsi  décrire  :  en  ce  cas  nous  serons  en 
droit  de  dire  qu'elle  est  définie  sans  restriction  à  l'intérieur  de  «A>. 

Pour  définir  Vimivocité  ou  unijormité  des  fonctions  (voir  395)^ 
il  nous  faudra  recourir  à  des  considérations  analogues. 

Soit  x^  un  point  quelconque  intérieur  à  l'aire  -*>  où  la  fonction  y 

(^)  C'est-à-dire  le  point  [qui  correspond  à  la  valeur  x^.  Pour  simplifier 
réeriture.  nous  conviendront  de  déiigner  les  points  qui  eoireipondent  à 
des  quantités  imaginairesa  non  plus  par  des  lettres  majuscules  (M^  N.  etc.) 
mais  par  les  lettres  ou  nombres  qui  représentent  ou  définissent  les  quan- 
tités dlas-mâmee.  Ainsi  nous  dirons  t  le  poini  «.  le  poinist^  le  pairU  i,  le 
pomi  2  +  i  [l'ofigine  des  coordonnées  sera  à  volonté  appiJée  orîfÛMToa 
poitU  oj. 
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de  X  est  supposée  définie.  Nous  pouvons  évidemment  nous  rendre 
de  Xq  en  Xi  (sans  sortir  de  jl)  sur  une  infinité  de  chemins  différents. 
Faisons  décrire  à  x  l'un  quelconque  de  ces  chemins  et  suivons  pas 
à  pas  la  variation  de  y  à  partir  de  la  valeur  a;<^.  Si,  quelque  soit  le 
chemin  choisi,  nous  obtenons  toujours  au  point  Xi  une  seule  et 
même  valeur  de  la  variable  dépendante  y,  et  s*il  en  est  ainsi  pour 
tous  les  points  Xi  intérieurs  à  Jb,  la  fonction  définie  par  les  valeurs 
initiales  Xq,  y^,  est  dite  univoque  ou  uni/orme  dans  taire^^o. 

Aux  termes  de  cette  définition,  on  ne  saurait  du  fait  qu'une 
fonction  définie  par  des  «  conditions  initiales  »  jCq»  y©  ^*'  univoque 
dans  une  aire  X,  conclure  qu'elle  ne  puisse  jamaw  prendre  qu'une 
seule  ydXtMï  {détermination)  (*)  pour  une  valeur  donnée  dex  :  nous 
affirmons  seulement  qu'il  en  est  ainsi  tant  que  x  reste  à  l'intérieur 
de  l'aire  Jl.  Si  par  contre  le  point  variable  x  décrit  à  partir  dex^, 
un  chemin  qui  sort  de  Taire  Jb,  puis  y  rentre,  et  revient  ensuite  à 
Xo  {fig-  3o8)  il  se  peut  que  la  valeur  finale  obtenue  pour  y  soit  dif- 
férente de  yo  ®t  donne,  par  conséquent,  une  seconde  détermination 
de  la  fonction. 

L'élude  d'une  fonction  imaginaire  au  point  de  vue  de  l'unîvocité 
nécessite,  on  le  voit,  une  analyse  minutieuse. 

1019.  Portion  du  plan  y  correspondant  à  Taire  Jb.  Bepré 
sentation  conforme.  —  Considérons  une  branche  de  fonction  y 
définie  et  univoque  à  l'intérieur  d'une  région  X  du  plan  de  la  va- 
riable X  limitée  par  une  courbe  fermée  C.  Lorsque  le  point  x,  dé- 
crivant une  infinité  de  chemins  divers,  balaye  l'intérieur  de  la  ré- 
gion Jb,  le  point  y  balaye  également  une  certaine  portion  de  son 
plan.  En  d'autres  termes  la  loi  fonctionnelle  qui  lie  y  à  x  fait  cor- 
respondre à  la  région  Jb  du  plan  x  une  certaine  portion  du  plan  y. 
Il  se  pourra,  —  ce  sera  le  cas  le  plus  simple  —  que  cette  portion 
soit  une  région  6Î  limitée  par  une  courbe  fermée  G^  Il  se  pourra, 
plus  précisément,  que  les  régions  Jb  etâd  se  correspondent  de* telle 
sorte  qu'à  tout  point  intérieur  i  Jb  corresponde  un  point  unique 
intérieur  à  ^  et  réciproquement  (').  En  ce  cas,  on  dit  que  la  fonc- 


(>)  On  appellera,  d'une  manière  générale,  tfUermînaliofu  d'une  fonctioD 
les  valeurs  dififérentei  qu'elle  peut  prendre  pour  une  même  valeur  de  m. 
(')  En  ce  cas  la  correspondance  est  dite  uktsfoquê  et  réciproque. 
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tîon  y  dex  réalise  la  représentation  conforme  de  la  région  A>  sur 
la  région  ^. 

L'étude  des  divers  modes  de  représentation  conforme  que  l'on 
peut  définir  au  moyen  des  fonctions  de  variables  complexes  est  l'un 
des  problèmes  les  plus  importants  de  l'analyse. 

1020.  Continuité.' Points  de  discontinuUé.  —  Nous  avons 
supposé  à  plusieurs  reprises  dans  les  pages  qui  précèdent  que  nous 
suivions  pas  à  pas  la  fonction  y  le  long  d'un  chemin  décrit  par  x. 
La  chose  sera  possible  à  condition  que,  lorsque  nous  connaissons 
la  valeur  de  la  fonction  en  un  point  quelconque  du  chemin  con- 
sidéré, nous  soyons  en  mesure  de  déterminer,  suivant  une  règle 
non  ambiguë,  les  valeurs  qu'elle  prend  aux  points  voisins  sur  le^ 
même  chemin.  Plus  précisément,  dans  l'hypothèse  où  la  fonction 
y  est  a  priori  susceptible  d'avoir  plusieurs  déterminations  (valeurs 
différentes  pour  une  même  valeur  de  x),  il  faut  —  pour  donner  un 
sens  aux  définitions  du  n^  1018  —  que  nous  ayons  un  moyen  de 
décider  qu'elle  est  ou  quelles  sont  celles  de  ces  valeurs  qui  doivent 
être  considérées  comme  appartenant  à  la  même  branche  de  la  fonc- 
tion suivie  sur  un  chemin  quelconque  intérieur  à  une  aire  X,  Or, 
la  règle  qu'il  convient  d'appliquer  ici  s'impose  d'elle-même  si  nous 
avons  affaire  à  des  fonctions  continues  (*). 

Appartiendront  à  la  même  branche  les  valeurs  de  y  qui  peuvent 
être  déduites  les  unes  des  autres  par  variation  continue  ;  ainsi^  dans 
le  cas  d'une  fonction  continue,  à  tout  chemin  continu  du  plan  x 
décrit  par  le  variable  indépendante^  correspondra  un  chemin  éga- 
lement continu,  décrit  par  la  variable  dépendante  (^). 

Ce  qu'il  faut  entendre  par  cet  énoncé,  cela  se  comprend  de  soi. 
Néanmoins  si  l'on  veut  conférer  à  la  notion  de  continuité  toute  la 

(1)  Et  c'est  le  cas,  sauf  peut-être  en  certains  points  isoîéa,  pour  toutes 
les  fonctions  que  nous  avons  appris  à  définir  (voir  1021). 

(^)  Ainsi,  par  exemple,  proposons -nous  de  suivre  la  fonction  y  =  ^  à 
partir  des  valeurs  initiales  x  =»  4f  ^  =^2.  Pour  â;  voisin  de  4i — par  exemple 
pour  â;  B  4  4-  s  (&  réel  positif)  *-,  la  racine  carrée  ^  a  deux  détermi- 
nations. Tune  positive,  l'autre  négative.  Mais  de  ces  deux  déterminations, 
la  première  seule  peut  convenir  à  la  branclie  de  fonction  suivie  avec' 
continuité  à  partir  de  x  ^  4t  y  "=  ^  -  ^^^t  ^  variant  très  peu,  y  ne  sau- 
rait sauter  de  la  valeur  2  à  une  valeur  négative  sans  présenter  une 
discontinuité. 
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rigueur  qu'elle  comporte»  il  est  nécessaire  de  la  formuler  dans  le 
langage  de  l'algèbre. 

Plaçons-nous  au  voisinage  d'une  valeur  x^  égdle  à  4  +  '^o* 
Nous  disons  que  la  fonction  y  {égale  i  u  +  iv)  esi  corUinae  pour 
•cette  wUeur  de  x  {ou  continue  au  point  x^)  si  les  deux  fonctions  u 
et  V  des  variables  |  et  >7  sont  oonÈÙiues  pour  les  valeurs  ^  et  190  de 
ces  variables  (voir  441). 

Nous  dirons,  d'autre  part,  qu'une  fonction  y  définie  le  long 
d'un  chemin  du  plan  x  est^continue  sur  ce  chemin  si  elle  est  con- 
tinue en  tous  ses  points.  Et  nous  dirons  enfin  qu'une  fonction 
définie  dans  une  aire  ^  (au  sens  du  n^  1018)  est  continue  k  Vin- 
térieur  de  la  région  Jd  si  elle  est  continue  sur  tous  les  chemins 
que  l'on  peut  décrire  dans  cette  région. 

1021.  —  Dans  la  suite  de  nos  études,  toutes  les  ibis  que  nous 
parlerons  de  suivre  une  fonction  le  long  d'un  chemin  du  plan  x, 
il  sera  sous-entendu  que  la  fonction  est  continue  sur  ce  chemin. 
Or,  on  peut  démontrer  le  fait  fondamental  suivant  :  tonte  iooo- 
tion  y  de  z  définie  par  les  proeédée  dont  aoos  diepoeons  ae- 
tuellement  (voir  1017)  est  oontinae  dans  toute  région  du  plan 
X  sauf  peut-être  en  certains  points  isolés  (points  de  diaeon- 
tinuité).  Ce  qui  veut  dire  que,  si  elle  n'est  pas  continue  en  on  cer- 
tain point  Xi  y  la  fonction  est  du  moins  èontinue  en  tous  les  autres 
points  d'une  région  Jb  contenant  Xi,  quelque  pràs  de  Xi  que  Ton 
prenne  ces  points. 

Ainsi,  si,  faisant  décrire  à  la  variable  x  un  chemin  quelconque, 
et  suivant  y  ^ur  ce  chemin,  nous  nous  trouvons  tomber  sur  un 
point  a;  où  y  soit  discontinue,  nous  n'avons  qu'i  faire  dévier  un 
peu  {arbitrairement  peu)  notre  chemin  pour  passer  &  côté  du 
point  Xi,  L'existence  de  points  de  discontinuité  isolés  ne  peut  pas 
nous  gêner  dans  l'étude  générale  de  la  variation  de  la  fonction  y, 

1022.  Points  oritlquee.  —  J'ai  dit  tout  à  l'heure  que  pour 
suivre  une  fonction  le  long  d'un  cheniin  donné,  il  fallait  savoir 
décider  au  moyen  d'un  critère  non  ambigu  quelles  sont  les  déter- 
minations de  y  qui  appartiennent  à  la  même  branche,  et  j'ai  trouvé 
un  tel  critère  dans  la  notion  de  continuité*  U  pourra  arriver  cepen- 
dant que  ce  critère  soit  insuffisant.  Supposons  qu'une  fonction  y 
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ait  pour  les  valeurs  de  x  tris  voisines  d*iin  certain  point  x^  deux 
<lét6rminatIons  différentesymaistrèsYcisiaeSy —  que  chacune  de  ces 
déterminations  engendre  une  branche  de  fonction  continue  lorsque  x 
varie  au  vpîsignage  de  Xt,  —  et  que  les  deux  branches  prennent  exac- 
tement la  même  valeur  y,  pour  x  =  a?^.  Qu'arrivera-t-il  en  ce  cas 
si,  partant  d'un  point  Xo  voisin  deX|,  et  suivant  avec  conttnuitij 
Tune  des  deux  branches  de  la  fonction,  je  fais  «ifaSciire  &  a:  un  che- 
min qui  passe  par  le  point  o^iP  Quant  x  atteint  la  position  x^,  y 
prend  la  valeur  yi.  A  partir  de  ce  moment,  je  puis,  sans  déroger 
au  lok  de  la  cominuité,  attribuer  à  y  la  suite  des  valeurs  qui  cor- 
respondent soit  à  Tune  soit  à  l'autre  des  deux  branches  ;  autre- 
ment dit,  la  branche  de  fonction  que  je  suivais  a  deux  continua- 
tions possibles. 

Les  points  du  plan  x  où  cette  circonstance  se  présente  sont  ap- 
pelés points  critiquas  de  4a  fonction  y  (entendons  :  points  où  il  y 
a  ambig^uité,  cf.  n""  391).  On  dit  qu'en  ces  points  deux  détermina-^ 
tions  (deux  au  moins)  de  la  fonction  sont  confondues  et  que, 
lorsque  x  franchit  ces  points,  les  deux  déterminations  (ou  branches) 
peuvent  se  permuter  ou  ^'échanger  (la  premi&re  branche  ayant 
pour  continuation  la  branche  qui  était  primitivement  regardée 
Hx>mme  la  seconde  et  inversement).  Nous  allons  édaircir  ces  défi-  ^ 
nitioDs  en  donnant  un  exemple  de  poth^  critique  et  en  montrant 
^comment  se  réalise  en  fait  la  permutation  des  deux'  branches  de 
ioDction. 


1023.  Permutation  «iitour  d'tm  poiat  orltlque  :  «zemple. 

Cionsidérons  la  fonction  y  =s  }/x.  J'ai  observé  tout  à  l'heure  (note  ) 
que  les  drax  déteraiinations  de  ^x  eng^drent  deux  branches  de 
fonction  différentes,  et  que  l'on  ne  peut  passer  de  l'une  à  l'autre 
sans  Caire  un  saut  brusque.  11  en  est  ainsi,  du  moins,  au  voisi- 
nage d'une  valeur  quelconque  de  x,  sauf  pourtant  au  voisinage  de 
x  =  G.  En  effet,  pour  x  =  o,  les  deux  déterminations  de  y  sont 
égales  à  o  ;  elles  se  confondent.  Donc  le  point  o  est  un  point  cri- 
tique pour  la  fonction  y  =s=  ^/x. 

Pour  déterminer  avec  précision  ce  qu'il  advient  de  y  lorsque 
l'on  fait  décrire  à  x  des  chemins  quelconques  passant  au  voisinage 
du  point  critique,  considérons  d'abord  un  chemin' formé  du  con- 
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tour  d'un  petit  cercle  ayant  pour  rayon  r  et  pour  centre  Torigine 
(le  point  o). 

Appelant  o  et  5  V^  coordonnées  polaires  du  point  M  représen- 
tatif du  n(^mbre  .r  =  Ç  -i-  iri  [fig.  809),  nous  avons  (759)  : 

{  -f-  i  Ti  =  p  (cos  6  -h  i  sin  0)  =  0  e«^. 

En  particulier  si  M  décrit  dans  le  sens  positif  à  partir  de  la  po- 
sition Mo,  par  exemple  (qui   est  située  sur  Taxe  Ç),   le 
Jly^    contour   du  cercle  considéré,  p  reste  égal  au    nombre 
(s^\  fix^c  r^  tandis  que  l'angle  varie  avec  continuité  de  o  à 

Fig.  309.       D'ailleurs,  nous  avons  (752)  : 

y  ou  \Jx  =  i/p  e  a  ,  (en  désignant  par  y/p  la  racine  carrée  positive 
de  6)  ;  par  conséquent,  dans  les  conditions  indiquées,  la  quantité 
y  varie  avec  continuité  de  la  valeur  y/r  e*  (c'est-à-dire  y/r,  puisque 

__      ,    21;  _  .ai: 

e®  =  i)  à  la  valeur  y/r  e  ^-  T  ,  ou  —  y/r  (car  «  '•  T  =e*^=cos7: 
4-  £  sin  71  =  —  i). 

Conclusion.  —  Nous  sommes  partis  du  point  M©,  c'est-à-dire  du 
point  X  =  r,  avec  la  valeur  y/r  de  y  ;  nous  avons  décrit  un  che- 
min continu,  suivi  y  avec  continuité,  et  lorsque  nous  revenons  à 
notre  point  initial,  nous  obtenons  pour  y  uiïe  autre  valeur  que 
celle  dont  nous  étions  partis,  savoir  la  valeur  —  y/r  ;  donc  les 
deux  valeurs  -h  y/r  et  —  y/r,  que  y  peut  prendre  pour  a;  =  r,  se 
sont  permutées  {échangées)  lorsque  x  a  décrit  le  chemin  fermé  (*) 
considéré  :  on  dit  qu'elles  u  se  permutent  autour  de  l'origine  ». 

1024.  —  Nous  arrivons  à  la  même  conclusion,  si  nous  consi- 
dérons, au  lieu  d'un  cercle,  un  chemin  fermé  quel- 
conque enveloppant  Torigine.  .^-^-'>^» 

Supposons,  qu'à  partir  d'une  position  initiale  x^,  [    j^^^^*^ 
le  point  X  décrive  un  tel  chemin  dans  le  sens  positif  \,\,^ 
{Jîg,  3io)  :  le  rayon  vecteur  Ox  décrivant  un  tour       pj    3^^. 
complet  autour  de  l'origine,  l'argument  Q  du  point 
X  augmente  de  2;t  ;  le  module  au   contraire  reprend   sa  valeur 

(*)  On  appelle^d'une  manière  générale  chemin  fermé  tout  chemin  dont 
|e  point  d'arrivée  coïncide  avec  le  point  de  départ. 


zedby  Google 


PREMIERS   PRlIfCIPES    DE   LA    THÉORIE    DES    FONCTIONS  4oi 

initiale  (soîl  p^)  lorsque  x  revient  en  x^.  Si  donc  on  a,  au  dé- 
part : 

vakar  initiale  yo  de      j'  =  i/x^^  =  v^  '   *  > 
on  aura  au  retour  : 

.  Bq  -h  ait 

r  =  v^«'  ^  ouy=j'oe''^  =  — ro- 
si au  contraire  le  point  x  décrit  (à  partir  de  x©)  un  chemin 
fermé  qui  n'enveloppe  pas  l'origine,  la  fonction  y  =  i/x, suivie  avec 
continuité  le  long  de  ce  chemin,  reprend  au  retour 
en  X  sa  valeur  initiale.  Il  est  visible  en  effet  que  le 
rayon  vecteur  Ox  oscille  alors  entre  deux  positions 
extrêmes  OA  et  OB  et  que  l'argument  du  point  x, 
tantôt  croissant,  tantôt  décroissant,  a  la  même  valeur 

Fig,  Su. 

au  départ  de  Xq  et  au  retour  (sur  la  figure  3ii,  cet 

argument  croît  lorsque  x  va  de  x^  en  B,  puis  décroît  lorsque  x  va 

de  B  en  A  dans  le  sens  de  la  flèche,  puis  croit  de  nouveau). 

De  là  résulte  la  conséquence  suivante.  Soient  x^  et  x^  deux  points 
du  plan  X  que  nous  joignons  {Jig.  3 12)  par  divers 
chemins  tels  que  (C),  (Ci),  (Cg).  Suivons  la  fonc- 
tion y  =  y/a?  sur  ces  divers  chemins  de  x^  en  Xy  à 
partir  de  la  môme  valeur  initiale.  Si  nous  consi- 
dérons deux  chemins  tels  que  (C)  et  Gj  entre  les- 
quels  lorigine  ne  se  trouve  pas,  nous  arrivons  en 
Xi  avec  la  même  valeur  de  y.  Si,  au  contraire, 
nous  considérons  deux  chemins  tels  que  (C)  et  (Ca)  entre  les- 
quels se  trouve  lorigine,  nous  obtenons  en  x^  deux  valeurs  diffé- 
rentes de  y.  Si  nous  comparions  le  chemin  (C)  avec  un  chemin 
passant  par  l'origine,  il  y  aurait  doute. 

1025.  Autres  exemples.  Fonctions  x*^  et  log  x.  —  Il  est  fa- 
cile de  former  d'autres  exemples  de  points  critiques.  Considérons» 
en  particulier,  la  fonction  y  =  x"»,  où  m  est  un  nombre  positif 

quelconque  (celle  fonction  se  réduit  à  y/x  pour  m  =  -).  En  posant, 

comme  ci -dessus,  x  =  p  e*®,  nous  aurons  y  =  p^  e^^^.  Lors  donc 
que  l'argument  $  augmentera  de  27:,  le  facteur  e^"^^  de  y  se  chan- 
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géra  en  e*<®+*'>  ou  e^,  e*^"^.  Par  consjqaeiif;  sinfiHS'  finsoss  dë-^ 
crire  à  x  un  chemin  fermé  tel  que  celui  de  la  figure  3io,  y  passera 
d'une  valeur  initiale  y^  k  la  valeur  y^ .  «»*^  :  en  d'auJtrea  termes, 
la  détermination  y^  se  permutera  avec  la  détermination  (*)  y^ .  e»»*™ 
[qui  est  différente  si  m  n'est  pas  un  nombre  entier(.^j.  Par  omlrci, 
le  chemin  fermé  de  la  figure  3i  i  ne  pFmjute pas  deux  valeurs  dif- 
férentes de  y. 

La-  fènctiNm  as^  se^dlslingiie  deoer^  ent  ce  ^'en  géaéndik  Bondtre 
dm  déienninatioiis  de  xf*  qpi  se  fmnmO^ml  aatoiir  de  Korigtneeil 
supérieur  à  2. 

Décrivons  en  e&l  k  boura  complels  le  long,  de  la  couiiie.  de 
de  la  figure  3 10^  Aprèsun  tour,  L'argumeat  â  a  attgment&de 
271,  après  2  tows  de  4s»  ttt  aiasi  de  suite*  Donc^  asi  la  valeur 
initiale  dey  en  a^  est  y«»  a&  valeur  apcèa  ua  tour  sera  (a€Miis.L'aYOiu  vu 
tout  à  l'heure)  y^ .  e»"°"  ;  sa  valeur  après*  2  tours  serajo-  -  e^*^,  etc. 
IL  esl  facile*  de  voir  qu  ea  général  ce&  détermlAtti^ms, .  oa  au  moioa 
un  certain  nombre  d'entreelles^sooiiidifféeenfces.  Eae&t^pour  que  la 
valûary^ .  0*^^^  prise  par  y  apirèa/r  tours  soit  ^aleà.}fg^(par.exein^e) 
il  fierai  que.:  e^^'^  =^  i.,  ce  qiû  exige  (d*aprè&  les  propriétés  de 
Texponen^elle);  que.  km  soit  un  nambrâ.  entier.  Si  doac  m.  est  une 

fraction  irréductible  {32)  -,  cette  condition  sera  réalisée  pour  k=q, 

mais  jamais,  pour  q  plus  petite  Si  m  est  un  nombre  irrationnel»  le 
nombre  km  ne  pourra  jamais  être  entier  (quel  que  soit  k)  et,  qael 
que  soit  le  nombre  de  tours  décrits^  on  ne  retrouvera  jeûnai»  U  dé- 
termination initiale  y^  :  le  nombre  des  déterminations  qui  se  per- 
mutant autour  de  t origine  sera  infini. 

1026.  —  L'étude  de  la  fonction  y  =  log  x  conduit  à  des  con- 
clusions analogues.  Nous  savons  que,  si  nous  posons  x  =  p^îe, 
nous  avons  (n*"  761)  : 

loga;  =  legp -h  ÎB. 
Lors  donc  que  6  augmente  de  27r,  log  x  augmente  de  îiV.  Ainsi 

(>)  Lm  deux:  détorminatioos  se  ocmlondont  à  Torigine  x  «  o.  On  vé- 
rifie facilemeat  qufelles  y  sont  nulles. 

(•)  Si  m  eat  entier^  on  sait  que  l'on  a  e  ^'™"'  =  i . 
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te  chemin  fermé  de  la  figure  3  lo permaie  une  infinité  de  déterminor 
tkms  dijférenies  da  logarithme  népérien^  àiffèraxd  kâ  unesdei  auires 
par  des  muttipks  de  2in.  Noas  anons  reconnu  déjà  rexisteooe  ds 
cotte  multiplicité  de  déterminations  du  logarithme.  Nous  voyons 
maintenant  comment  Ton  peet  paner  de  Ymoe  à  l'autre  par  varia* 
tfon  continue  de  la  variable  x. 

1027.  Points  de  discontinuité  critiques.  — -  Nous  venons 
de  voir  que  Tétude  des  permutations  subies  par  les  fonctions 
^/^c,  X"  (pour  m  positif)  et  logop  se  fait  d'une  manière  semblable 
au  voisinage  du  point  x  =  o.  Cependant  en  ce  point  hti^mime 
ces  fonctions  se  comportent  diiféremm^it.  Tandis  que  les  deux 
premières  sont  nulles  a  Torigine,  la  troisième  y  est  discontinue 
et  devient  infime  :  nous  savons  en  effet  (145)  que  le  logarithme 
de  o  est  infini.  L'origine  est  donc  pour  la  fonction  log  x  un  point 
dfi  discontlnuilé  isolé.  Mais,  étant  donné  que  plusieurs  détermi- 
nations (toutes  infinies  pour  x  =  o)  se  permutent  autour  de  ce 
point,  nous  rappellerons  encore  du  nom  de   «  point  critique  ». 

Ainsi  une  fonction  y  àtot  peut  avoir  des  points  critiques  de  deux 
sortes  :  points  où  la  fonction  reste  continue»  points  où  elle  est  dis* 
continue. 

Noua  ferons  plus  loin  Tétude  des  divers  types  de  points  critî* 
ques  et  points  de  discontinuité  que  peut  présenter  une  fonction. 
Contentons- nous .  pour  l'instant  d'avoir  reconnu  Texistence 
possible  de  ces  points,  et  rappelons-nous  qu'il  convient  d'éviter 
de  les  traverser  lorsque  nous  faisons  varier  la  variable  x  sur 
des  chemins  continus, 

1028.  Point  à  Tlnlini.  —  L'analyse  et  les  définitions  qui  pré- 
cèdent sont  relatives  à  l'étude  d'une  fonction  y  =/(x)  aux  divers 
points  de  certaines  régions  du  plan  de  la  variable  x,  qui  peuvent 
être  arbitrairement  étendues,  mais  qui  sont  limitées,  et  qui  sont, 
par  conséquent,  tout  entières  à  distance  finie  de  l'origine.  Or,  si 
Ton  se  propose  d'étudier  complètement  une  fonction,  il  conviendra 
évidemment  de  recliercber  ce  qu'elle  devient  lorsque  la  variable 
devient  infinie,  c'est-à-dire  lorsque  le  point  x,  dans  son  plan, 
décrit  un  chemin  qui  s'éloigne  indéfiniment  de  l'origine  (par 
exemple,  une  droite  infinie).  Pour  élucider  cette  question,  il  £KUt 
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étudier  l'allure  de  la  fonction  aux  points  x  de  très  grand  mo- 
dule, soit  pour  |x|  >  R,  R  étant  très  grand,  c'est-à-dire  à  Yexté- 
rieur  d'un  cercle  C  du  plan  x  qui  a  pour  centre  l'origine  et  pour 
rayon  R  :  on  dira,  lorsque  Ton  fera  cette  étude,  que  l'on  consi- 
dère la  fonction  au  voisinage  de  l'iniini.  ' 

Or  il  est,  pour  étudier  une  fonction  au  voisinage  de  l'infini,  un 
procédé  très  simple  qui  est  le  suivant  : 

Posons  x  =  -.  Cela  revient  à  définir  x  comme  fonction  de  z.  La 

fonction  y  =/(a;)  peut  être  alors  regardée  comme  une  Jonction 
composée  de  z  par  F  intermédiaire  de  x  (cf.  394). 

D'ailleurs,  poser  x  =  z^*  revient  à  établir  une  correspondance 
univoque  et  réciproque  (cf.  1019)  entre  les  points  du  plan  de  la  va- 
riable X  et  ceux  du  plan  de  la  variable  z.  En  particulier,  au  point 
x=  I  correspond  le  point  z  =  i,  au  point  x=  2  correspond 

2=2--,àas  =  i-+-i,  correspond  z  =  ^  =  — - — ,  etc.  D'une 
manière  générale,  les  modules  p  et  p'  des  deux  points  x  et  z  corres- 
pondants sont  mu^r^e^l'un  de  l'autre  (au  sens  du  n**  34)  :  p  =  -7.  Il 

en  résulte  que,  si  p  tend  vers  o,  o'  augmente  indéfiniment  et  que, 
réciproquement,  lorsque  p  augmente  indéfiniment,  p'  tend  vers  o. 
Ainsi  lorsque  x  décrit  un  chemin  quelconque  qui  s'éloigne  indéfini- 
ment de  torigine,  le  point  5,  dans  son  plan^  décrit  un  chemin  qui 
aboutit  à  F  origine.  Cette  remarque  nous  conduit  k  adopter  la  con- 
vention de  langage  suivante  :  Etant  donné  qu'à  tout  point  z  (dis- 
tinct de  z  =  o)  correspond  un  point  x  et  réciproquement,  nous 
conviendrons  de  dire  qu'au  point  z  =  o  correspond  encore  un 
point  X  unique, qui  est  le  point  à  IMnfini,  x=qo  (voir  le  n*  41  pour 
cette  notation).  En  d'autres  termes,  nous  assimilons  à  un  point 
unique  l'ensemble  des  points  géométriques  qui  sont  situés  à  dis- 
tance infinie  dans  le  plan  de  la  variable  x  (ce  sont  les  points  du 
contour  du  cercle  C  de  rayon  R  ci-dessus  défini,  lorsque  le 
rayon  R  devient  infiniment  grand).  Celte  manière  de  voir  ne  peut 
nous  choquer,  car  nous  avons  déjà  été  amenés  à  en  adopter  une 
analogue  (différente  toutefois)  en  géométrie  algébrique  (*).  Nous 

(*)  Deuxième  Livre,  ch.  V,  §  5.  Nous  avions,  dans  ce  paragraphe,  ani- 
milé  l'ensemble  des  points  à  l'infini  d'un  plan  à  une  ligne  droite. 
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reconnaîtrons  d'ailleurs  qu'elle  est  justifiée  en  constatant  qu'elle 
permet  d'étudier  très  simplement  les  propriétés  des  fonctions  pour 
les  grandes  valeurs  de  la  variable  ('). 

Pour  caractériser  dans  toutes  les  circonstances  Tallure  de  la 
fonction  y  au  voisinage  du  point  infini  a;  =  oo  ,  il  nous  suffira  de  la 
caractériser  au  voisinage  de  z  =  o.  Si»  par  exemple,  la  fonction 
(composée)  y  de  z  est  univoque  au  voisinage  de  l'origine,  nous 
dirons  que  y  ==  J  (x)  est  univoque  au  voisinage  de  Tinfini.  Si  elle 
admet  Torigine  z  =  o  comme  point  critique,  nous  dirons  que  le 
point  a?  =  00  est  point  critique  dej{x), 

1029.  Dérivée  «n  un  point  donné  x^.  —  Les  considérations 
développées  dans  les  numéros  précédents  sont  longues  à  exposer^ 
mais  elles  donnent  aux  notions  fondamentales  de  la  théorie  des  fonc- 
tions (univocité,  continuité,  branches  et  multiplicité  de  détermi- 
nations, etc.)  une  précision,  une  clarté,  une  simplicité,  à  laquelle 
n'atteignait  pas  la  théorie  des  seules  fonctions  réelles.  En  intro- 
duisant les  iifiaginaires,  nous  avoâs  rendu  notre  construction  plus 
solide  et  plus  harmonieuse.  Poursuivons  donc  dans  la  méioe  voie 
et  cherchons  tout  d'abord  &  voir  ce  que  devient  dans  la  nouvelle 
théorie  la  notion  de  dérivée. 

La  définition  que  nous  avons  donnée  de  la  dérivée  d'une  fonction 
y=y(a;),pourune  valeur  aco  de  a?,  peut  être  présentée  comme  il  suit. 
Considérons  une  valeur  x  de  la  tariable  x  voisine  de  Xq  et  formons 

le  rapport*^       ^S  puis  faisons  tendre  la  valeur  05  versaj^; 

si  le  rapport  considéré  admet  une  limite —  et  toujours  la  même 


(')  Au  lieu  ^d'étudier  la  fonction  y  au  iH)iainagê  d'unev valeur  Xq  de  x, 
il  revient  au  même  de  l'étudier  au  tfoisinage  de  la  valeur  correspondante 
s^de  X.  L'étude  de  y  pour  les  grandes  valeurs  de  \x\  reviendra  sembla- 
blement  à  Tétude  de  y  au  voisinage  de  s  s=  o,  c'est-à-dire  dans  un 
cercle  e  de  petit  rayon  r  ayant  ton  centre  au  point  o.  Or,  les  points  » 
intérieurs  à  oe  petit  cercle  ont  pour  correspondants  dans  le  plan  x 
l'ensemble  des  points  x  qui  iont  extérieurs  à  un  cercle  G  ayant  pour 

eentre  o  et  pour  rayon  -  (longueur  très  grande)  :  la  définition  du  voisû 

naye  de  l'infini  que  nous  avons  donnée  ci-desius  est  donc  exactement 
conforme  à  celle  que  nous  obtenons  en  nous  basant  sur  la  correspon- 
dance des  points  o;  et  i. 
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qae  â;  tende  rers  ««  par  valeuxs  plus  petites  ou  par  valeurs  plus 
grandes  (cf.  407  et  569)  —  cette  limiie  est  la  dérivée  de  J{x). 

Lorsque  nous  cherchons  à  étendre  cette  définition  aux  variablies 
complexes,  nous  nous  heurtons  en  apparence  k  une  dilIicvUé. 
Nous'pouvons  en  effet  ioM^giiicr  que  le  point  x  >oisin  de  o^  tende 
ven  Xq  solvant  une  infinité  de  directions,  sur  nne  infinité  de  che- 
mins di£Krents  (par  exemple  sur  divers  rayons  redilignes).  N'est-it 

pas  &  présumer  alors  qu  e  le  tap  ]  c  i  '       ^  —  g       ^^  tendre  vws 

des  limites  différentes  suivant  que  x  parcourra  l'un  ou  Tautre  de 
ces  chemins  (d'où  résultera  que  la  fonction  aura 
plusieurs  dérivées)  ?  S'il  en  était  ainsi,  la  notion 
de  dérivée  perdrait  toute  $a  valeur  ;  car,  sî  efle  est 
utilisable  dans  la  théorie  des  fonctions  rédles,  c^est 
parce  que,  comme  nous  l'avons  vu,  îl  existe  des 
règles  simples  faisant  correspondre  \  une  fonction  d*un  type 
donné  une  seconde  fonction  {unique)  qui  est  la  dérivée  dé  la  pre- 
mière, -r-  Mais  ces  règles  subsistent  fort  heureusement  dans  la 
théorie  des  fonctions  imaginaires.  Nous  allons  démontrer  en 
^et  (*)  que.  quel  que  &oii  le  rayon  suivant  lequel  x  tend  vers  5Co»  l^ 

rapport' ^^^  ~  '  ^^  admet  toujours  la  même  limite.  On  pourrait 

établir  semblablement  qu'z7  en  est  ainsi  encore  qoMe  qwe  Mi  la 
forme  du  chemin  (*)  sur  laquelle  on  fait  tendre  k  point  x  vert  aco. 


(*)  Voir  d'ailleurs  Infrai^  io3i. 

(')  C«  ckABBÛi  p«ut  affecter  des  fermes  très  dîveiaes  et  peut^  en  peiti- 
culier,  n'avoir  aucune  direction  déterminée.  Imaginons,par 
e^cemple  (voir  fig,  ci-contre),    un  chemin  en  spirale   (décrit 
dans  le   sens  de    la   flèchej  dont    les   boucles    successives 
s'enrouUnt  indé&iiment  autour  du  point  z^  en  s'en  appro- 
chant de  plus  en  plus  (et  indéfiniment),  mais  ne  te  tra- 
versent jamais.  On  dit  qu'un  tel  chemin  converge  vers  Xf/^ 
et  il  est  clair  que  si  on  le  fait  décrire  au  point  x,  ce  point         ^     *" 
tend  yevê  o^  comme  il   est  requis  dans  la  défimtjon  de  la  dérivée,  sans 
suivre  toutelois  aucune  direction  déterminée. 

[Comme  exemple  d'un  chemin  en  spirale  satisfaisant,  par  rapport 
à  t'orif^ine,  anx  côoditiant  qae  mnis  Tenons  d'énoncer  an  peut  citar  la 
courbe  ayant  pour  équation  en  coordonnées  polaires  (599)  p  =»  6"'^^  où 
k  est  Tin  nombre  positif  (étant  posé  «==  p«'^,  c'est-à-dîro  g  »  p  eas  d, 
7)  =  psin  0,  voir  n<>  757)]. 
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Il  en  résulte  «^^ue  ia  dérivée  de  /  (se)  poar  x  =  x^ed,  définie  d'une 
manière  unique. 

1030.  —  Considérons  donc,  pour  fàrre  notre  démonSlration, 
flaTayQn'(vne  droite)  quelconque  abouiis&ant  en  x^^  Appelant 4o> 
y]q  les  coordonnées  du  point  jç^,,  nous  pouTons  écrire  (628)  Téipia- 
tion  de  cette  droite  (par  rapport  aux  axes  OÇ,  0>7)  sous  la  forme 

jt  àïasït  le  eoeffictent  -togulaire  du  Tayon*  Dire  «que  nous  .Daisons 
tendre  x  vers  Xq  sur  £ette  droite  revient  à  dire  que  nous  faisons 
lendre  la  Tariaisle  réeHe  ^  iwra  ë^  cft  ooDMlénoBs  97  icarome  me 
lûBclion  ie  §  définie  pai  laxdation  (2).  Dans  ces  conditions  ia 
JûnciiQn/(x);  ou  y,  yme  £n  Jbnclùm  de  la  coordonnée  ^  (ifui^est 
seule  variable  indépendante). 

Posons,  comme  plus  haut,*  y  =  u  -h  iv.  Les  fonctions  réelles 
u  et  V  seront  (pour  x  Tariant  ^ers  x^  sur  le  rayon  considéré)  des 
fonctions  composées  de  Ç  (4*3).  Elles  auront  pour   dérivées  (^), 
iipcmr  une  fciteiiT  quelconque  de  h  Tanalde  4»  ^  pnemièie,  : 

„^  du       bu       bu    dy\  du      bu  .     ^  on 

car,  d'après  la  relation  (^j,  -^  =  i  -,  la  seconde  : 

(4)  i'  =  ^  +  '-- 

^  '  d|       dÇ         diQ 

Soient,  d'autrepart,  u^^et  VqIcs  valews  deu  et  u po\K*xégalkx^. 
Pour  X  voisin  de  a?o,  mous  pourrons  poser  {cf.  407): 


f  )  Nous  appliquons  la  règle  donnée  par  la  formule  (3)  du  n^  443  en 
fnnaaeMtt  (  ^our  Tarràbie  *:t«  ^  -v  v<mt  '  f cmctionB  de  (  'à^a  Yoro  direetemenrt 

Al  dE  idr       dS 

«n  par  TiijtermëdîsÛTe  de  r^  :  dose  3^  =  "t^  "^  "'    ^'^"^  ~  ''  — 

On  lera  attention  de  ne  pas  confondre  dans  ce    gui  suit  les  dérivées 

hM      èv  ilu      dv 

fttxtiélles  -y  ,  -F-avec^les  déiÎTëcs  non-Tmttf èBes  -jti    'gE  t flui  ontiasm» 

que  nous  venons  d'indiquer. 
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Alors  nous  aurons,  le  long  du  rayon  que  nous  suivons  : 
y(g)— /(gp)       gp  -f-  Au  -4- 1  fa  +  Ad)  —  («0  -+-  Wq)  _  Au  +  îAu 

puisque,  par  hypothèse,  >?  —  vjo  =  ^  (Ç  —  S,)-  —  Divisant  par 
A§  les  deux  termes  du  dernier  rapport,  il  devient 


..s-i  /Au       .  Au\ 

<'^")  U  +  'Âi)- 


Au      Av 
Faisons  alors  tendre  |  vers  Ç©-  Les  deux  rapports  ^^  et  ^  tendent, 

par  définition,  vers  les  valeurs  des  dérivées  ^  ,  -^  (j'entends  :  vers 

les  valeurs  que  prennent  ces  dérivées  pour  Ç  =  Ço)  •  Remplaçant 
ces  dérivées  par  leurs  expressions  (3)  et  (4)  écrites  ci-dessus,  nous 
pourrons  écrire  : 

X  —  Xo  ^  ^       L  ô?  ày\  ^  ?d  dtj  /  J 

les  valeurs  des  dérivées  partielles  étant  supposées  calculées  pour  Us 
valeurs  Ço,  y}o  de  Ç  et  >7 

Mais  nous  savons  que  les  dérivées  partielles  dexi  etv  saiisJorU 
aux  relations  (i)  rappelées  au  n*  1017.  Tenant  compte  de  ces  re- 
lations, nous  vérifions  sans  peine  que  l'expression  entre  crochets 
dans  la  dernière  égalité  écrite  est  égale  (quelles  que  soient  les  va- 
leurs lo»  yjo)  i 

Cette  valeur-limite  est  indépendante  de  t.     Elle  est   donc 

la  même  quelle  que  soit  la  droite  aboutissant  en  Xo  sur  laquelle  oo 

fait  varier  x  [c'est-  à- dire  :  quelle  que  soit  la  direction  (définie  par 

le  coefficient  angulaire  /)  de  celte  droite].  Nous   obtenons  pour  le 

ffx) f(x) 

rapport*^  ^  x  — g        ^^®  limite  unique,  qui  sera  la  valeur  de  la 

dérivée  au  point  Xq. 
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Nous  désignerons  [comme  dans  le^cas  des  fonctions  réelles]  cette 
valeur  de  la  dérivée  par/  (xo).  Elle  est  fonction  de  x^.  D'une  ma- 
nière générale,  la  dérivée  def{x)  ou  y  en  an  point  quelconque  de 
a?  sera  une  fonction  de  x  que  nous  désignerons  par  les  symboles  or- 
dinaires f  (x),  ou  /,  ou  T^ . 

Ayant  défini  la  dérivée  d'une  fonction  de  variable  complexe, 
nous  pourrons  en  définir  la  différentielle  comme  nous  avons  fait 
pour  les  fonctions  réelles  au  no  918. 

1031.  Remarque.  —  Le  résultat  que  nous  venons  de  démontrer 
était  facile  à  prévoir,  en  ce  qui  concerne  du  moins  les  Jonctions  dé- 
finies au  moyen  des  opérations  de  talghbre  (voir  1017.) 

En  effet,  nous  savons  que  l'on  peut  effectuer  sur  ces  fonctions 
tous  les  calculs  de  l'algèbre  sans  se  préoccuper  de  savoir  si 
elles  sont  réelles  ou  imaginaires  {voir%  4).  Si  donc,  on  con- 
sidère l'une   d'elles  /(a?),    et    si    l'on   pose    x  =  Xq   -^  Aoc, 

on  pourra  toujours   effectuer   sur  le  rapport  *^^^  "^  a     ^ 

tous  les  calculs  que  nous  avons  effectués  au  chapitre  II  de  notre 
Deuxième  Livre,  et  l'on  sera  conduit  aux  mêmes  résultats  que  x  et 
J{x)  soient  ou  non  réels.  Donc  la  dérivée  ne  peut  être  qu'unique  et 
Ton  pourrait  partir  de  là  —  en  retournant  la  démonstration  qui 
précède  —  pour  établir  que  toutes  les  fonctions  définies  au  moyen 
des  opérations  de  l'algèbre  satisfont  nécessairement  aux  conditions 
exprimées  par  les  relations  (i)  du  n""  1017. 

1032.  Foliotions  holomorphes.  —Soit  y  ouJ{x)  une  fonction 
ou  branche  de  fonction  de  x  univoque  (*)  et  continue  en  un  point 
x^  et  ayant  en  ce  point  une  dérivée  univoque  et  continue.  Nous 
dirons  que  cette  fonction  est  holomorphe  au  point  x^.  Nous  dirons, 
d'autre  part,  qu'une  fonction  est  holomorphe  à  ^intérieur  dune 
région  (voir  1018)  si  elle  est  holomorphe  en  tous  les  points  de 
cette  région. 

1033.  Points  singuliers.  —  Tout  point  où  une  fonction  n'est 
pas  holomorphe  sera  dit  point  singulier  ou  singularité  de  cette 

(1)  Nous  nouB  exprimons  ainsi  pour  abréger  :  nous  voulons  dire  unî- 
Toque  au  voisinage  du  point  «q  et  continue  en  ce  point. 
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fûoctioa.  Tels  soDt,  par  exemple,  les  potats  cditiques  et  poinls  de 
discoBtinuité  que  nous  avonfi  reDcontrés  aux  a**  idS3  et  suivanÊfi. 

1034.  Etude  des  fonctions  complexes.  —  Ayant  précisé, 
comme  nons  venons  de  le  faire,  les  définitions  fondamentales  rela- 
tives aux  fondions  de  variables  complexes,  nouB  n*aiiTon«  porrft  fl^ 
,pdiii6.4  appliquer  à  ces  iboctions  toutes  les  théories  «et  méthodes 
ide  cakul  que  nous  avons  dévelo^i^pées  au  chapitre  U  de  sertre 
Deuxième  Livre. 

Nous  pourrons  étudier  les  fonctions  de  plusieurs  variables  dans 
ides <fef»miMv déterminés  [nnefisnctiou  z  de  (c^ljserapar^xenaple 
«âbidiée  pour  x  intérienr  k  une  certaine  région  Jl>  et  j  niftériewr  & 
une  certaine  région  ^],  «t  en  dtf  nîr  *I':nntvocilé,  la  centmuitt,  les 
dérivées  partielles. 

lions  pourrons  définir  tes /o/i€//o/i«prîm£7ivf 5,  —  'foncions  qn^ 
mit  pour  dérivées  des  fondions  données,  —  les  éfuntiefn  éiffé- 
rentielles  et  leurs  solutions,  les  équations  aax  dérwëes  parlielles.  Et 
ainsi  de  suite. 

Mais  la  théorie  de  ces  diverscalculs  nous  amène —  on  Ta  vu  (') 
—  Il  Slargîr  notre  définition  première  de  la  fonction.  Tl  importe 
donc  èe  Toir  comment  pourra  se  faire  cet  élargissement  dans  le 
cas,  ICI  considéré,  où  la  fonction  e^t  imaginaire. 


JL  — WkfÊÊCii&Bê  iMPufj  tfiftfcs. 


1035.  -^  Ouhlions  momentanément  Isi  noticmde  fonciioa  algé- 
brique dont  nous  sommes  partis  au  début  du  dernier  paragraphe 
et  tenons-nous  en  aux  termes  des  définitions  générales  que  bous 
avons  successivement  données  et  commentées. 

Partant  {^)  a  priori,  d'une  r^ion  A  du  plan  de  la  variable  x  dé- 
finie comme  il  a  été  dit  au  n""  1017,  considérons  deux  quantités 

(<)  Voir  en  particulier  leg  n<»"  452,  665,  570. 

f*)  Les  bases  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques  ont  été  posées  par 
'Caucht  dans  ves  Exercices  êTanOlffSB,  4  "v^-  Paris,  1^47.  Xic  pieuuei  ejiputé 
complet  en  fut  fait  par  Briot  et  Bouquet  dans  un  mémoire  intitulé  : 
Etude  des  Jonctions  d'une  waiahle  imaginaire  {Journal  àe  i'Eceêe  i^ltf 
technique,  i856). 
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réeUes  u-étv  qnt  soient  fontiions  (ati  b^is  le  plus  général  du  mot) 
d»  «ooordonnées  ^  «t  77  d'yn  poHift  T^mble  dans  bi  région  Jb.  J*ea- 
tends  par  i\  qu^ea  Teiio  d*anie  oertaine  laî  d»  corresponditnce,  à 
imA  poiat  x  iatéiieur  à  Jb  corraspoad  dans  un  autre  plan  {phai  7) 
flA-poiiut  déteriKHiié  («m  au  moins)  de  ooordonnées  a  el  v«  Noas 
ffféciaMM  la  aaiure  de  «eeUe  correspoulaoce  en  iniroduisanl  les 
notions  de  •chenia  décrit  par  la  varâble,  de  branche  de  fonction, 
devdkurffàuti'dlM,  iipiiont  éléfomalées  aax«~  101 8 et  suivants. 
Nom  suppoBcais  de  plus  4fue  Jes  f€»)cliona  réelles  s  -et  v  sont  fonc- 
tians  amtinxtet  dans  ia  région  Jb,  et  y  ont  des  dérivées  partielles  da 
premier  xtrdre  :  pour  faire  ces  diverses  faypo>thèses.,  il  n'est  nulle- 
■tient  nécessaire  de  .oonnattiie  une  défoittion  aigébrique  des  fonc- 
ticM»  a  et  u  an  sens  du  n°  439  :  &a  s'en  rendca^  facilement  compte 
«  Ton  veut  Jnen  examiner  la  dé&nitkxi  de  la  continuité  donnée  au 
n®  441  et  celle  des  dérivées  partielles  données  au  n*  442.  — Sap- 
IpoaouB  <n  dérnâer  lieu  que  let  dérivées  fariiellcs  de  u^Xv  satis- 
fassenl  ea  i&us  les  poinis  de  la  région  Jb  mux  deux  égalités. 

Si  toutes  ces  conditions  sont  satisfaites,  nous  dirons  que  le 
nombre  tHngrnairo  >?  r=  a  -4-  iV  est  une  fonction  tinatytique  du 
aembre  imaginaire  jî  =  Ç  -+-  w?  à  Vintërieitr  de  fa  réffion  S).  Nous 
^footis  cela  iiiea  que  nom  ne  sachions  aucunement  s*il  nous  sera 
possible  ds'a  calcoler  ^  une  teile  fonction  y  :  nous  ne  savons 
méu^  pas  8*31  nous  sera  possible  d'en  calculer  une  valeur  -appro- 
'dhée  (ari  Moyen  des  opérailiofis  de  i  algèl»re  effectuées  sur  x,  y  et 
des  qnastilées  constantes) . 

fi  Vagit  de  ycm  sî,  de  la  définition  générate  des  fonctions  analy- 
tiepes  de^nëe  oouHite  il  wient  d'êtredit,  nous  pouvons  tiirer  qptelque 
chose  ;  il  s'agit  de  voir,  en  particulier,  si  les  fonctions  ainsi  défi- 
nies d'une  manière  purement  abstraite  sont  néanmoins  susceptibles 
fttre  étudiées  par  les  procédés  de  Falgèbre.  Nous  allons  constater 
qu'il  en  est  bien  ainsi,  et  que,  par  la  simple  analyse  des  notions 
fondamentales  énumérées  ci-dessus,  nous  pouvons  rejoindre  la 
théorie  algébrique  des  séries  que  nous  avions  obtenue  par  cons- 
truction à  la  fin  du  chapitre  Y  de  noire  Deuxième  Livre. 
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1036.  Fonction  holomorphe.  Intégrale  sur  on  chemin.  — 

En  premier  lieu,   il  est   possible  de  démontrer  qu'une  fonction 

univoque  et  analytique  à  l'intérieur  d'une^régîon  Jl  (au  sens  du 

n*"  1035)  a,  dans  cette  région,  une  dérivée  (au  sens  du  n""  1029)  q^^ 

est  une  fonction  continue  (*)  de  x.  Nous'dirons  donc  (conformément 

à  la  définition  du  n*  1032)  qu'une  fonction  univoque  et  analytique 

à  l'intérieur  d'une  région  Jb  est  holomorphe  dans  cette  région. 

Gela  posé,  considérons  à  l'intérieur  de  A>  la  fonction  holomorphe 

y  ou  f{x)  sur  un  chemin  déterminé  allant  de  a  à  6 

/d    ifi9'  3i5)  et  cherchons  à  définir  l'intégrale  définie  de 

J  (^)  '^  ^^^9  ^^  ^^  chemin  sans  faire  intervenir  la  notion 

de  dérivation  et  d'opération  inverse  de  la  dérivation. 

Nous  le  pouvons  facilement  si  nous  nous  reportons  & 

»g.  3i5.     j^    définition   des  intégrales 'curvilignes    donnée  au 

S  ^  du  chapitre  II. 

Prenons  sur  le  chemin  a,  b  ((|ue  je  désignerai  par  G)  des  points 
de  division  Xi...  a;„.p  et  sur  chacun  des  arcs  oXj,  Xi  a?,,..  Xf^ih, 
choisissons  arbitrairement  un  point  a?',,  a/»,..,  oî'».  Puis  formons  la 
somnle 

(a)     [x,  -  a).fix\)  -h  (X,  -  x,).J  {x\)  +  ..  -f-  (6  -  x^^,)f{x\). 

Il  est  facile  d'établir  que  lorsque  les  points  de  division  deviennent 
infiniment  nombreux  et  infiniment  rapprochés,  cette  somme  tend 
vers  une  limite,  qui  est  indépendante  du  choix  des  points  de  divi- 
sion et  des  points  a?',,..  a;'„.  Soient  en  efiet  (Sq,  >?o),  (lij.>?i)»- 
{?n,  y?n)  les  coordonnées  des  points a,aî,,..,  6et  (Ç'i,  >î'i),..  (?'n,>7'fi) 
celles  des  points  a;'j,..a:'n.  Remplaçant  /  (a/,)  par  son  expression 
"  (?'i»  *î'i)  "^  '^  (?'i»  ^'*)  ®^  ^1  —  ^  P^r  son  expression  (Ç^  —  l^)  *** 
2(>7i  '  Y;o),opérantde  même  pour  les  termes  suivants  delà  somme(3), 
et  séparant  dans  cette  somme  les  parties  réelles  des  parties  imagi- 
naires, nous  obtiendrons  : 

[(«1  -  W"  (5V  V.)  -  (tlt  -  r,o)  V  U'„  Vi)  -f-  ...(5„  -  ««-0  «(^V*^'-) 

(0  Ce  théorème^  que  nous  nous  bornons  à  énoncer^  a  été  démontré 
d'une  manière  complète  par  M.  Goursat,  professeur  à  la  Sorbonne  (voir 
par  ex.,  le  Traité  d'analyse  de  M.  Goursat,  2®  édit«,  t.  II). 
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+  (Tln  — TQn-i)«(Ç'n,Vn)J. 

Lorsque  les  points  de  division  deviennent  infiniment  nombreux, 
les  sommes  entre  crocbets  tendent  respectivement  (d'après  le  n^938) 
vers  des  limites  qui  sont  les  intégrales  curvilignes  (') 

f  u{lr^)<K  -.v(î,Ti)  (/ri,    fv{i  ,  7^)^54-11  (?,  ti)dY). 

Je  Je 

Donc  la  somme  (a)  tend  vers  une.  limite,  que  nous  appellerons 
«  intégrale  de  la  fonction  f{x)  prise  le  long  du  chemin  C  «  et 

désignerons  par  le  symbole    I  f{x)  dx.  Nous  aurons  (*) 

(3)    Ç f[x)dx=   ru(U)rfî-y(?«^)rf^  +  «   rv(?,Ti)rfa  +  u(?,ti)cfv. 

1037.  Renversement  et  déoompoBition  de  l'intégrale.  — 
Il  résulte  de  cette  définition  et  du$  6,  du  chapitre  II  que  la  valeur 
algébrique  de  l'intégrale  dépend  du  sens  suivant  lequel  la  variable  x 
est  supposée  parcourir  le  chemin  (Tiniégration.  Si  Ton  renverse  ce 
sens,  —  c'est-à-dire  si-  l'on  fait  décrire  à  a;  le  chemin  ba  au  lieu 
du  chemin  ab  —  les  intégrales  curvilignes  (940),  donc  l'intégrale 
de  /  {x) ,  changent  de  signe . 

Si,  d'autre  part,  un  chemin  G' se  compose  de  deux  chemins  Ci 
et  C|  placés  bout  h  bout,  on  a  évidemment 

JJ(x)dx:=,   I    f{x)dx-h   I    f{x)dx. 
G  «/C|  «/Cj 

1038.   Limite   supérieure   du    module  de  l'intégrale.   — 

Nous  allons  démontrer  un  important  théorème  qui  assigne  au 
module  de  l'intégrale  prise  le  long  du  chemin  C  une  limite  supé- 
rieure, —  c'est-à-dire  fait  connaître  un  nombre  auquel  ce  module 
est  sûrement  inférieur. 

(^)  Les  coordonnées  d'un  point  variable  sur  l'arc  C  étant  ici  {,  r^  au 
lieu  d'être  x,  y  comme  au  n<>  938. 

(')  n  importe  de  noter  tout  de  suite  que  les  deux  iiitérales  du  second 
membre  sont  des  intégrales  de  diffirentiellea  totales  (926) ,  car  les  rela- 
tions (i)  auxquelles  satisfont  u  et  v  expriment  précisément  que  ud^  —  vd/] 
et  vd^  +  udr^  sont  différentielles  totales  exactes. 
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Sort  /  la  longueur  du  chiemiQ^  ek  M  i»&  linûie  supéfieare  d« 
module  de /(a?)  sur  le  chemin,  c'est-à-dire  un  nombre  supérieur 
h  la  plus  grande  valeur  prise  par  \f{x)\  sur  le  chemin  C. 

Noos  reportant  a»  a*  i099,  appefotKr  /,,  ft,  ..,/„,  les  modrrfeïdes 
dîflRrences  x^  —  éi ,  x, — Xj . .  5 — x„_  ^  r  diaprés  la  théorie  des  nombres 
imaginaires  (n*  760)  ces  modulés  «mf  égaux  ««ne  cFtstances  dtes 
points  a  et  X,,  £c,  et  a?,,..,  a;„_|  et  6,  c*est*à-dire  aux  longueurs  des 
segments  rectîHgnes  Joignant  ces  points  deux  i  dMX. 

D'ailleurs,d*après  le  théorème  du  u<»756,le module  de  I&somme(3) 
du  n'  1036  est  inférieur  ou  égal  à  la  somme  des  modules  : 

1^1  -  «|.|/(^0|  -f-  ...  -f-  |t  -  ^n-,M/(x'n|; 

donc  d'après  la  définition  de  /,,..,  k  et  de  M,  ce  module  est 
moindre  que  M  (4  +  /,-+-..+  4)- 

Faisons  maintenant  croître  indéfiniment  le  nombre  des  points 
de  division  :  l'inégalilé  subsiste,  cependant  que  la  ligne  polygonale 
obtenue  enjoignant  deux  à  deux  les  points  a,  xi^..  b  tend  vers  la 
figure  de  la  courbe  C,  et  que  la  somme  /c  h-  ^  -h  . .  -+-  /n  (longueur 
totale  de  cette  ligne  polygonale)  admet  pour  limite  la  longueur  /du 
chemin  C.  Nous  déduisons  de  là  que  le  module  de  fa  limite  de  la 

somme  (q),  c'est-i-dire  le  modale  de  Tinlégrate  j  f{x}iseai  m- 
férieur  au  produit  ML 

1039.  Intégrale  indéfinie  ;  sa  dérivée.  Intégrale  dèfmîe.  — 

Imaginons  que,  laissant  fixe  Torigine  a  du  chemin  G,  nous  modi- 
fiions ce  chemin  (sans  le  faire  sortir  de  ht  région  X  oh  f  (x)  est 
holomorphe)  et  fassions  varier  son  extrémité  6  que  nous  appellerons 

cUsormaîs  x,  La  valeur  de  l'intégrale  |  f{x)  dx  est  alors»  d  après 

la  remarque  du  n"  04^,  une  fonction  continue  des  coordonnées 
de  ar,doncuneyb/ichon  continue  de  x.  Appelons  cette  fonction  F  (a^. 
La  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  de/[x)  sont  dcArnés  par 
régalité  (3)  et  Ton  constate  aisément  que  leurs  dérivées  partielles 
satisfont  aux  conditions  (i).  Dans  F(x)  estfomethn  anafyfi^Be. 

.  Je  dis  —  étendant  ainsi  aux  variables  imaginaires  le  théorème 
fondamental  démontré  par  les  analystes  da  x\(u*8iide  (n^  56S)  — 
que  la  fonction  F  {x)  a  pour  dérivée /(a;).    En  effet,  repoptont- 
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nous  à  Texpression  (3)  de  f  /  (aj)  dac  Nousavons  vu  aaa*»  Q4i  que 

1«9  int^rales  de  iSff&realieHesr  iotiifa»  1  ooi^ —  tx^  efr 

Je 

I    vcT^  -\-udri  sont  dos  fondions  de  §  et  >3  ayant  pour  différentielles 

iloTupiù  §6t  1/i  mbmesak les  atfnfniwMmiTftfi  d^  ciaQ)^lca  eiqpeaskuia 
.ud^  —  véq  et  vd|  -4>  tf  dri,.  L'aficroiftaemftnt^  ou.  différeniidlk^  dft 
F  (^)  [lorsque  x  subii  raccroîsflain^kt  dat  =  d^  >{•  iéfi]  eat  door  : 
(odî  —  vdïj)  Ht  i  (udÇ  -f-Méfa})-;  il  est  ^^  à  (ui  -H  iv)  (rf|-+-âft7)v 
^loiic  à/(x)  62x.  Donc  F  (a?)  a  pouc  àèsàrieif{œ). 

La  fondsba  F  (âs)  sera.  ài\&foncUork  primitive  def{x). 

D*ane  manière  géaérale^  on  appeUera^/axc^ion  primitive  éaf  (x) 

toute  intégrale    1  /  {x)  dx  prise  sur  un  chemin  C  quelconque 

Je  • 

aboutissant  au  point  x.  Si  l'on  ne  précise  pa»  quel  estcecfaemia 

on  peut  dire  (r   inl%fale  indéfinie  »  au  liflu  de  «  fonction  prinii- 

tâTQn. —  Les  différantes  fonctions  primitives  àe/{x)  di£fèreni,  cenuDe 

'  -dans  la  théorie  des  fonctions  léellea»  par  ua  noimbre  conatanfe  {^)^ 

Si  maintenant  les  extrémités  a  et  b  d'an  chemin  G  et  le  chornuB 

lui-même  sont  détermin&,  l'intégrale  i  f{x)  dx  sera  dite  inté- 
grale définie  étendue  à  la  courBe  C.  Cette  intégrale  est  manffes- 
tement  égale  à  la  différence  Ses  valeurs  prises  en  a  et  en  h  par  une 
Jonction  primitive  (arbitraire)  F  {x)  de/  [x)  supposée  suivie  avec 
continuité  sur  k  chemin  C.  (')^  En  ^Efet,  considéroos  L'inté- 
grale   1    /{x]  dx  étendue  Sun  ace  ax  prfs  sur  le  chemin  G  (a;  étant 

«ntre  a  et  h).  Nous  avons  |    f{x)  dx=fonct.  prim.  de/  (x)  = 

F  (x)  -h  K,  K  étant  une  consianle.  D'ailleurs,  pour  a?  =  a,  le 
chemin  d'intégration  se  réduit  à  un  point,  donc  l'intégrale  est 
nulle,  et  l'on  a  F  (a)  -{-K  =  o;   pour  x  ==  b,  l'intégrale  de- 

vFent   I  J  (x)  dx  et  prend  la  valeur  F(6)  -h  K,  donc  F  (6)  —  F  (a). 

py   La  différence  de  deax  fbnctiont  primitîver,    ayant   une  d'érivée 
imtle>  est  nombre  constant. 
{*)  Dit  chemin  d'intégrckHom 
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4l6  ANALTSE    DE    LA   NOTION    DE    FONCTION 

Cette  différence  sera  souvent  appelée  a  variation  de  la  fonc- 
tion F  {x)  le  long  du  chemin  G  ». 

1040.  Univocité  de  l'intégrale.  —  L'intégrale    /    /  (x)  dx^ 

étant  égale  à  F  (6)  —  F  {a),  dépend  seulement  des  extrémités  du 
chemin  G  et  non  de  la  forme  de  ce  chemin.  Nous  le  pouvions  pré- 
voir (941)  puisque  les  deux  intégrales  curvilignes  de  l'égalité  (3) 
sont  des  intégrales  de  différentielles  totales  (supra,  p.  4i3,  note  2). 
Mais  il  ne  suit  pas  delà  que  l'intégrale  prise  sur  deux  chemins 
différents  allant  du  même  point  a  au  même  point  b  ait  forcément  la 
même  valeur  ;  car,  si  la  fonction  F  (x)  n'est  pas  univoque,  on  peut 
obtenir  des  valeurs  différentes  de  F  (6)  suivant  le  chemin  que  l'on 
parcourt  (comparer  042).  Pour  que  l'intégrale  ait  la  même  valeur 
quel  que  soit  le  chemin  G  intérieur  à  la  région  A>  que  l'on  suit  de 
a  ei^,,  il  faut  (et  il  suffît)  que  F  (x)  soit  une  fonction  univoque  de 
X  pour  X  variable  dans  la  région  A>, 

Gette  condition  se  trouvera  réalisée  si,  comme  il  a  été  supposé 
plus  haut,  la  fonction  f{x)  est  holomorphe  dans  Jl).  Il  résulte 
en  effet  immédiatement  de  la  démonstration  du  n*  1036  que  l'in^ 
tégrale  F  (x)  d'une  fonction /(a?)  holomorphe  (*)  dans  -^  est  néces^ 
sairement  univoque  en  tous  les  points  de  cette  région. 

Remarque.  —  De  ce  que  la  fonction  F  (œ)  est  univoque  et  analy- 
[ue,   nous  conclurons  que  cette  fonction  est  holomorphe  dans 


la  région  Ai 

1041.  Intégrale  prise  sur  un  contour  fermé  à  rintérieur 
duquel  f(x)  est  holomorphe.  —  Nous  tirerons 
des  remarques  qui  précèdent  la  conséquence  sui- 
vante : 

Soit    G  un   contour  fermé  situé   dans  A>,  sur 
lequel  et  à  l'intérieur  duquel  la  fonction /(a;)  est 


Fig.  3 16. 


holomorphe.    Gonsidérons    l'intégrale    \  f{x)  dx 

Je 

prise  le  long  de  ce  contour,  à  partir  d'un  point 

arbitraire  a  dans  un  sens  arbitraire  (par  exemple,  dans  le  sens  de 

(')  Si  /  [x)  est  holomorphe,  chacun  des  tenues  de  la  somme  (n)  du  n^  1036 
•— et  par  conséquent  cette  somme  elle-même— a  une  détermination 
unique  :  donc  la  somme  (2)  a  une  limite  unique. 
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la  ûhche  Jig.  3 1 6,  sens  positif).  Je  dis  que  (*)  Tlntégrale   I  /{x)  dx 

a  pour  valeur  o. 

En  effet,  d'après  le  n''  1030,  cette  intégrale  est  égale  à  la  varia- 
tion de  F  (a)  [fonction  primitive  de  J{x)]  le  long  de  C,  de  a  en 
a.  Or,  F  {x)  est  univoque  dans  G  (1040)  et  n'a  par  conséquent 
qu'une  seule  valeur  F  (a)  pour  x  =  a.  Sa  variation  le  long  de  C,  à 
partir  de  a,  est  égale  à  F  (a)  —  F  (a),  donc  à  o. 

1042  Fonction  univoque  et  holomorphe  dans  une  couronne. 
—  Considérons  deux  contours  fermés  C,  et  C  dont 
l'un  est  intérieur  à  l'autre  et  appelons  Jb  (Jig.  817) 
ia  région  comprise  en  entre  C  et  Ci,  c'est-à-dire  la 
couronne  limitée  par  ces  deux  contours.  Je  dirai 
qu'une  fonction  ou  branche  de  fonction  définie  à 
l'intérieur  de  cette  couronne  par  des  conditions  „.  , 
initiales  Xq,  yo  (1018)  y  est  univogae  si  elle  n'ac- 
quiert jamais  qu'une  détermination  en  un  même  point,  quelque 
chemin  que  l'on  fasse  décrire  k  x  k  partir  de  x^  sans  jamais 
sortir  de  la  couronne  :  la  fonction,  de  plus,  sera  dite  holomorphe 
dans  la  couronne  si  elle  est  holomorphe  en  tous  les  points  de  la 
couronne  (*). 

Je  dis  que^t  la  fonction  J  (x)  est  ainsi  univoque  et  holomorphe 
dans  la  couronne,  on  a  légalité  : 


(4) 


Jj(w)dx  =  Jj(x)dx. 


(>)  Ce  théorèmo  fondamental  a  été  énoncé  pour  la  première  fois  par 
Caucby,  Mémoire  sur  les  iniigrales  définies  prises  entre  des  Umites  tma- 
ginaires,  Paris,  182$. 

C)  Une  fonction  qui  est  holomorphe  en  tous  les  points  d'une  région 
limitée  par  un  contour  C  est,  par  définition,  nécessairement  univoque 
dans  cette  région  (voir  1036)  ;  il  n'en  est  pas  de  même  pour  une  cou- 
ronne limitée  par  deux  contour  G  et  Ci  ;  la  fonction  peut,  en  effet,  être 
homolorphe  en  tous  les  points  de  la  couronne,  mais  avoir  \m  point  cri- 
tique dans  Cl,  en  sorte  qu'elle  change  de  détermination  si  Ton  fait  décrire 
à  :b  un  chemin  fermé  qui  contourne  Ci,  tel  que  le  chemin  figuré  en 
pointillé  sur  la  figure  3 17.  Il  est  donc  nécessaire  de  spécifier  dans  ce  qui 
suit  que  la  fonction  /  [x]  est  supposée  à  la  fois  univoque  et  holomorphe 
dans  la  couronne. 

Bouraouz.  —  Los  Priaoîpes  de  TAnalyte  mathémalîqve.  II  97 
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les  deux  intégrales  étant  supposées' prises  dans  le  même  sens  (par 
exemple  le  sens  de  la  Qèche  sur  la  figure  817,  sens  positif). 

^ .  Prenons,  en  effet,  sur  C  (fig,  3i8),  deux  points 

très  voisins  a  et  aS  et  joignons~les  à  deux  points 
bel  6'  très  voisins  sur  G^  Puis  considérons  la  ré- 
gion qui  est  limitée  par  les  courbes  C,  et  6  d'une 
part,  par  les  lignes  oâ'  et  66'  d'autre  part.  Celte 
région  se  trouve  bornée  par  un  contour  unique  que 
Fig.  3i8.  jg  puig  supposer  décrit  dans  le  sens  indiqué  par  les 
flèches  à  partir  de  a  : 

de  a  en  a'  sur  C  ;  de  a'  en  b'  ;  de  V  en  h  sur  C,  ;  de  h  en  a. 

Appelons  F  ce  contour  et  aU,  ciy^  6'C,6,  6a  ses  diflTérentes 
portions,  La  fonction /(x)  étant  holomorpfae  à  Tintérieurp   nous 

avons    I  y  (x)  dx  =  G  ;  en  d'autres  termes  : 

(5)    r     f{x)dx^    \     f{x)dx^   f     f{x)dx^   f  f{x)dx=o.. 

JaCa'  Ja'b'  t/6'C|6  J  ba 

Gela  posé,  faisons  tendre  le  point  d  vers  a  et  toute  la  ligne 
a'6'  vers  la  ligne  ab.  Le  chemin  aGa'  admet  pour  limite  le  contour 
fermé  G,  décrit  dans  le  sens  positif  ;  le  chemin  6'Ci6  admet  pour 
limite  le  contour  fermé  G,  décrit  à  partir  de  6  dans  le  sens  négatif; 
le  chemin  a'6'  tend  vers  le  chemin  06,  donc  : 

lim  f     f{x)  dx  =    f  /{x)dx  =  -    f    /{x)  dx. 

Ja'b'  Jab  Jba 

Je  conclus  do  là  qu'à  la  limite,  l'égalité  (5),  dans  laquelle  deux 
termes  se  détruisent^  me  donne  : 


j  f{x)dx^    f  f{x)dx  =  o. 


Mais  dans  les  deux  intégrales  les  contours  G  et  Ci  sont  décrits 
en  sens  inverses.  Si  je  renverse  le  sens  de  la  seconde  intégrale,  elle 
change  de  signe,  et  j'ai  l'égalité  (4). 

Remarque,  —  Il  résulte  de  cette  démonstration  que  l'égalité  (i] 
a  lieu  quels  que  soient  les  points  a  et  6  choisis  sur  G  et  Gf,  J'en 
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conclns  que  Tune  ou  Tafutre  des  deux   inlégraies,  par  «xenaple 
/(x)  <jlx,  a  la  même  valeur  quel  que  soit  le  point  a  à  partir  du- 


i 


/c 

quel  on  décrit  le  contour  fermé  C  (pourvu  qu'on  le  décrive  tou- 
jours dans  le  même  sens). 

1043.  Fonction  nnivoqne  et  holomorphe  dans  un  contonr 
multiple  quelconque.  —  Les  propositions  que  nous  venons  d'éta- 
blir s'étendent  racilemenl  à  une  région  qui  est  limitée,  non  pas  par 
deux,  mais  par  un  nombre  quelconque  de  contours  fermés  (con- 
tour multiple). 

Soîl,  à  l'intérieur  d'un  premier  contour  G,  plusieurs  contours 
fermés»  par  exemple  trois,  Ci,  Cj,  Cj,  et  soit/(x)  une  fonction 
univoque  et  holomorphe  dans  la  région  qui  est  intérieure  4  C  et 
extérieure  à  G^,  G,,  et  Gs  :  j'entends  par  là  que  la  fonction  ne  peut 
acquérir  qu*une  détermination  lorsque  la  variable  déciitdes  che- 
mins quelconques  dans  la  région  considérée^  «t  que,  d'autre  part, 
elle  est  holomorphe  en  tous  les  points  de  celte  région.  Dans  ces 
conditions  Ion  a  [égalité  : 

f  J(x)  dx=   f  /(x)  dx  +    f  f{x)  dx  4-    r  /(x)  dx, 
Je  JC^  JC^  JCs 

les  quatre  intégrales  étant  supposéis  prises  dans  le  même  sens  (par 
exemple  dans  le  sens  positif). 

On  démontrera  ce  théorème  en  formant  (au  moyen  de  couloirs 
qui  réunissent  le  contour  G  à  G,,  C2  et  C^)  une  ré-  ,,^^ 

gîon  limitée  par  un  contour  unique  {fig,  819)  et  en     /<'''''*"""\\ 
raisonnant  ensuite  comme  au  n*  1042. 


1044.  Théorème  de  Gauchy.  —  Pour  énoncer 
et  démontrer  le  théorème  fondamental  qui  estconnu 
sous  le  nom  de  «  théorème  de  Gàuchy  »  (*),  nous 
allons  .modifier  un  peu  les  notations  que  nous  avons  employées 
jusqu'ici. 


Fig    Sig. 


(*)  Ce  théorème  a  été  énÔDcé  pour  la  première  fois  par  Caucby  dans 
un  mémoire  Jithograplûé,  publié  à  Tarin  'en  i832.  Canchy  Ta  repris  au 
tome  II  de  ses  Exercices  d'analyse  (voir  supra,  p.  4 10»  ^^^^  2). 
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Envisageant,  comme  d'habitude,  un  plan  rapporté  à  deux  axes 
de  coordonnées,  0|,  0>j,  nous  appellerons  x  un  point  de  ci  plan  que 
nous  choisirons  arbitrairement,  mais  que  provisoirement  nous  ne 
ferons  pas  varier.  Nous  appellerons,  au  contraire,  z  un  point  va- 
riable dans  le  plan  (nombre  imaginaire  variable,  argumenl  d*une 
certaine  fonction).  Toutes  les  formules  que  nous  avons  obtenues 
dans  les  n*'^ précédents  en  désignant  par  x  un  point  variable  sur 
certains  chemins  ou  dans  certaines  régions  devront  donc  désormais 
être  écrites  avec  la  lettre  z  à  la  place  de  la  lettre  x. 

Considérons  alors,  dans  notre  plan  {fig.  Sao),  un  contour  fermé 
C,  et  Bo\i/{z)  une  fonction  de  z  holomorphe  pour  les  valeurs  dez 
intérieures  à  C.  Soit,  d'autre  part,  a?  un  point  quelconque  intérieur 
à  G.  Je  dis  —  c'est  en  cela  que  consiste  le  théorème  de  Cauchy  — 
que  Von  a  légalité  : 


(«) 


/w=i^i^^. 


rintégrale  (où  x  est  traitée  comme  une  constante)  étant  étendue  au 
contour  C  décrit  dans  le  sens  positif. 

Entourons  en  effet  le  point  x  d'un  petit  cercle  y  de  centre  x  et 

de  rayon  z.  La  fonction  de  2:,   '^__     »  étant  univoque  et  holomorphe 

dans  la  couronne  située  entre  y  et  C,  on  a,  d'après  le  n^  1042  : 

Posons  alors  f{z)  =/(x)  -1-9(2)  ;  <f{z)  est  une  fonction  de  z 
dont  le  module  sera  très  petit  à  l'intérieur  de  7  si  le 
rayon  de  ce  cercle  est  très-petit.;  car,  puisque  la  fonc- 
tion J[z)  est  continue,  la  différence /(a;)  — /(x)  est 
forcément  très  petite  pour  les  valeurs  de  de  z  très  voi- 
sines de  X  ;  plus  précisément,  quelque  petit  que  soit 
«7^  le  nombre  posilif  £,  nous  pouvons  toujours  prendre 

le  rayon  r  de  7  assez  petit  pour  que  l'on  ait  \!f[z)\ 

<  6  à  l'intérieur  et  sur  le  contour  de  y.  D'ailleurs  nous  aurons, 

puisque /(x)  est  une  constante  : 


(8) 
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La  première  de  ces  deux  intégrales  est  facile  à  calculer  :  elle  est 
2in  :  en  effet  log  [z  —  x)  est  fonction  primitive  de 
(z  —  x)"^  ;  donc  (1039)  l'intégrale  est  égale  à  la  variation  de 
log  {z  —  x)  le  long  du  contour  y  :  or,  sur  ce  contour,  le  module  de 
z  —  X  reste  constant  et  égal  à  r  ;  posant  alor»  z  —  x  =  re^«  (en 
désignant  par  6  l'argument  de  z  —  x),  et  raisonnant  comme  au 
n®  1026,  on  voit  que  log  re^  augmente  de  a  m  lorsque  le  rayonnez 
décrit  un  tour  autour  du  centre  x  dans  le  sens  positif. 

Je  dis,  d'autre  part,  que  le  module  de  l'intégrale   |    -îAfL  dz 

est  inférieur  à  2it€.  En  effet  en  tout  point  du  contour  7,  on  a 
\z  —  x]  =  r;  donc,  si  le  rayon  r  est  choisi  assez  petit  comme 
il  a  été  dit  plus  haut,  on  aura,  en  tout  point  du  contour  y  : 

I  y(g)  I  ^  » . 

la  longueur  du  contour  est  27rr  ;  donc,*  d'après  le  théorème  du 
n^  1038,  le  module  de  l'intégrale  est  moindre  que.2;r£. 

Appliquant  ces  remarques,  je  déduis  des  égalités  (7)  et  (8)  que  : 

^>     -  dz  =  aiir  .  f(x)  -f-  nombre  de  module  inférieur  à  aire. 

Mais  €  peut  être  pris  arbitrairement  petit  si  Ton  prend  r  assez 
petit.  Or  l'intégrale  du  premier  membre  a  une  valeur  bien  déter- 
minée qui  ne  peut  pas  dépendre  du  cercle  y  ;  donc  sa  valeur  —  la 
même  quelque  petit  que  soit  choisi  r  —  ne  peut  être  que  2m  -/{x). 
Le  théorème  de  Cauchy  se  trouve  ainsi  démontré. 


X 


1046.  Généralisation  du  théorème  de  Gauphy.  — ^  On  éten- 
dra facilement  le  théorème  de  Cauchy  au  cas 
d'une  fonction  considérée  à  l'intérieur  d'un  contour 
multiple  (1042  et  1043).  —  Soit  par  exemple /(z) 
univoque  et  holomorphe  dans  la  couronne  limitée 
par  C  et  Ci  {fig,  821),  et  soit  x  un  point  de  celte  cou- 
ronne. Entourant  x  d'un  petit  cercle  7,  j'ai,  d'après 
le  n*  1043  : 


Fig.  331. 
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Je  démontre  oomme  câ-deasos  que  la  dernière  intégrale  est 
^aleà  2mf{x)ei  j'obtiens  alors 

les  deux  intégrales  étant  prises  dans  le  aena  positif. 

1046.  Dérivées  sucoesaive  de  la  fonction  au  point  x.- — Re- 
venons au  cas  simple  où/(z)  est  considérée  (est  holomorphe)  à 
rintérîeur  d'un  contour  unique  G,  et  cherchons  k  calculer  la  dé- 
riva def{z)  pour  z  =^x.  Donnant  à  a:  un  accroisseaient  A,  et 

raisonnant  sur  Pintégrale   1  lj£Ldz  [regardée  conime  fonction  de 

x)  ainsi  que  nous  Tavons  fait  au  n^  933  sur  l'intégrale  définie 
réelle,  on  peut  démontrer  que  la  dérivée  de  cette  intégrale  (')  par 

rapporta  x  est  J^  — —  iz.  donc  I   U  2-  x)^^^' 

Nous  reportant  alors  à  l'égalité  fondamentale  (6)  nous  en  dé- 
duisons (*) 


(^]  Ceci  revient  à  dire  que  la  c  règle  de  dérivation  sous  le  signe  J  ■ 
du  n^  936  s'applique  aux  intégrales  imaginaires  comme  aux  intégrales 
réelles. 

(*)  Voici  ime  application  de  œtte  formule  que  nous  utiUseroos  plus 
loin.  Imaginons  une  fonction  /  [x)  assujettie  à  tlrt  holomorphe  et  à  rester 
inférieure  en  module  à  un  nombre  donné  M  pour  toute  i^aleur  de  as  :  je 
dis  qu'une  telle  fonction  se  réduit  nécessairement  à  une  constante. 

Considérons  en  effet  ^(«)  en  un  point  x  arbitraire  et  appelons  T  an 
cercle  de  centre  x  et  de  rayon  R.  Quelque  grand  que  soit  le  cercle 
(c'est-à-dire  R),  /  (x)  par  hypothèse  y  est  holomorphe,  et  Ton  a  donc  : 


^("=^.X(7^'^- 


Or,  pour  z  quelconque  sur  le  oontour  du  cercle  T,  on  aura  ]»  —  ^  =  R 
et,  par  hypothèse  |/(«)|<M.  Donc  |/^_JL,  <  ]^  ;  lalongueur  du  contour 
est  27tR  :  donc  (1038)  le  module  de  l'intégrale  prise  le  long  de  F  est 
moindre  que  g^  2icR  ou  — jr-  ,  et  Ton  a  par  suite  |/'  {x)\  <^  .  —  Mais 
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Faisant  sur  cette  nouvelle  Rallié  on  calcul  semblable  à  celui 
(juî  précède,  on  obtient 


/•(•)=,-siîr^^^ 


d'où  Von  déduit  une  ejt pression  de  /*  {x),  et  ainsi  de  suile.  On 
aura  pour  une  valeur  quelconque  de  n,  la  formule  suivante  de  la 
dérivée  d  ordre  n  - 

Celle  formule,  remarquons-le,  ne  nous  donne  pas  seulement  une 
expression  de  la  dérivée  «*•"•;  elle  en  établit  Fexîstence,  car,  l'inté- 
grale du  second  membre  étant  une  fonction  de  x  bien  définie,  et 
d'ailleurs  (on  le  démontre  aisément)  holomorphe,  il  s'ensuit  que  la 
fonction/ (z)  a  des  dérivées  de  tous  ordres^  qui  sont  fonctions  holo* 
morphes  pour  z  =  x  [noua  avons  vu  plus  haut  qu'elle  a  aussi  une 
intégrale  indéfinie  holomorphe], 

1047.  Série  de  Tayior.  —  Nous  allons  déduire  des  formules 
qui  précèdent  un  résultat  de  grande  importance.  Uae  fonction 
f{x),  holomorphe  an  voisinage  d'un  point  Xo,est  développable 
an  voisinage  de  ce  point  en  série  de  Tayior  procédant  sui- 
vant les  puissances  de  x  —  x^  [je  veux  dire  que  f{x)  est  égale 
à  la  somme  de  cette  série  »  convergente  pour  x  voisin  de  Xq].  Ce 
théorème  fournit  un  mode  de  représentation  "algébrique  des  fonc- 
tions holomorphes  dont  nous  n'avions  donné  jusqu'ici  qu'une  dé- 
finition abstraite  (cf.  1035).  Il  montre  qu'il  y  a  identité  entre  la 
notion  de  fonction  déduite  de  la  théorie  des  séries  ^^ 
et  la  notion  générale  de  fonction  holomorphe  d'où  /^x^"*  j^ 
nous  sommes  partis  au  début  du  présent  paragraphe.     \^^y 

Considérons  —  pour  faire  la  démonstration  —  une      ^.     . 
fonction  j  (z)  holomorphe  pour  z  intérieur  à  un  con- 
tour C,  appelons  x^  un  point  quelconque  Intérieur  à  ce  contour,  et 
X  un  point  voisin  de  x^, 

cette  inégalité  a  lieu,  pour  la  valeur  considérée  de^r,  quelque  grand  que 
floit  R.  J'en  conclus  que  /'  [x]^  ayant  un  module  moindre  qu'un  nombre 
arbitrairement  petit,  est  nécessairement  nul.  Il  en  est  de  même  quel  que 
soit  x;  donc  la  fonction  /  (a;),  ayant  une  dérivée  nulle  quel  que  8<}it  x^  se 
réduit  à  un  nombre  constant,  /  (x)  =  c. 
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La  valeur  de /(a?)  nous  est  donnée  par  le  théorème  de  Gauchy 
[égalité  (6)].  Transformons-Ia  en  remarquant  que 


(9)  z  ^x       z  —  a?o  —  (x  —  Xo)       2:  --  Xo  j  _  x  —  x^ 

Cette  dernière  fraclion  peut  être  considérée  comme  la  somme 
de  la  progression  géométrique 


1  +  — 


3  +  (îzrî_oy^.. 


qui  est  absolument  convergente  (*)  si  le  module  r ^1  est  moindre 

que  i  :  mettant  en  évidence  les  n  premiers  termes  de  cette  pro- 
gression, nous  pouvons  écrire  (*)  ; 


X 


a?  —  a^o        '    'z  —  Xq       "*        \z—xj  ^  X  —a?/ 

z    ^  Xq  2  —  x^ 

un  calcul  facile  nous  donne  alors,  d'après  (9)  : 

i I  X  —  x^ 

^  —  »o  —  (^  —  ^0)  ""  ^  —  ^ù  "^  (2  —  a;~)2  ■*"  *"  "^" 

fa?— q-o)»-*        (a;  —  yp)» ^ 

Portant  cette  valeur  de  jz~i  ^^^^  l'égalité  (6),  j'obtiens  (en  re- 
marquant que  X  —  x^  est  une  constante  par  rapport  à  z)  : 

(g  ~  xqY  r      j{z)dz 

aiTC-      J<^  [z  —  x)  [z  —  x^Y  * 


(«)  Voir  n«  111,  122 
(')   Quel  que  soit  a  on 

d'où  — ^-  =  I  +  a  +  ..  +  a"-»  + 


*)   Quel  que  Boit  a  on  a  (21,  139)    !  +  «  +  ..  +  «"-*  =  \  ^\  * 
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En  vertu  des  formules  du  n**'  1040,  ceci  peut  s'écrire  : 

(io)/(«)  =/(x,)  -+-  (X  -  x.)  /(x.)   -f-  (±1=^  f{x,)    +  ...  + 

oùieposeR.  =  j:^/(:)0^;::^;-^. 

On  retrouve  dans  l'égalîté  (lo)  les  /i  premiers  termes  de  la  série 
de  Taylor  (voir  873).  Si  je  démontre  que  |Rnjest  arbitrairement 
périt  lorsqu'on  prend  n  arbitrairepient  grand,  il  résultera  de  là  que 
la  série 

(u)      /(x,)  +  (X  -  X,) /(x,)  H-  ...  -+-  (^-,^'')j(")  (X,)  4-  ... 

est  une  série  convergente  qui  a  pour  somme  f(x). 

Or,  supposons  x  assez  rapproché  de  x^  pour  que,  lorsque  z  décrit 


a;- 


le  contour  C,  .  _^|'  soit  moindre  qu'un  nombre  a  moindre  que  i  : 

cela  veut  dire  (')  que  le  point  x  est  plus  rapproché  de  x^  qu'un 
point  quelconque  z  du  contour  C.  Dans  ces  conditions,  nous  aurons 

! (  ■  3  ^]  <a«.  Appelons  d'autre  part  M  la  plus  grande  valeur 

prise  par  |/(*)(  sur  le  contour  C,  puis  d  la  distance  du  point  x  au 
point  du  contour  G  dont  il  est  le  plus  rapproché,  et  p  la  longueur 
du  contour  C.  Nous  aurons,  en  tous  les  points  du  contour  C  : 


J{z)  {x^x.Y   I       Ma». 


donc,  d'après  le  théorème  du  n°  1038  : 

Le&  nombres  M,  p,  d  ne  changent  pas  lorsque  Ton  donne  à  n  des 
valeurs  variables;  d'autre  part  (puisque  a  <  i),  oC^  tend  versa 
lorsque  n  devient  arbitrairement  grand  ;  donc  R»  tends  vers  o. 

C)  Puigqtie  \x  —  Xq\  est  la  distance  de  x  k  x ,  et  Is  —  j^qJ  la  distance 
de  s  à  Xq. 
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La  proposition  que  nous  avicoB  annonoéese  trouve  ainsi  établie. 

On  en  démontrera  facilement  la  réciproque  en  prouvant  que 
toute  série  de  puissances  a^  4-  a,  (a  —  a?o)  -hOà  {x  —  «J*  H-  .-., 
convergente  au  voisinage  de  x  =  œot  ^  pour  somme  une  Jonction  de 
X  holomorphe  (*)  pour  x  =  «o, 

1048.  —  La  série  de  Taylor(i)  est  convergente,  diaprés  ce  qui 
précède,  tant  que  x  est  plus  rapprochéde  Xo  que  le  point  Xi  du  con- 
Qur  G  qui  est  le  plus  voisin  de  Xo  ;  elle  est  convergente»  eu  d'autres 
termes,  pour  x  intérieur  au  cercle  (*)  de  centre  x»  gui  passe  par  x,. 
—  Mais,  si  x^  n  est  pas  un  point  singulier  d«  la  fonction  (')  /(x) 
ou  /(z)*  il  est  possible  d'agrandir  au  voisinage  de  ce  point  la 
région  définie  par  le  contour  G  et  d'éloigner  celui  ci  de  x^  (car  le 
contour  G  n*est  assujetti  qu'i  une  condition:  la  fonction  f{z)  doit 
être  holomorphe  à  son  intérieur).  D*où  cette  conclusion. que  la  sé- 
rie (lo)  est  convergente  dans  un  cercle  de  centre  (^)  Xq  que  ton  peut 
prendre  aussi  grand  que  ton  veut  pourvu  qa^il  ne  s'y  trouve  aucun 
point  singulier  de  la  foncliim. / ix)  ('). 


{*)  C'est  grâce  à  oette  ctrcoBatance  qvbo  le  peÎBt  de  vue  adopité  par 

Weierstrass  et  Méray  (W(20  infra,  p.  439,  note  1)  est  équiva>eDt  à  celui 
que  BOUS  avons  adopté. 

(')  Comparer  n®  876. 

(^)  Je  puis  dire  à  volonté  /  (x)  ou  /  (z)  en  appelant  x  ou  z  le  point  roui* 
giaaire  variable  «rgumerU  de  la  iencUon  (voir  1044}. 

(*)  Bien  entendu,  plus  îe''prendrai  x  loin  de  x^,  plus  la  série  CQiLvergera 
lentement,  (c'cst-À-dire  :  plus  il  y  faudra  prendre  de  lermes  pour  avoir 
une  valeur  approchée  de  /  (x)  avec  une  approximation  fixée  à  l'avance). 

(^)  Nous  ne  ^ous  sommes  occupés  dans  ce  paragraphe  que  des  fondions 
d'une  seule  variable.  In  'iquons  en  quelques  mots  comment  on  étendra  aux 
fonctions  de  plusieurs  variablea  les  définitions  fond  mentales  que  nous 
avons  données.  —  Soit,  par  exemple,  /  (a?,  y)  une  fonction  de  a;  et  |^ 
continue  au.  voisinage  de  x  i^  x^^y  =  y^.  Supposons  satisfaites  les  con- 
ditions suivantes  :  lorsque  l'on  donne  ky  une  valeur  fixe  voisine  de  y^, 
la  fonction  /est  une  fonction  dc^o;  holomorphe  au  voisinage  de  x^; 
lorsque  Tûb  donne  à  x  une  valeur  fixe  voi&Lne  de  x^,  la  fonetion  /  est 
une  fonction  de  y  holomorphe  au  voisinage  de  y^  :  dans  ces  conditions, 
nous  dirons  que  /  est  une  fonction  de  x  et  y  holomorphe  au  ifoisinage  de 
X  ^  Xq  et  y  c=  y^.  Cette  définition  donnée,  on  établira  (eomme  on  1*^ 
fait  dans  le  cas  des  fonctions  d'une  variablel  que  la  fonction  f  (x,  y), 
supposée  holomorphe,  est  dévehppahle  en  série  de  Taylor  par  rapport  aux 
puissances  de  {x  —  x^)  et  (y  —  y(^\  [sous  la  forme  donnée  au  n^  8781* 
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4.  —  Singularités  des  fonctions  analytiques. 

1049.  — Noos  avons  démontré  au  paragraphe  précédent  quelques 
ihéorèonbes  fondamentaux  concernant  les  fonctions  holomorpbes 
d'une  variable.  Il  nous  faut  maintenant  examiner  les  circonstances 
qui  peuvent  se  présenter  aux  points  où  une  fonction  analytique, 
supposée  suivie  avec  continuité,  cesse  d'être  holomorphe. 

Plus  précisément,  imaginons  que  nous  fassions  suivre  à  a:  un 
chemin  aboutissant  en  un  point  x^  et  que  nous  considérions  une 
branche  de  fonclion-y  qui  est  holomorphe  le  long  de  ce  chemin, 
mais  cesse  de  l'être  à  Textrémité  Xq  :  lorsqu'il  en  est  ainsi, 
on  dit  que  le  point  Xq  est  un  point  singutier  de  la  Jonction  (*)  y 
(cf.  1027). 

Nous  nous  proposons  de  classer  les  divers  types  de  points  sin- 
guliers que  Ton  peut  ainsi  rencontrer  et  d'indiquer,  pour  les  plus 
simples  d^entre  eux,  comment  les  fonctions  auxquelles  ils  appar- 
tiennent se  comportent  en  leur  voisinage. 

1060.  Pôle  d'ordre  m,  —  On  dit  que  le  point  Xo  est  un  pôle 
delà  fonction  y  r=f[x)  si  cette  fonction  peut  être  mise  sous  la 
forme. 


(I)  /  (X)  : 


y(^) 


{X  -.  x,r 


m  étant  un  exposcmt  entier,  et  f  [x)  une  fonction  de  x  holomorphe 
au  point  Xq. 

Etant  holomorphe,  la  fonction  y  peut  être  développée  en  série  de 
Taylor  : 

f  (x)  =  0^  +  ûi  (x  —  Xo)  -f-  Ca  {x  —  x^y  +  ...     , 

et  l'on  a  donc  : 

(*)  Nous  djsoDB  ici  et  dans  la  suite,  fonction  tout  court,  en  sous- 
entendant  que  la  fonction  est  supposée  analytique  aux  points  voisins  du 
point  singulier. 
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^{x)  étant  une  fonction  holomorphe,  développée  elle-même  en 
série  de  Taylor. 

Le  pôle  Xq  de  la  fonction  /(x),  mise  sous  la  forme  (i),  est  dît 
(Tordre  m,  si  toutefois  le  coefficient  a©  est  non-nul.  Si  a©  était  nul, 
on  pourrait  diviser  f  {x)  et  (x  — x^)"^  par  une  même  puissance  de 

(x  —  aJo)  et  mettre  f{x)  sous  la  forme  /g.  .L  x  )p  *  ^^  ^^^  ^^*°^ 
holomorphe  et  p  inférieur  à  m.  On  exclura  cette  éventualité  en  sup- 
posant que  Ton  a  simplifié  autant  que  possible  la  fraction  qui 
figure  au  second  membre  de  Tégalité  (i)  Il  résulte'de  la  définition 
du  pôle  qu'en  un  tel  point  la  fonclion  /(x)  est  infinie,  tandis  que 

la  fonction  inr^  est  holomorphe. 

1051.  Théorème  des  résidus.  —  On    appelle   résidu   d'une 

fonction/  (x)  en  un  pôle  Xq  le  coefficient  de  — - — ,  c'est-à-dire 

le  nombre  a^_^f  dans  le  développement  (a)  de  la 
/C^r\     fonction.  Le  rôle  joué  par  ce  nombre  apparait  dans 
/  V^.  J^   la  théorie  de  l'intégration. 

K^^^^.  Considérons,  en  effet,  un  contour  C  entourant  le 

Fi    3a3       point  x^  et  tel  •que   la  fonction /(x)  n'admette  à 

l'intérieur    de   C  et   sur  le  contour    aucun   ïiulre 

point  singulier  que  le  point  x^  ;  puis  considérons  l'intégrale  (') 

I  /(x)  dx.  J'ai  évidemment,  d'après  (2)  : 

/  A«)  <^=«o/ j^:^„  + ...  4-a„_.  j;  ^  H- J  MX)  d.. 

La  dernière  intégrale  est  nulle  d'après  le  n®  1041,  car  la  fonc- 
tion i|;  (x)  est  nécessairement  holomorphe  dans  tout  C. 

D'autre    part,    si^  l'entier  p  est    diflérent  de    i,  la  fonclion 

(x  —  Xj,)"^  admet  pour  fonction  primitive  ^-  __  '  "*' ,  fonction 

univoque  dont  la  variatiori  le  long  d'un  contour  fermé  est  nulle 

rj,=  o.  Seule  l'intégrale 

(1)  Je  prends  ici  x  comme  variable  le  long  du  chemin  d'intégration. 


zedby  Google 


SINGULARITÉS    DES   FONGTIO:fS   ANALYTIQUES  /f^Q 

-— est  non-nulle  ;  elle  est  égale  {voir  1044)  à  2in.  On  en 


l 

conclut  que    I  J{x)  dx  =  aiTT.  a^_,. 


1052.  — Le  théorème  ainsi  démontré  peut  être  généralisé  comme 
il  suit. 

Considérons  une  fonction  /(a?)  qui  n'admet  à  Tintérieur  d'un 
contour  G  d'autres  points  singuliers  que  certains  pôles  x^,  ...,  Xp, 
Entourons  ces  divers  pôles  de  petits  cercles  Cj,  ...  Cp  intérieur  à  G 
(comme  surla^î^f.  Sig).  La  fonction /(a:)  étant  holomorphe  dans 
la  région  extérieure  à  ces  petits  cercles  et  intérieure  &  G,  nous 
avons  (1043)  : 

\  J{x)  dx  =    r  /ix)  dx-Y-    Ç  f{x)  cfx  -f-  ...  -h    f  f{x)  dx. 

Appelant  alors  r,,  ...  r^  les  résidus  de  la  fonction  en  ses  divers 
pôles  a;,,  ...,  0?;,,  et  calculant  chacune  des  intégrales  ci -dessus 
comme  il  a  élé  dit  plus  haut,  nous  obtenons  (')  : 


i 


f{x)  dx  =  aîir  [r^  -f-  r,  -h .-  -H*  p) 


Le  théorème  ainsi  démontré,  dit  «  théorème  des  résidus  »  donne 
lieu  à  de  très  nombreuses  applications  pratiques  dont  nous  ne  pou- 
vons nous  occuper  dans  cet  ouvrage. 

1052  Point  singulier  essentiel  d'une  foncUon  univoque.  — 

Supposons  que  le  point  x^  soit  un  point  singulier  isolé  (voir  1021) 
de  la  fonction /(x)  sans  en  être  un  pôle,  mais  que  cependant  la 
fonction  soit  univoque  (*)  au  voisinage  du  point  Tq.  Le  point  a?o 
pour  lequel  ces  circonstances  se  présentent  est  dit  point  singulier 
essentiel  def(x). 

Traçons  un  cercle  y  de  centre  x^  et  de  très  petit  rayon.  On  dé- 
montre queja  fonction  peut  être  représentée,  aux  points  x  du  con- 

(')  L'éDoncé  du  théorème  n'affirme  pas,  bien  entendu,  que  ces  ré- 
sidu^ existent  :  certains  d'entre  eux,  ou  tous,  pourraient  ê;re  nuU. 

(*)  C'est-à-dire  :  n'acquiert  qu'une  valeur  en  chaque  point  lorsque  x 
se  meut  d'une  façon  quelconque  au  voisinage  de  x^^  (cf  1042;. 
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tour  du  petit  cercle  7  et  à  l'extérieur  de  ce  cercle,  par  une  double 
série  de  la  forme  : 

Ix  —  Xo         (x  —  x^f  (x  —  Xo)**  J 

procédant,  la  première  suivant  les  puissances  entières  négatives,  la 
seconde  (qui  est  une  série  de  Taylor)  Suivant  les  puissances  posi- 
tives de  x  —  Xq.  Les  deux  séries  se  trouvent  être  convergentes  pour 
X  situé  dans  une  couronne  limitée  à  un  certain  cercle  C,  concen- 
trique à  7  et  plus  grand. 

On  é.crira  d'ordinaire  la  double  série,  comme  il  suit  : 

(3)    /(-)  =  ••• +  (ï^  +  ---^ï^. +  "•  +  «.(— ''.>-^- 

-h  ..  ■+-a^(x  —  Xq)»*  +  ... 

Celte  série  sera  nécessairement  indéfiniment  proiongeable  vers 
la  gauche,   car  si  elle  s'arrêtait  à  un   certain  terme  —  tel  que 

y =^^  —  lé  poi**t  Xo  serait,  d  après  la  définition  du  n*  1050, 

(X  Xq) 

un  pôle  de  la  fonction,  ce  que  nous  avons  supposé  ne  pas  être  (*). 

(*)  Voici  en  quelques  mots  comment  on  démontre  09  théorème.  Chan- 
geons pour  un  moment  le  nom  de  la  variable  (cf.  1044)  et  appelons-la 2, 
Puis,  dans  la  couronne  considérée,  prenons  un  point  s  ==  ^  et  entourons- 
le  d'un  petit  cercle  y'-  Dans  l'aire  intirUwre  à  C  et  extérieure  aux  cercles 

Y  et  y\  la  fonction    ■-—    -  est  holomorphe  et  le  théorème  du  n^  1043 

nous   donne    C  J^—  àz  =    Ç  i-iîL  dx  +    /'  /^  ds.  La   dernière 

intégrale  a  pour  valeur  iiiz  f  [x)  [cf.  1044]  ;  la  première  fcelW  du  premier 
membre)  se  traite  comme  il  a  été  dit  au  n0'1047  et  se  développe  en 

série  de  Taylor  :  Oq  +  a,  •>  —  x^)  -f  ..  la  seconde,    /   sera  traitée  d'une 

manière  semblable  [en  posant  -'-^  =  TzL^fi et    dévt-lop- 

^      '^  s— a;       :c  — jf^— (a— aJo) 

pant  — '- -1— .  sous  la  forme  ^^ — U     *       *o    +  ...,,  [rom 

[X-  «0)  — (2—0:0)  «  —  «0       («  —  «•)* 

parer  1044]  :  elle  donne  un  développement  en  série  de  nuissance  di^ 
{X  —  «J-*, 
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1053.  Indétermination  delà  fonction /(a;).  —  Il  semble  au 
premier  abord  que  la  fonction /(a;)  représentée  par  la  série  (3)  de- 
vienne infinie  pour  x  =  o^q.  Mais  les  choses  ne  se  passent  pas,  en 
réalité,  d'une  manière  aussi  simple.  On  démontre  en  effst  que  la 
fonction  y  (x)  est  complètement  indéterminée  pour  x  =  x^  ;  je  veux 
dire  que  si  Ton  fait  varier  x  sur  des  chemins  différents  aboutissant 
en  »«,  f{x)  tendra^  suivant  les  chemins,  vers  des  limites  absolu-- 
ment  quelconques  ou  n'aura  point  de  Hmtto  du  tout. 

Un  exemple  va  nous  faire  comprendre  comment  cela  est  pos- 
sible : 

Soit z=  Ç-irik  une  variable  imaginaire  figurée  par  un  point 
rapporté  Ji  deux  axes  OÇ,  OX/^fig,  ^2^).  Consi- 
dérons la  fonction  y  =:  e^  pour  les  grandes 
valeurs  de  |  z  |.  Noos  savons  d^à  que  si  z  aug- 
mente indéfiniment  par  valeurs  réelles  posi-  — 
tiVes,  y  augmente  indéfiniment,  tandis  que  si  z 
décroît  vers  l'infini  par  valeurs  réelles  négatives, 
y  tend  vers  o  (voir  la  courbe  représentative  au 
n^  558).  Supposons  maintenant  que  \z\  aug-  *^'   ^  ' 

mente  indéfiniment  z  restant  purement  imaginaire  (ce  qui  revient 
à  dire  que,  sur  le  figure  îaA,  le  point  z  décrit  le  demi-axe  OX  ou 
0)/)  ;  posant  z  =ir,  nous  aurons  y  =  e»'*  =  cos  r  4-  î  sin  r.  Donc, 
lorsque  r  varie  par  valeurs  réelles,  le  module  de  y  reste  constant  et 
égala  I  [voir p.  107,  note  i)  ;  d'ailleurs  cos  r  et  sîn  r  rei>assent  une 
infinité  de  fois  par  les  mêmes  valeurs  en  vertu  de  la  périodicité  des 
fonctions  cosinus  et  sinus  {voir  p.  loj).  Donc  j  ne  tend  vers  aucune 
limite.  On  démontrera  pareillement  que,  si  z  s'éloigne  indéfini- 
ment suivant  un  rayon  quelconque  0/V  distinct  de  Taxe  réel,  y, 
suivie  sur  ce  rayon,  ne  tend  vers  aucune  limite. 

Cela  dit,   posons  (cf.  1028)  z  =  a;"~*.  Les  chemins  du  plan 
qui  s'éloignent  indéfiniment  se  transforment  en  chemins  du  plana? 
quiaboulissent  à  l'origine.  On  voit  ainsi  que  sur  ces  divers  che- 

I 
mins  la  fonction  y  :=^e^  peut  augmenter  indéfiniment,  ou  tendre 
vers  o,  ou  ne  tendre  vers  aucune  limite.  Donc  on  ne  saurait  assi- 
gner à  celte  fonction  (pour  a:  =r  o)  aucune  valeur  de -préférence  à 
une  autre  :  on  dit  qu'elle  est  indéterminée  au  point  x  ==  o. 


X 
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1054.  Points  critiques  algébriques.  —  Nous  avons  déjà  in- 
diqué au  S  2  ce  que  sont  les  points  critiques.  Nous  allons  préciser 
la  définition  de  ces  points  et  tout  .d'abord  celle  des  points  critiques 
dits  algébriques, 

Considérons  une  fonction  y  =  f[x)  au  voisinage  d'un  point  x^. 
On  dit  que  le  point  Xq  est  point  critique  algébrique  de  f{x)  s'il 
n'est  pour  cettç  fonction  ni  un  point  d*holomorphisme  (*),  ni  un 

pôle,  mais  si,  par  contre,  on  peut  trouver  un  nombre  entier/)  tel 

I 
que  y,  considérée  comme  Jonction  de{x  —  Xo)^  ,  soit  holomorphe 

I 
pour  la  valeur  {x —  Xq)p  =  o,  ou  admette  cette  valeur  comme  pôle. 

Faire  ces  hypothèses  revient  à  admettre  que  f{x)  est  dévelop- 

1 
pable  en  série  de  Taylor  par  rapport  aux  puissances  de  (x  —  x^)'^ 
ou,  plus  généralement,  est  développable  sous  la  forme  [voir  le 
développement  (a)  du  n®  1050]  : 

(x— x^)'        (x  — Xq)    '  (x  — Xo)' 

-H  ...  -4-  a^n^n  {x  —  ^o)^  4-  ..., 

m  étant,  comme  p,  un  nombre  entier. 

Convenons  de  choisir  toujours,  comme  valeur  de  p,  le  plus  pe- 

®tit  nombre  qui  donne  lieu  h  un  développement  conver- 
gent de/(x)  sous  la  forme  (4).  Nous  dirons  que  le  point 
critique  est  d'ordre  p  —  i . 
Il  résulte  de  celte  définition  qu*autour  d*un  point  cri- 
^^'   '  '     tique  d'ordre/)  —  i,  p  déterminations  différentes  de  la 
fonction  se  peri/iuleront.  Posons  en  effet  x  —  Xq  =  û  e«^  et  faisons 
décrire  à  x  un  tour  autour  de  Xg  sur  un  cercle  de  rayon  p  (fig.  SaS)  ; 
après  un  tour,  6  augmente  de  2  rr  ;  donc  la  valeur  primitive  de(x 

—  Xo)  P.i oupPe  ^  P,  se  trouve  multipliée  par  «   p   ,  et  tous  les ter- 

(*)  C'est-à-dire  un  point  où  la  fonction  est  holomorphe.  ^  Les  exemples 
donnés  ci-dessous  montreront  qu'en  un  point  critique  algébrique  une 
fonction  f  (x)  a  sa  dcrivéo  première,  ou  tout  au'  moins  ses  dérivées 
d'ordre  supérieur,  discontinues  [infinies].  Il  en  résulte  qu'il  ne  saurait 
exister  pour  la  fonction  considérée  un  développement  en  série  de  Taylor 
ou  en  série  de  la  forme  (3). 
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mes  du  développement  (4)  changent  de  valeurs.  Après  un  second 

1 
tour,  la  valeur  primitive  de  {x  —  Xo)p  se  trouve  encore  une  fois 

y  aiTc  1 

multipliée  par^  p   .  Après  p  tours,  par  contre,  (x  —  Xo)P,  mul- 


ayn 


tipliée  par  e  P     ou    e       ,  reprend  sa  valeur  initiale,  et  il  en  est  par 
suite,  de  même  des  termes  du  développement  (4),  donc  de/(x)  (*). 


(*)  Exemple.  —  Considérons  la  fonctions  y  =  ^  {x  —  i)  (a?  +  a)  au 

voisinage  de  d;  sa  i.  Cette  fonction  n'est  pas  holomorphe,  car  sa  dérivée 

2  it  +  I 
■y,  1  ,      .      .  «8*  discontinue    (Infinie]    pour  a:  =   i  ;  le  point  i 

2  ^(x —  i)  (a;  +  2)  ^  '    '^  »        r 

n'est  pas  non  plus  pdle  pour  elle  puisqu'elle  n'y  est  pas  infinie  :  je  dis 
qu'elle  a  en  a;  =  i  un  point  critique  algébrique  d'ordre  i.  En  effet,  nous 

pouvons  écrire  y  =«  ^  x —  i.  \f  a;~H^2~=  {x  — ,i)i.  [3  +  (a;  —  i)]ï. 
Développant  le  crochet  par  la  formule  du  binôme  (840)  sous  la  forme  : 


j'aurai  : 

*         I  '- 


i)-^3~'*(x-i)«H- 


8  X  3  v^i 


^  («  -  1)     + 


où  le  second  membre  est  une  série  de  Taylor  par  rijpport  à  (x  —  i  )  ï,  donc 
une  fonction  holomorphe  de  cette  quantité.  —  Lorsque  x  décrit  un  tour 

autour  de  a;  =  i^  (a:  —  i)î  est  multiplié  par  e*^  ,  donc  change  de  signe 
(cf.  1023);  donc  tous  les  termes  de  développement  (S),  et  par  suite  y. 
changent  de  signes  (tout  en  conservant  la  même  valeur  absolue).  Après 
na  second  tour,  y  change  de  nouveau  de  signe  et  reprend  sa  détermina- 
tion initiale  (cf.  1023).  Done  deux  déterminations  de  y  se  permutent 
au'our  du  point  a;  as  l 

Autre  exemple,  —  Considérons  la  fonction  : 


m 


J'écris  : 


Or  (842Î 


Donc 


y  =s    i 

^        a:  (X  -  i)î 


(x  —    l'-'   -    =   (x  —    i)-»-  ; 7 r 

^  '  X  ^  '         I   +    (*  —   i) 


=  i-(x-,)  +  (x-i)t 


I    -f-  (X—  1) 


(X  -  1),- 


..-(x-  ,)»  +  (x-i)' 


développement  de  la  forme  (4).  La  fonction  a  trois  déterminations  con- 
fondues et  infinies  pour  a;  »  i,  qui  se  permutent  autour  de  ce  point. 

BouTBOut.  —  Los  Principes  de  l'Analyse  mathomalique.  II 
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1055.  Points  critiques  transcendants.  —  Soit  x,  un  point 

singulier  isolé  d'une  fonclion  f{x),  au  voisinage  duquel  la  fonction 
ne  soit  pas  unîvoque  (cf.  supra  p.  ^^17,  note  2),  et  qui  ne  soit  pas 
cependant  point  critique  algébrique  :  ce  point  est  dit  point  critique 
transcendant  de  la  fonction  J  {x) . 

Tel  -est  le  cas  pou^  1  origine  relativement  aux  fonctions  y  =  a^ 
(où  m  est  irrationnel)  et  y  =  log  x.  En  effet  nous  avons  vu  (1035) 
qu'une  infinité  de  déterminations  de  ces  fonctions  se  permutent 
autour  de  a;  =  o.  Donc  elles  ne  sont  pas  univoques  à  l'origine  et 
ce  point  ne  peut  pas  non  plus  être  pour  elles  un  point  critique  al- 
gébrique (de  quelque  ordre  que  ceaoit).  —  Tel  eat  aussi  le  cas 

pour  la  fonction  «v^  pour  x  =  o. 

1056.^  Points  singuliers  non  isolés.  Iiigaes  singulières.  Es- 
paces lacunaires.  —  Les  définitions  et  commentaires  qui  pré- 
cèdent concernent  exclusivement  les  points  singuliers  isolés  d'une 
fonction  analytique.  Une  classification  complète  des  singularités 
des  fonctions  devrait  embrasser  également  les  points  singuliers 
non  isolés. 

Bornons-nous  à  indiquer  comment  se  présenteront  ces  points 
dans  les  cas  les  plus  simples. 

Soit  Xo  un  point  singulier  d'une  fonction /(oc).  De  ce  point 
comme  centre  décrivons  un  petit  cercle  y.  Si,  quelque  petit  que 
soit  le  rayon  donné  à  y,  la  fonction  /{x)  suivie  à  f  intérieur  dey  y 
présente  d'autres  points  singuliers  que  le  point  Xq  lui-même,  on  dira 
quelle  point  singulier  Xq  nest  pas  isolé  (cf,  1021). 

Qu'est-ce  à  dire  ?  Il  se  peut  que  Xq  soit,  au  sens  du  n*  992,  point - 

limite   d*un   ensemble  infini  de  points  singuliers 

discrets  de  la  fonction  f[x).  Il  se  peut  aussi  que 

^  V  i         le  point  Xo  appartienne  à  une  ligne  de  points  sin- 

^  guliers.   Si  par  exemple  la  fonction  J  (x)  holo- 

p.    3^g        morphe   au  voisinage  de   La  ligne  AB  {fig,  SaG) 

cesse  d'être  holomorphe   quand  x,    décrivant  un 

chemin  quelconque,  aboutit  à  un  point  quelconque  de  cette  ligne, 

tous  les  points  de  ÀB  sont  singuliers,  et  la  ligne  AB  est  dite  ligne 

singulière  de  la  fonction. 

Il  se  peut  enfin  que  ce  point  Xq  appartienne  &  une  aire  dont 


.^' 
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tous  les  points  sont  singuliers  pour  la  fonction /(os).  Supposons, 
par  exemple,  que  la  fonction  f{x)  soit  holomorphe  à  lextérieur 
d'un  contour  C  limtaut  une  aire  Jb  .mais  cesse  d'être  holomorphe 
lorsque  x,  sur  un  cheniin  quelconque,  atteint  cette 
aire  {fig,  Say).  On  dira  que  Taire  Jb  est  composée 
de  points  sin^liers  de  la  fonction  et  qu'elle  est, 
pour  f{x),  un  espace  lacunaire  (espace  où  la  fonc- 
tion ne  peut  plus  être  étudiée,  donc  Cesse  d'exis- 
ter, s'évanouit)  («).  ^  Fig.  3.7. 

Tous  ces  types  de  singularilés  se  présexxtent 
effectivement  dans  la  théorie  des  fonctions,  et,  plus  ils  sont  com- 
pliqués, plus  rétude  de  Yanatomie  des  fonctions  en  leur  voisi- 
nage devient  difficile.  Vanalyse  des  anomalies  que  peuvent  pré- 
senter, en  certains  points  ou  dans  certaines  régions  du  plan,  des 
fonctions  qui  partout  ailleurs  sont  analytiques,  est  loin  d*être 
terminée  à  l'heure  actuelle. 


S.  —  Clashifîcation  et  étude  gêné  rate  des  fonctions. 

1057.  CSUuBsifioation  dea  lonctionB.  —  Parmi  les  différents 
principes  de  classification  des  fonctions  que  Ton  peut  adopter, 
l'un  des  plus  simples  consiste  i  prendre  en  considération  la  nature 
et  la  distribution  des  singularités  des  fonctions. 

Une  fonction/ (x)  qui  est  holomorphe  en  tous  les  points  du  plan 
X  situés  à  distance  finie  sera  dite  entière.  Une  telle  fonction  ne 
peut  avoir  qu'un  point  singulier  (si  l'on  adopte  ia  convention  de 
langage  introduite  au  n^  1028)  :  le  jjpint  a;  =  ao  . 

La  foQCtioQ  £^,  par  exemple,  continue  et  pourvue  d'une  dérivée 
continue  pour  toute  valeur  de  x,  est  une  fonction  entière.  De 
même»  si  9  (x)  est  une  fonction  entière,  la  fonction  J  (x)  =  e?(*)  ; 
car,  (D  (x)  étant  continue  pour  toute  valeur  de  x,  il  en  sera  de 
mAme  Aef(x)  et  de  sa  dérivée  (*)  f{x)  =  y'(^)-  ^*^*^' 

(«)  Cf.  infra,  n«  1050. 

(<)  ^'  \3B)  est  une  fonction  continue,  car  la  ièrUféê  d'une  f<mctîon  en- 
tière est  une  fonction  entière  (puisqu'en  un  point  quelconque  la  dérivée 
d'une  fonction  holomorphe  est  holomorphe.) 
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Les  fonctions  sin  x,  cos  x»  égales  à 


ei  , 


ai 


sont  des  fonctions  entières  ('). 

Les  polynômes  en  x  sont,  les  plus  simples  des  fonctions  en- 
tières. 

Une  fonction  /(x)  qui  ne  présente  (sauf  peut-être  pour  x  =  oo  ) 
d'autres  points  singuliers  que  des  pôles  sera  dite  méromorphe  (*). 
Plus  particulièrement,  on  dira  aussi  qu'une  fonction  /(x)  est  mé- 
romorphe à  l'intérieur  d'une  région  S)  si  elle  n'y  présente  d'autres 
singularités  que  des  pôles. 

Une  fonction  qui  ne  présente  à  l'intérieur  d'une  région  »V 
d'autres  points  singuliers  que  des  pôles  ou  des  points  critiques  al- 
gébriques,  et  qui,  de  plus,  n'admet  qu'un  nombre  limité  de  déter- 
mination (')  se  permutant  à  l'intérieur  de  Jt,  est  dite  algébroîdc 
dans  cette  région. 

Une  fonction  qui  est  algébroïde  dans  toute  région  du  plan  x  est 
dite/o/ic/io/2  algébrique.  On  démontre  que  cette  nouvelle  défini tîoft 
des  fonctions  algébriques  embrasse  exactement  les  mêmes  fonc- 
tions que  la  définition  du  n°  390  [voir  t.  I,  p.  386,  note  i]. 

Des  types  de  fonctions  ainsi  définis  on  passera  à  des  types  plus 
compliqués. 

1058.  Représentation  des  fonctions  :  représentation  looale 
et  prolongement  analytique.  —  La  classification  des  fonctions, 
faite  comme  il  vient  d'être  dit,  est  entièrement  a  priori  et  indé- 
pendante des  tentatives  que  fait  l'algèbre  pour  calculer  les  fonc- 
tions en  les  représentant  par  des  séries  ou  d'autres  expressions. 


(')  En  effet,  la  somme  ou  la  différence  de  deux  fonctions  entières  est 
évidemment  une  fonction  entière. 

(*)  Il  sera  facile  de  former  des  exemples  des  fonctions  méromorphes 

en  appliquant  la  proposition  du  n^  1063  d'après  laquelle  le  quotient  de 

deux  fonc  ions  entières  est  une  fonction  méromorphe.  Ainsi  la  fonction 

.     ,     ,  sin  a; 
tang  Xf  égale  a    -r—,  est  méromorphe. 
cos  X 

{^)  Cette  hypothèse  n'est  point  impliquée  dans  les  précédentes  ;  cf.  infra, 

n^  1064. 
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Cependant  il  y  a  lieu  de  se  demander  qu'elle  est,  pour  un  type 
donné  de  fonction,  la  forme  d'expression  algébrique  (*)  dépendante 
de  X  au  moyen  de  laquelle  on  peut  le  plus  simplement  représenter 
la  fonction  et  en  calculer,  .pour  une  valeur  quelconque  donnée  à  x, 
une  valeur  arbitrairement  approchée.  [Je  dis  :  le  plus  simplement  : 
en  efTet  l'algèbre  nous  enseigne  qu'une  même  fonction  admet 
toujours  plusieurs  formes  ou  expressions  équivalentes  ;  il  s'agit  de 
savoir  quelle  est  ou  quelles  sont  les  plus  avantageuses]. 

Appelons  x^  un  point  où  une  fonction  donnée, /(x),  est  homo- 
iorphe.  D'après  le  $  3  la  fonction  admet  comme  expression,  une 
série  de  Taylor  convergente 

(0  /W  =  a©  +  «1  («  —  ^o)  -*-  •••  -+-  <'n  (*  —  ^oY  -»-  — 

Mais,  la  série  (i)  ne  converge  (1048)  que  pour  les  valeurs  de  x 
intérieures  à  un  cercle  de  centre  Xo  dont  le  rayon  est  moindre  («) 
que  la  distance  de  x^  au  point  singulier  dej{x)  le  plus  rapproché 
de  fiCo.  —  Sj  donc  f{x)  a  efiectiyement  des  points  singuliers  — 
c'est-à-dire  n'est  pas  une  fonction  entière  —  la  série  (i)  ne  donnera 
la  valeur  de  f{x)  que  dans  une  région  limitée  autour  de  x^  :  nous 
dirons  qu'elle  nous,  fournit  une  représentation  locale  def{x)  au 
voisinage  dex^. 

Suit-il  de  là  que  la  connaissance  de  la  série  (i)  ne  peut  rien 
nous  apprendre,  sur  la  fonction  f[x)  en  dehors  du  voisinage  de 
Xfi^  Non  pas.  Nous  allons  voir  que,  théoriquement  au  moins,  si 
l'on  connaît  la  série  (i)  [c'e^t-à-dire  les  valeurs  de  ses  coefficients], 
on  en  peut  déduire  une  expression  de  la  fonction  en  tout  point  où 
elle  est  holomorphe. 

1059.  —  Appelons  en  effet  i\  le  cercle  de  centre  Xq  qui  passe 
par  le  point  singulier  de/(x)  le  plus  rapproché  de  x^\  la  fonction 
f{x)  est  holomorphe  et  la  série  (i)  convergente  en  tout  point 


(^)  J'emploie  ici  les  [mois  c  expression  algébrique  b  dans  leur  sens  le 
plus  large  (cf.  t.  I,  p.  SyS,  fin  de  la  note  i.)  On  emploie  souvent  dans 
cette  acception  les  mots  «  expression  analytique  i. 

(')  D'ailleurs,  d'après  le  n^  1048  la  convergence  de  la  série  sera 
assurée  dans 'tout  cercle  satisfaisant  à  cette  condition,  quelque  voisin 
que  soit  le  rayon  de  la*  distance  à  laquelle  il  doit  être  inférieur. 
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lilué  dans  le  cercle  Co  (en  excluant  les  points  de  la  circonférence  d» 
cercle). 

Il  en  est  de  même  des  série»  dérivées  : 

f{x)  ==  a,  -h  10%  (x  —  Xo)  -h  ...  -f-  nan  (x  —  x^Y'^  -i-  ... 
f{x)  =  aa,  -\-  ...  -+-  n(n  —  i)  a„  (x  —  x^f^-^  -+-  ... 

puisque  les  dérivées  /'  (?c),f{x).  sont-elles  aussi 
j^^y^S^      holombrphcs  dans  G^,  Soit  alors  x^  un  point  inté- 
l  .^y^       rieur  à  ce  cerde. 

vj^  Au  voisinage  de  x^,  la  fonclioa  holomorphfi/(x> 

peut  être  développée  en  série  de  Taylor,  sous  la 
®  forme 

(a)        /(x)  =  6,  +  6,  (x  —  X,)  4-  ...  -4-  fc„  (x  ^  x,)»»  -f-  ... 

et  les  coefficients  de  la  nouvelle  série  se  déduisent  de  ceux  de  la 
série  (i)  ;  en  effet,  nous  avons  (1 047). 

6,=/(x.)      .      h,=f{x,)      ,      ...6„=£li£i); 

nous  aurons  donc  les  expressions  des  coefficients  6o,  b|,  ...  en 
donnant  à  a?  la  valeur  Xj  dans  la  série  (i)  et  les  séries  dérivées. 

Gela  pofi,  appelons  Ci  le  cercle  de  centre  x^  qui  passe  par  le 
point  singulier  de /(a?)  le  plus  rapproché  de  x^.  La  série  (2)  con- 
verge an  tout  point  situé  dans  le  cercle  Gj.  Or^  il  est  clair  qu'à 
moins  que  tous  les  points  de  la  circonférence  du  cercle  C^  ne 
soient  point  singuliers  de  /(x),  il  existe  sûrenv»!!  dans  G^  des 
points  Xi  qui  sont  plus  distants  du  point  singulier  le  pins  rapproché 
que  de  la  circonférence  de  G^  et  auxquelles  correspondent  par  snite 
des  cercles  Cj  débordant  hors  de  G^.  Ainsi  les  séries  (2)  corres- 
pondant à  ces  points  fourniront  des  expressions  algébriques  repré- 
sentant /(x)  dans  de  nouvelles  régions  du  plan. 

Prenant  ensuite  dans  un  cercle  G,  un  point  X2  et  opérant  sur 
X,  comme  plus  haut  sur  x^  on  forme  une  troisième  série  de 
Taylor  qui,  en  général,  (pour  un  choix  convenable  de  Xj)  converge 

(et  représentera  la  fonction)  dans  une  région  nouvelle.  Et  ainsi  de 

suite. 

On  peut  démontrer  rigoureusement  qu'il  est  possible  d'atteindre 

par  cette  méthode  tout  point  x  où  la   fonction /(x)  est    holo* 


zedby  Google 


CLASSIFICATION    BT    ÉTUDE    GÉlfÉRALE    DES    FONCTIONS  ^Sq 

morphe,  —  à  moins  toutefois  que  x^  ne  se  trouve  à  f  intérieur 
d'un  contour  fermé  T  qui  soii  ligne  singulière  de  la  fonction  (1056). 
II  est  facile  de  voir  qu'en  ce  cas,  la  méthode  de- prolongement  de 
la  fonction  ci -dessus  exposée  (u  prolongement  analytique  »  eL-i-on 
coutume  de  dire  depuis  Weîerstrass)  (*)  ne  '  permet  pas  de  sortir 
hors  du  contour  F.  Mais  dans  ce  cas,  la  fonction  f{x)  —  ne  pou- 
vant être  suivie  avec  continuité  i  partir  de  Xq  sur  aucun  chemin 
dépassant  le  contour  T  —  ne  doit  être  considérée  comme  exis- 
tante qu'à  Vintérieur  de  ce  contour.  La  méthode  qui  précède 
fournit  donc  encore  une  représentation  de  la  fonction  partout  où 
elle  existe  et  est  holomorphe. 

«  '  •  . 

1060.  Représentation  d'une  fonction  dans  une  région 
étendue.  —  Quel  que  soit,  cependant,  son  intérêt  théorique,  la 
méthode  du  prolongement  analytique  présentera  le  plus  souvent 
des  difiBcultés  de  calcul  qui  la  rendront  inutilisable  dans  la  pra- 
tique et  qui,  dans  la  théorie  même,,  risqueront  de  masquer  les 
propriétés  des  fonctions  dont  on  se  propose  Tétude.  Il  est  clair  en 
effet  que  si,  pour  avoir  une  valeur  approchée  (une  expression)  de 
f(x)  en  un  point  donné  x^  il  me  faut  former  successivement, 
et  Tune  après  l'autre,  un  grand  nombre  de  séries  (i),  (2),  (3)...,  je 
serai  fort  embarrassé  pour  effectuer,  et  même  pour  indiquer  par 
des  signes  algébriques,  les  opérations  nécessaires.  C'est  pourquoi 
Ton  a  recherché  s'il  n'était  pas  possible  de  construire  des  expres- 
sions algébriques  qui  convergent  et  })ermettent  de  représenter  les 
fonctions  holomorphes  dans  des  régions  plus  étendues  que  les 
séries  de  Taylor,  —  dans  des  régions  de  formes  plus  variées, 
d'ailleurs,  et  pouvant  par  conséquent  dvoir  une  vaste  superficie 


(^)  La  méthode  de  prolongrement  analytique  joue  dans  la  théorie  des 
fonctions,  telle  que  l'exposait  Weîerstrass  dans  ses  cours  de  l'Uirivep» 
tité  de  Berlin,  un  rôle  capital.  Weierstrass  prenait  en  e£fet  la  série  de 
Taylor  comme  définition  de  la  fonction  analytique  holomorphe.  Plus 
précisément  une  telle  série,  fournissant  la  représentation  locale  d'une 
fonetîona  constituait  selon  lui  un  élément  de  fonction,  mais  \m  élément 
dont  la  connaissance  équivaut,  gr&ce  à  la  possibilité  du  prolongement 
analytique,  à  la  connaissance  de  la  fonction  dans  tout  son  domaine 
d'odstence. — 1  M.  Mâray,  prof esseu  r  à  rUmversité  de  Dijon,  a  cons- 
tniitt  îndépendanunent  de  Weierstrass,  une  théorie  des  fonctions  fondée 
sur  les  mêmes  principes. 
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tout  en  ne  contenant  pas  de  points  singuliers  :  telles  sont  par 
exemple  les  étoiles  (ayant  pour  sommets  des  points  singuliers  de 
f(x)  dans  lesquelles  M.  Mittag  Lefller  représente  des  fonc- 
tions/(x))  par  des  expressions  convergentes  qui  peuvent  être,  en 
particulier,  des  séries,  de  polynômes  en  x 

f{x)  =  p,  (x)  -+-  p,  [x)  -f-  ..  -h  Pn{x)  4-  ... 

Nous  n'entreprendrons  pas  Tétude  de  ces  séries,  ni  de  toutes 
celles  (')  qui  ont  été  imaginées  pour  résoudre  aussi  avantageuse- 
ment que  possible  le  problème  de  la  représentation  des  fonctions. 
Nous  dirons  seulement  quelques  mots  de  la  représentation  des 
fonctions  entières  et  méromorphes  au  moyen  de  produits  infinis. 

1001.  Représentation  des  fonctions  entières.  Produits  in- 
finis convergents.  —  Soit  F  [x)  une  fonction  entière.  Celte  fonc- 
tion n'ayant  aucun  point  singulier,  son  développement  en  série  de 
Taylor  : 

f{x)  =  oo  -h  «i  (x  —  Xjj)  +  ...  -f.  a„  (x  —  Xo)«  -+-  ..• 

au  voisinage  d*un  point  Xq  quelconque  sera  nécessairement  conver- 
gent pour  toute  valeur  de  x.  Ainsi  une  fonction  entière  peut  être  re- 
présentée par  une  infinité  de  séries  de  Taylor  qui  en  fournissent^ 
chacune^  une  représentation  complète. 

C'est  la  une  grande  commodité.  On  peut,  cependant,  obtenir 
une  autre  représentation  de  la  fonction  qui  sera  parfois  plus  avan- 

(*)  Indiquons  en  passant  un  mode  de  développement  que  nous  avons 
déjà  rencontré  dans  un  cas  particulier  :  Si  une  fonction  /  (x)  est  uni- 
Yoque  et  holomoq)he  (voir  1042)  à  l'intérieur  d'une  couronne  limitée 
par  deux  cercles  concentriques  de  centre  Xp,  elle  est  représentable,  pour 
X  intérieur  à  cette  couronne,  par  une  double  série  convergente  de  la 
forme 

...  a-„  (x  —  a-o)-"  -f    ..  4-  a.j    x    -   Xq)-*    +  oq  -[-  a^  (x  —  Xq)  -{-  ... 
-f  a,    X  —  Xo)*  +  ... 

Nous  avons  indiqué  au  n^'  1052  comment  on  obtient  cette  série  dans 
le  cas  où  le  cercle  intérieur  de  la  couronne  ne  contient  qu'un  point  sin- 
gulier de  la  fonction,  savoir  Xq  :  on  peut  appliquer  le  même  raisonne- 
ment et  on  parvient  au  même  résultat  lorsque  /  (x)  admet  dans  ce  cercle 
des  points  singuliers  quelconques  en  nombre  quelconque  (pourvu  qu'elle 
soit  unwoque  et  holomorphe  dans  la  couronne). 
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tageuse  que  la  série  de  Taylor.  Elle  consiste  à  exprimer  la  fonc- 
tion par  un  produit  Infini  convergent. 

Considérons,  d'une  manière  générale,  une  suite  indéfinie  de 
nombres  Aj,  As,...  An,...  et  formons  le  produit  de  n  facteurs 
Aj ...  An.  Si  ce  produit  tend  vers  une  limite,  L,  lorsque  n  devient 
arbitrairement  grand,  nous  dirons  que  le  u  produit  infini  » 
A^Aj...  An...  6st  convergent  et  a  pour  limite  L,  Il  est  souvent 
commode  de  le  désigner  par  la  notation  symbolique  II.  A  qui  si* 
gnifie  :  produit  (II)  des  quantités  A,  lesquelles  sont  les  valeurs  de 
la  suite  At,  A,, ...  An, ...  D'autre  part,  pour  faire  Tétude  qui  va 
suivre,  nous  aurons  avantage  à  écrire  les  facteurs  du  produit  sous  la 
forme  i  -t-  a,,  i  -+-  a,, ...  au  lieu  de  A,,  A,,,...  Nous  désignerons 
alors  le  produit  par  le  symbole  II  (i  -4-  a)  sjgniGant  :  produit  des 
quantités  (i  +  a)  obtenues  en  donnant  h  a  les  valeurs  ai,  a,^ ... 

Ces  définitions  posées,  on  peut  établi  le  théorème  suivant  : 

Le  prodult(*)(i  -h  a,)  (i  -+-  a,)...  (i  -+^  ««)...,  ou  n(i  4- a), 
est  convergent  si  la  «érie  a,  -h  a,  -+-  . . .  a»  ...est  absolument  con-- 
vergente  et  réciproquement. 

Considérons  dès  Icri  le  produit  : 

w       (-S)  ('-lù-  ('-D- 

OÙ  Xj,  x,, ...  a?n, ...  sont  des  nombres  donnés,  dont  la  suite  tend 
vers  l'infini  (je  veux  dire  que  le  nombre  Xn  de  module  suffisam^ 
ment  grand  a  un  module  arbitrairement  grand).  D'après  le  théo- 
rème ci-dessus,  ce  produit  est  sûrement  convergent  quel  que  soit  x 
si  la  série  :  .  x 

est  convergente,  car,  en  ce  cas,  il  en  est  de  même  de  la  série 


III 


XI 


..  Donc  il  représente  une  fonction  de  x  déterminée 

pour  toute  valeur  de  a?.  On  démontre  facilement  que  cette  fonction 
est  continue  et  holomorphe.  C'est  dofic  une  fonction  entière,  et  une 
fonction  qui  s'annule  pour  les  valeurs  Xj.aîi,  Xn  ...  de  a?,  puisque, 

(*)  Remarquons  que  ce  produit  peut  être  écrit  sous  la  forme  e^^^^  ^^  "^  *"^ 
où  l'exposant  de  e  est  une  série  ordinaire. 
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pour  chacune  de  ces  valeurs ^  p,n  facteur  du  produit,  donc  le  produit 
tout  entier^  s'annule. 

Les  valeurs  Xj,  ...  a?„  ...  qui  annulent  la  fonction  entière  ¥{x) 
représentée  par  le  produit  (4)  sont  dits  racines  ou  zéros  de  cette 
fonction.  Nous  voyons  que  ces  zéros  sont  en  nombre  infini  [s'ils 
étaient  en  nombre  fini,  m,  le  produit  (4)  se  réduirait  &  on  polynôme 
de  degré  m],  —  Les  facteurs  du  produit  (4)  sont  appelés yacf^ury 
primaires. 

1062.  Produits  de  facteurs  primaires  et  fonotions  entières 
de  genre j).  —  Soit  d'une  manière  générale  x,,...  Xnt  ..-  «ûe 
suite  de  nombres  tendant  vers  l'infini.  Si  la  série  (5)  relative  à  ce» 
nombres  est  convergente,  on  peut  former  immédiatement  un  pro- 
duit de  facteurs  admettant  ces  nombres  pour  z^ros  :  c'est  le  produit 
(4).  Dans  le  cas  contraire,  le  produit  (i)  sera  en  généra]  divergent; 
mais  on  peut  néanmoins  construire  un  produit  infini  —  de  forme 
plus  compliquée  —  dont  les  facteurs  (dits  facteurs  primaires)  s'an- 
nulent pour  les  valeurs  Xi, ...  ccn, ...  de  x. 

Supposons  qu'il  existe  une  valeur  entière  et  positive  dentelle 
que  la  série 

<^)  1^  "^  |ï3^  ^  -  ^  ^'  î 

soit  convergente  ;  nous  désignerons  spécialement  par  pie  plus  petit 
nombre  entier  pour  laquelle  la  série  (6)  correspondant  à  la  suite 
[supposée  donnée)  x,,a;,,...  Xn.-.  est  convergente.  Nous  appelle- 
rons, d'autre  part,  facteur  primaire  de  genre  p  (correspondant  à 
X,)  l'expression  (fonction  de  x)  : 

et  nous  formerons  le  «  produit  de  J acteurs  primaires  de  genre  p. 

o  (x)  =  Ai(ar;  .  k^{x)  ...  .  A„(a:)..; 

On  démontre  qu^en  conséquence* de  la  convergence  de  la  série 
(6)  ce  produit  infini  est  convergent  pour  toute  valeur  de  x  et  repré- 
sente une  fonction  entière.  Cette  fonction  s'annule  pour  les  valeurs 
Xj,  x^, ...  Xn...  de  X  (dont  cbacune  annule  un  des  (acteurs  du 
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produit)  et  poar  ces  valeurs  seulement  (').  On  dit  quec*estun 
produit  de  facteurs  primaires  ou  une  fonction  entière  de  genre/). 

Appelons  (p  (x)  le  produit  de  (acteur  de  genre  p  défini  comme 
il  vient  d'être  dit.  Il  est  clair  que  la  fonction 

F  (x)  (p  (x)  e^  ^'^ 

se^a  une  fonction,  entière  si  ;j^  (x)  est  une  fonction  entière,  car 
elle  est  le  produit  de  deux  fonctions  entières  [e*'^'  est  une  fonction 
entière  d'après  le  n**  1057].  Cette  fonction  admet  exactement  les 
mêmes  ((  racines  »  ou  «  zéro  »  que  y  (x)  puisque  la  fonction  e'^^^^ 
ne  s*annule  pour  aucune  valeur  de  x  (').  Dans  le  cas  particulier 
où  ^  (x)  est  un  polynôme  en  x  de  degrép  au  plus,  nous  convien- 
drons de  dire  que  la  fonction  F  (x)  est  comme  f  (x)  une  fonc- 
tion entière  de  genre  p. 

Considérons  d'autre  part  une  fonction  entière  quelconque  F  (x),. 
On  démontre  qu'elle  peut  toujours  être  représentée  par  un  produit 
infini,  convergent  poar  toute  valeur  de  x.  En  revanche,  elle  n*est 
pas  toujours  une  fonction  d'un  genre  déterminé  p  répondant  &  la 
définition  qji  précède.  Lorsqu'elle  n  est  d'aucun  genre  déterminé» 
on  dit  qu'elle  est  de  genre  infini. 

Dans  le  cas  particulier  où  />  =  o,  le  produit  de  facteurs  pri- 
maires (p(x)  se  réduit  au  produit  (4)  du  n°  1061.  On  dit  alors  que 
ç(x)  est  une  fonction  entière  de  genre  zéro. 

1063.  Représentation  des  fonctions  méromorphes.  —  Nous 
avons  dit  au  n*  1057  ce  qu'il  faut  entendre  par  «  fonction  méro- 
morphe  (dans  tout  le  plan  de  la  variable  x)  ».  On  démontre  qu'une 
telle  fonction,  F(x).  est  toujours  le  quotient  de  deui  fonctions  en- 


(*)  Car  les  facteura  A|  (rc),  A^  (x),..,  ne  s'annulent  individuellement  que 

pour  ces  valeurs  \yexponeniie\U  tf  àr^  "*"  px^f  n'est  nulle  pour  aucyne  va- 
leur finie  de  x],    . 

(')  A  cette  dernière  remarque  se  rattache  le  théorème  suivant  :  Une  fonc- 
tion entière  qui  ne  s'annule  pets  est  nécessairement  de  la  forme  F  {x)  =  é^  (') 
4»  [x)  étant  une  fonction   entière.  En   effet.  F  (x)  n'étant  jamais  nul,  ni 
infini   pour  x   fînig  la  fonction    ^  (x)  =  log   [F  [x,]    est  toujours   con- 
tinue ainsi  que  sa  dérivée  :  c'est  une  fonction  entière. 


zedby  Google 


444  ANALYSE  DE  LA  NOTION  DE  FONCTION 

tières  :  j'entends  par  là  qu'il  existe  deux  fonction^  entières  Gi  {x) 
et  G,  (x)  telles  que 

hefi  racines  (ou  zéros)  de  G,  (oc)  sont  alors  les  racines  de  F.  (se), 
tandis  que  les  racines  de  G,  (x)  sont  les  pôles  de  F  (x).  En  repré- 
sentant chacune  des  deux  fonctions  Gi  (x)  et  G,(fl;)  soit  par  une 
série  de  Taylor,  soit  par  un  produit  infini  convergent,  on  a  une 
représentation  de  la  fonction  méromorphe  qui  est  valable  pour 
toutes  les  valeurs  de  x, 

1064.  Fonctions  plurivoques.  Permutation  autour  de  plu- 
sieurs points  algébriques.  —  Nous  ne  nous  sommes  occupés 
dans  les  numéros  qui  précèdent  que  de  fonctions  univoques. 
Après  ces  fonctions,  il  conviendra  d'étudier»  d'abord  dans  une  ré- 
gion limitée,  puis  dans  tout  le  plan,  les  fonctions  plurivoques  ou 
non-univoques. 

La  question  fondamentale  est  la  suivante.  Une  fois  définis  (par 
les  procédés  indiqués  au  S  ^)  les  points  critiques  algébriques  con- 
sidérés isolément,  la  question  suivante  se  posera  :  comment  se 
comporte  une  fonction  f{x)  dans  une  région  contenant  plusieurs 
points  critiques  ?  Peut-on,  en  d'autres  termes,  définir  le  mécanisme 
suivant  lequel  s'écbatigent  les  déterminations  d'une  même  fonc- 
tion lorsque  x  décrit  un  chemin  qui  tourne  un  nombre  quelconque 
de  fois,  et  dans  un  ordre  quelconque,  autour  de  plusieurs  points 
critiques  algébriques  ? 

Je  me  contenterai  de  montrer  comment  la  question  se  résout 
dans  un  cas  particulier  très  simple. 

Considérons  la  fonction  y  =  arc  sin  x.  Pour  trouver  ses  points 
singuliers,  je  remarque  que,  l'intégrale  d'une  fonction  holomorphe 
étant  holomorphe  (1040),  ces  points  ne  peuvent  être  que  ceux  de 

la  dérivée  y'  =  -.  ^  (c'est-à-dire  les  points (*)»=:  i ,  x  =  —  i 

(')  On  vérifie  facilement  que  chacun  de  ces  points  est  un  point  cri- 
tique algébrique  permutant  deux  déterminations  de  la  fonction  arc 
«in  ^, 
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qui  annulent  /i  —  x*)  et  peut-être  le  point  a?  ===  oo.  J'éCudie  y  en 
ce  dernier  point  en  posant  x  =  z"^  (1028)  ;  j*ai  : 

dy rf^       dx I        / J[  \  _      —  I      ^ 

û&^dS   •    3z""  y/i  _  a;»  V      f)  """  z/2«—  1  • 

donc  H^  est  infinie  au  point  z==  o,  et  ce  point  est  point  singulier  de 

dy 

^-  et,  par  conséquent,  de  y.  D'ailleurs  aux  points  x  =  i  et  x  —  i 

correspondent  respectivement  les  points  z  =  i  et  z  ==  — ^  i  ;  et  la 
fonction  y  =  arc  sin  ~  n'a  donc  pas  d'autres  points  singuliers  que 
ces  deux  points  et  l'origine  z  =  o. 

Gela  posé^  je  veux  savoir  ce  qu'il  advient  de  y  lorsque  x  tourne 
successivement  autour  des  points  x=z  i  eioô  =z  —  i:la  question 
revient  à  décider  ce  que  devient  y  (partant  d'une  certaine  valeur 
jo)  lorsque  (')x  décrit,  à  partir  de  Xg  un  contour  fermé  par  exemple 
un  cercle  C  (de  centre  x  =  o)  entourant  les  points  -+-  i  et  —  i .  Or, 
lorsque  nous  faisons  x  =  z'S  le  contour  fermé  en  question  se 
transforme  en  un  cercle  C  du  plan  z  ayant  pour  centre  l'origine 
et  laissant  i  son  extérieur  les  points  z  =  i  et  z  =  —  i  :  voir  ce 
que  devient  y  lorsque  z  décrit  un  tour  sur  ce  cercle  revient  (cf. 
n""  1039)  à  calculer  dans  un    sens  ou  dans  un  autre  l'intégrale 

de  la  dérivée  de  y  c'est-à-dire  ±    l    y',  dz,  prîpe  le  long  de  C. 
Or  ce  cercle  ne  contient,  cTaprès  ce  qui  précède,  qaun  point  singu- 
lier de  la  Jonction  y\  =  ^j^__     »  le  poi"^  z  =  o,  qui  est  un  pôle  : 
le  résidu  est  (*)  —  i  ;  donc  : 


X. 


y\  dz  =  aiir  .  ( —  i)  =  an 


(')  Il  est  facile  de  montrer  qu'une  fois  cette  question  résolue,  on  saura 
ce  que' devient  y  lorsque  x  décrit  un  chemin  absolument  quelconque 
partant  de  a;  et  y  aboutissant. 

(«)  On  a  7==  =  (-  I  +  ««r^  -  (-  i)-'^  -  \  (-  î)-^  »"  +  .- 

I 

ou  £  +  ^  i  2*  +  ...,  d'après  la  formule  de  binone  (840)  ;  4oQC     j  i 

^    ^^  +  fonction  holomorphe  de  i. 
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Conclusion  :  lorsque  z  décrit  un  tour  sur  G  —  donc  lorsque  x 
décrit  un  tour  sur  C,  autour  des  points  -h  i  et  —  i ,  —  y  augmente 
ou  diminue  de  2n, 

Ainsi,  quoique  individuellement  chacvtn  des  points  critiques  al- 
gébriques -i-  I  et  —  I  de  arc  sinx  ne  permute  que  deux  détermi- 
nations, on  peut,  en  faisant  tourner  x  alternativement  autour  de  ces 
deux  points,  engendrer  une  infinité  de  déterminations  différentes  de 
j,  lesquelles  difl%rent.par  des  multiples  de  ^7r  [résultat  que  l'on 
pouvait  prévoir,  car  on  savait  dé}k  que  pour  ane  même  valeur  de 
^^  il  y  a  une  in&nité  d'arc  sinus  différant  par  des  multiples  de 

QTlJ. 


6,  —  Fonctions  pértodiqtêes. 
Intégrales  des  équations  éiîtérentieUes, 


1065.  —  Nous  avons  esquissé,  dans  les  paragraphes  qui  précè* 
dent,  les  principes  de  la  théorie  générale  des  fonctions  analytiques 
d'une  variable.  On  se  demandera  peut-être  si  cette  théorie  a  un  inté- 
rêt pratique.  Accroît-elle  effectivement  le  bagage  des  notions  algé- 
briques qui  peuvent  servir  à  résoudre  des  problèmes  concrets^ 
Met-elle  à  notre  disposition  des  fonctions  nouvelles  dont  nous 
puissions  tirer  parti  cotnme  nous  nous  servons,  par  exemple,  des 
fonctions  trigonométriques  ou  exponentielles?  Nous  ne  saurions 
mieux  répondre  à  cette  question  qu'en  faisant  connaître,  par  un 
exemple  particulier,  la  classe  de  fonctions  dont  Tétude  a  le  plus 
contribué  à  promouvoir  et  à  populariser  les  théories  générales  de 
l'analyse,  savoir  la  classe  des  fonctions  méromorphes  appelées 
périodiques  ou  elliptiques. 

Cette  classe  se  présente  comme  le  prolongement  immédiat  de  la 
classe  des  fonctions  trigonométriques,  et  donne  lieu  à  des  calculs 
et  à  des  applications  semblables.  Elle  nous  donne  un  avant-go&t 
des  fruits  que  l'algébriste  n'a  plus  qu'à  cueillir  lorsqu'une  fois  il 
^  parcouru  le  long  et  sinueux  chemin  d'accès,  dont  nous  avons 
-cherché  à  indi  quer  les  principales  étapes. 

1066.  Fonctions  périodiques  à  une  période  :  fonctions  tri* 
gonométriques.  —  Soit/(x)  une  fonction  que  nous  supposons 
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ixiéromorplie  dans  tout  le  plan  de  la  variable  x.  Nous  dirons  que 
celte  fonction  est  périodique  et  admet  la  période  (*)  26)  si  l'on  a^ 
pour  toute  valeur  de  x  : 


/(j:-H>au»)=/(a;) 


On  déduit  de  là  que 


/(x  -f.  4*,)  =/(a:  -4-  ato)  ==  f{x) 
•et  d'une  manière  générale,  que 

/(X4- 2/fti»)=/(aT), 

A  étant  on  entier  positif  ou  négatif  quelconque. 

Il  résulte  de  cette  propriété  qu'il  suffira  de  connaître  la  fonction 
y^x)  dans  une  bande  parallèle  à  Taxe  imaginaire  pour  la  connaître 
dans  tout  le  plan.  Figurons  en  effet  dans  le  plan  de  la  variable  x 
(rapporté  aux  axes  0^,  Oxj)  les  points  x  =  (ù,  x  =  — -  w  et  par  ces 
.points  menons  les  parallèles  à  l*axe  Oy?.  Si 
nous  appelons  x*  un  point  variable  dans  la 
bande  Bi  comprise  entre  ces  deux  parallèles, 
nous  voyons  que  le  point  x'  ■+-  2w  (où  la 
fonction  a  la  même  valeur  qu'en  x')  sera 
variable  dans  une  bande  B^  parallèle  et  con- 
tiguë  à  Bj  et  d,e  même  largeur  :  si  Ton  con- 
naît la  fonction  dans  B|  on  la  connaîtra  dans 
B,  et  pareillement  dans  une  série  de  bandes  parallèles  et  de  même 
'largeur  dont  l'ensemble  recouvre  tout  le  plan. 

Les  fonctions  sin  x,  cos  x,  tg  x  sont  manifestement  des  fonc- 
tions p^nW/gû^s  de  période  ait.  Les  fonctions  sin  — ,  cos  — ,  tg  — 

sont  des  fonctions  périodiques  de  période  aw.  En  effet  on  a,  par 

exemple  :  , 

:(x-|-aa>)  .     /icx 

-^-^ ^  =  sin  (  — 

0)  \  0) 


ain 


).       1CX 
=  sm  — . 


Aux  termes  des  définitions  du  S  ^>  la  fonction  tg  —  est  méro- 

(*)  CL  supra^  n^  760.  La  période  est  un  nombre  conatant  réel  ou  ima- 
^naire  :  je  le  désigne  par  2a)  (et  non  par  une  lettre  unique}  afin  de 
«îibplifiercertains  calculs,  ultérieurs. 
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morphe,  tandis  que  les  fonctions  sin  -^ ,  cos  —  sont  entières.  Ces 

deux  dernières  fonctions  peuvent  être  représentées  par  des  produits 
de  facteurs  primaires. 

Posons  a:,  =  w,  x,  =  —  w,  a?,  ^  aw,  x^= —  aw...,  nous  for- 

naons  une  suite  de  nombres  qui  sont  les  racines  de  sin  — ,  et  nous 
constatons  que  la  série  Ix,!""*  -h  l^jj"**  -h.,  est  divergente  tandis 
que  la  série 

est  convergente  (860).  Donc  le  produit  de  facteurs  primaires  de 
genre  i 

[(-î)-'1[(-S)'?] 


est  convergent  et  a  les  mêmes  racines  que  sin  —  i  l'exception  de 
l'origine  a:  =  o,  qui  est,  indépendamment  des  nombres  a?|,  or,,.. 
une  racine  du  sinus.  On  démontre  que  sin  —  est  égal  au  produit 


1ZX 

(I) 


de  facteurs  primaires  (i)  multiplié  par  -  x  ;  nous  noterons  ce  fait 
en  écrivant 

OÙ  t/;  a  les  valeurs  «,  —  w,  ...  Aw,  —  Ao), ...  (Rentier  positif  quel- 
conque). 

On  pourra  mettre  cos  — ^  sous  une  forme  semblable.  « 

1067.  Fonctions  méromorphes  bipériodlques.  —  Lorsque 
Ton  aura  étudié  —  nous  avons  seulement  amorcé  cette  étude  — 
Tanatomie  des  fonctions  à  une  période,  on  sera  tout  naturellement 
conduit  à  se  demander  s*il  n'existe  pas  des  fonctions  méromorphes 
admettant,  non  pas  une,  mais  plusieurs  périodes,  La  question  est 
aisée  à  trancher.  On  constate  qu'il  ne  saurait  exister  aucune  fonc- 
tion d'une  variable  ayant  plus  de  deux  périodes.   Par  contre  il 


Digitized  by  LjOOQIC 


FONCTIONS    PÉRIODIQUES  449 

•existe  une  infinité  de  fonctions  méromorphes  ayant  deux  périodes 
{fonctions  bipériodiques).  On  les  appelle,  en  raison  de  certaines 
applications  géométriques  auxquelles  elles  donnent  lieu, /onc/ton^ 
-elliptiques.  Nous  allons  préciser  la  définition  de  ces  fonctions  et  in- 
diquer par  un  exemple  comment  on  les  pourra  former  explicite- 
ment. 

Soient  2Ci),  2c«)'  deux  nombres  constants  dont  le  rapport  ne  soit 
pas  un  nombre  réeL  Je  dirai  que /la  fonction  méromorphe/(aj) 
admet  les  périodes  2(k)  et  ack)',  si,  quel  que  soit  x,  on  a 

<3)  f{x  ^  ato)  =J{x)  etf(x  ^  au,')  =f{x). 

On  déduit  immédiatement  de  là  que 

{4)  /(a?  -h  ^rrnù  •+-  anw')  =f{x), 

<]uels  que  soient  les  nombres  m  et  n  entiers  positifs  ou  négatifs  ou 
nuls  (^).  Une  fonction  méromorphe  à  deux  périodes  est  dite 
-elliptique. 

Il  résulte  immédiatement  de  la  définition  qui  précède,  qu'il 
fluflBt  de  connaître  une  fonction  ellip- 
tique dans  une  région  limitée  pouf  la 
connaître  partout.  Figurons,  en  effet, 
les  points  x  =  «,  x  =  w',  x  =  —  w, 
X  =  —  w'  et  joignons  ces  points  deux 
à  deux  (Jig.  33o).  Nous  formons  ainsi 
un  parallélogramme  que  je  désigne  par 
Pi.    Marquant    ensuite   sur  la  figure  p. 

les  points  x  =  «  -^  2mc«>  ■+-  2/i«', 
X  =  «'  -+-  2/710.)  -h  2nw',..,  où  je  donne  successivement  à  m  et  à  n 
toutes  les  valeurs  entières  (voir  note  i  ),  j'obtiens  des  points  qui  sont 
les  sommets  d'un  réseau  de  parallélogrammes  dont  les  côtés  sont 
tous  égaux  et  parallèles  (*)  aux  côtés  de  P, .  L'ensemble  de  ces  pa- 
rallélogrammes recouvre  tout  le  plan.  D'ailleurs,  si  nous  appelons 

(i)  Nous  comprenons,  dans  tout  ce  qui  suit,  la  valeur  o  parmi  les  va« 
leurs  entières  que  peuvent  prendre  m  et  n. 

(^)  Ces  côtés  sont  tous  égaux  et  parallèles  aux  vecteun  qui  repré- 
sentent (750)  les  nombres  2a>,  *^oj'. 
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(s  points  correspondante  »  de  deux  parallélogrammes  P|  et  P^  les 
points  (ou  valeurs  de  x)  dont  la  différence  est  une  somme  de  mut 
tiple'des  périodes  (c'est-à-dire  a  pour  valeur  ^mw  -H  anw',  m  et  n 
étant  entiers),  nous  savons  que  la  fonction  reprend  la  même  valeur 
en  ces  deux  points  correspondants.  Donc  il  suffit  de  connaître  la 
variation  de  la  fonction  dans  un  parallélogramme  pour  la  con- 
naître dans  tous. 

Les  parallélogrammes  définis  comme  il  vient  d'être  dit  sont 
appelés  parallélogrammes  des  périodes.  Il  est  à  remarquer  qu'ils 

s'évanouiraient  si  le  rapport  -> ,  devenait  réel  (hypothèse  que  nous 

avons  exclue).  En  ce  cas,  en  effet,  les  4  points  w,  oj',  —  w»  —  w' 
seraient  sur  une  même  droite  et  ne  définiraient  pas  un  parallé^ 
logramme. 

1068.  Propriétés  fondamentales  des  fonctions  elliptiqnes. 

—  3g  dh.qu'une  fonction  elliptique  devient  nécessairement  infinie 
dans  tout  parallélogramme  des  périodes. 

Supposons  en  effet  que/ (x)  reste  finie  dans  Pi  et  appelons  M  la 
plus  grande  valeur  prise  par  \f{x)\  dans  ce  parallélogramme. 
Alors,  dans  tous  les  autres  parallélogrammes  et  par  conséquent  dans 
tout  le  plan,  la  module  |/^(a;)|  restera  inférieur  à  M,  et  d'ailleurs 
la  fonction /(a:),  n'ayant  pas  de  pôles,  sera  entière.  Or,  il  résulte 
du  n*"  1046  (p.  4^3,  note  2)  que  ces  circonstances  ne  peuvent  pas 
se  présenter;  plus  précisément,  elles  ne  le  peuvent  que  si/(x)  se 
réduit  à  un  nombre  constant. 

Ainsi  il  n'existe  pas  de  fonctions  entières  elliptiques. 

Je  dis,  d'autre  part,  que  la  dérivée  d'une  fonction  elliptique  est 
une  Jonction  elliptique  de  mêmes  périodes.  En  effet,  la  différence 
f(x  -f-  amw  —  2/iw')  — f{x)  est,  d'après  Tégalilé  (4)  une  fonction 
de  X  nulle  quelle  que  soit  x  ;  donc  sa  dérivée  est  nulle  ;  or,  cette 
dérivée  n'est  autre  que  {*) 


it  la  constante  c,  on  a,  d'api 
des  fonctions  composées       "j^ —   =  dix~4^) 


(V/  Quelle  que  soit  la  constante  c,  on  a,  d'après  la  règle  de  dérivation 

,      ..  1     df{x-{-c)       df(x^c)       ...     ,     . 

s  fonctions  composées       "j^ —   =  du~ir^\  =  1  (*  +  ^1- 
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difTérence  des  valeurs  prises  par  la  dérivée/*  lorsqu'on  y  donne  à 
l'argument   la    valeur  x  -¥  amw  -f-  an*»'  et  la  valeur  x  ;   donc 
f  {x)   satisfait  comme /(x)  à  l'égalité   qui  définit  les  fonctions, 
elliptiques  de  périodes  3&)  et  2fù\ 

1060.  GonstracUon  d'une  lonction  elliptique.  —  Nous 
allons  commencer  par  construire  une  fonction  entière  qui  admet 
pour  racines  les  points  ou  nombres  x  =  amw  4-  2fi«',  où  Ton 
donne  à  m  et  à  n  des  valeurs  entières  quelconques,  positives,  néga- 
tives ou  nulles. 

Excluant  d'abord  a;  =  o  de  ces  nombres,  supposons  que  Ton 
numérote  les  autres  en  les  rangeant  par  ordre  de  modules  crois- 
sants ou  du  moins  non  décroissants  ;  j'entends  par  là  qu'on  les  nu- 
mérote (en  les  désignant  par  Xi,  «2  ...)  dé  telle  sorte  que 

lacil  <  |a;,[  <[ic,K  ..• 

On  démontre  que,  quels  que  soient  les  nombres  q  et  w'  la 
série  , — p  +  r— p  -H  .*.    est  divergente,    tandis    que    la    série 

] — ^  - — Ti  ^-  •  •  •  est  convergente.  11  en  résulte  (1062)  que  le  pro-  ' 

[Xi   \  \x^  \    . 

duit  de  facteurs  primaires  de  genre  deux 

(^)      [(■-^>''*-*][(-S)''^% 

est  convergent.  Multipliant  ce  produit  par  x,  nous  obtenons  une 
fonction  entière  qui  admet  pour  racine  tous  les  nombres  proposés, 
savoir  oetXi,a;j,  etc.  Nous  désignerons  cette  fonction  entière 
par  <7  (x;  et  écrirons  : 

U/2  - 


<-)=-[(■ -ï>"^^] 


les  facteurs  du  produit  étant  obtenus  en  donnant  à  w  les  valeurs 
Xi,  X29  ••••  c'est-à-dire  les  valeurs  2mG.)  -f-  2/^w^  la  valeur  vo  =0 
exclue. 

Ayant  construit  la  fonction  entière  a'(x),  nous  considérerons  sa 

dérivée  logarithmique  (412)  ^-^ ,  qui  a  pour  pôles  les  points 
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o,  X,,  Xa,  elc.  Celte  fonction,  que  je  désignerai  par  C  (x),  est  le 
quotient  de  deur  fonctions  entières  :  c'est  donc  une  fonction  méro- 
morphe.  Nous  en  obtiendrons  une  expression  algébrique  en  nous 
rappelant  que  la  dérivée  logarithmique  d'un  produit  est  la  somme 
des  dérivées  logarithmiques  des  facteurs  du  produit  (412).  Or,  ladé- 

X        «s 

rivée  logarithmiquer  de  œ  est  -  et  celle  du  facleurf  i  —  -  j«  •*      *" 
est  (quel  que  soit  w^  qui  est  indépendant  de  x)  : 

I  —  ^\  4-  dér.  log.  (»)  de  ««»  "^^  ^, 

c'est-à-dire  (*) 

I        .     1    .     a; 


X  —  w       w       w' 


Considérons  alors  la  série  (série  dont  les  termes  sont  des  fonc- 
tions de  x)  : 

somme  des  dérivées  logarithmiques  des  facteurs  de  a  {x).  On  dé- 
montre que  cette  série  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  distinctes  des  valeurs  o,  x^,  a?,,  pour  lesquelles  un  de  ses 
termes  devient  infini.  Elle  a  donc  pour  somme  une  fonction  de  x 
qui  est  définie  pour  toutes  valeurs  de  x  sauf  pour  a;  =  o,  x, ,  x„  elc. 
Cette  fonction  de  x  est  la  dérivée  logarithmique  Ç  (x)  de  c  (x) 
[on  peut  le  démontrer  en  toute  rigueur]. 

Cela  posé,  supposons  que  nous  dérivions  terme  à  terme»  par 
rapport  à  a?,  la  série  (6)  :  nous  obtenons  la  série 

-ï»  ■*-  ((X  -  xO»  "*"  ^)  "^  ((x-k)»"^^)  ■*"  - 

(*)  Cette  dernière  dérivéca  étant  par  définition  la  dérivée  du  logarUhms 
dt  ew^âui^estla    dérivée    de    l'exposant -+.  j^ .    D'autre   part. 

dér.  kg,  de  (  i  —  ^ j  =  (ttr.  hg,  de  ^£^  «  dér.  log,  de  [x  —  «r) 
+  dir,  tog.  de  (—  w)  =  dér.  log,  de  [x  —  w). 
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On  démontre  que  cette  série  est  toujours  convergente,  sauf 
pour  a:  =  o,  a?,,  a;^,  ...,  et  qu  elle  a  pour  somme  la  dérivée  de  la 
somme  de  la  série  (6),  c'est-à-dire  Ç' (a;) .  Convenons  de  désigner 
cette  dérivée  changée  de  signe  par  le  symbole  p  (x)  :  nous  écri- 
vons 

(7)  Pi^)==-^(^)=^.^^{^^é^-^). 

les  termes  de  la  somme  1  étant  obtenus  en  donnant  à  w  les  valeurs 
Xt,  x^f  ...  définies  plus  haut. 

Les  fonctions  Ç(x)  et  p{x)  ont  manifestement  les  mêmes  pôles, 
savoir  les  points  o,  Xt,  o^i  ...,  et  il  résulte  du  développement  de 
/)  (x).  en  ^  série  de  fonctions  rationnelles  que  ces  pôles  sont  pour 
elles  dps  pôles  doubles.  Partout  ailleurs  la  fonction  p{x)  est  holo- 
morphe. 

1070.  —  Ces  constatations  faites,  je  vais  établir  que  la  fonc- 
tion p  (x)  admet  les  périodes  2co  et  2&y  et  est  par  conséqnent 
une  fonction  èlliptiqae. 

En  effet,on  voit  immédiatement  (*)que  sil'on  change  x  en  x-haw, 

un  terme  quelconque  de  la  somme  ~2  "+"  ^  (  /    — x,  H — s)   se 

transforme  en  un  terme  de  la  môme  somme,  en  sorte  que  la 
somme  ne  change  pas  de  valeur  (et  cela  quelque  soit  x).  Il  en  est 
de  même  si  Ton  change  x  en  x  -h  2(o'.  Donc  quel  que  soit  x  : 

g{x-h-ii^)  =  g  {x)  et  ^  (x  -h  aw')  =g  {x). 

Ainsi,  en  suivant  la  voie  que  nous  venons  d'indiquer,  on  par- 
vient à  construire  une  fonction  elliptique  (*)  de  périodes  données 
quelconques  et  à  en  donner  une  expression  algébrique  [la  série  (7) 
de  fonctions  rationnelles  de  xj.  Ayant  cette  fonction  on  forme  très 
facilement  d'autres  fonctions  elliptiques  de  mêmes  périodes.  Ainsi 
d'après  le  n*  1068,  les  dérivées  successives  p'(x), //(x),  ...  etc., 

(*)  On  vérifie  facilement,  par  contre,  en  se  reportant  au  développe- 
ment de  l^{xi  que  cette  circonstance  ne  se  présentait  pas  pour  ^{x). 

(')  Comme  on  peut  choisir  les  périodes  d'une  infinité  de  manièresi 
il  existe  une  infinité  de  fonctions  p.  Ces  fonctions  ont  été  définies  pour 
la  première  fois  par  Weierstbass*. 
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sont  toutes  des  foDclions  elliptiques  de  périodes  2(ô  et  3«i)'  [on  les 
représente  par  des  séries  en  dérivant,  terme  &  terme,  la  se* 
rie  (7)]. 

Plus  généralement  toute  fonction  rationnelle  de  p  (x),  p'  (x), 
j/  (x)  ...  [c'est-i-dire  toute  fonction  rationnelle  de  plusieurs  va- 
riables y,  z,  u,  ...  que  Ton  suppose  respectivement  remplacées  par 
p{x),  />'(»),  ...]  est  évidemment  une  fonction  méromorphe  de  x, 
qui  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  en  change  x  en  x  +  aoi)  ou 
X  -+-  w'  [puisqu*alors  chacune  des  fonctions  p  (x),  p'(^)»  •••  reste 
inaltérée]  :  c'est  donc  encore  une  fonction  elliptique  de  périodes 
ao)  et  2(ù\ 

1071.  Relation  entre  la  fonction  p  (x)  et  ses  dérivées.  — 

Nous  avons  dit  plus  haut  que  la  série  (7)  est  convergente  pour 
toute  valeur  de  x  distincte  de  o,  Xi,  xs,  ...  Mais  il  résulte  évi- 
demment de  notre  démonstration,  que  si  nous  supprimons  le  fac- 
teur X  dans  a  (x)  et  répétions  lés  calculs  du  n*  1069,  nous  obtien- 
drions pour  la  fonction  p  (x)  [laquelle  en  ce  cas  ne  serait  plus 

elliptique],  ledéveloppement  (7)  moins  le  terme  -§  ,  et  que  ce  déve- 

loppement  serait  convergent  pour  x  =  o  [tous  les  terme  de  la 
sommes  2  pnten  effet  continus  pourx  =  o]  .En  d'autres  termes,  si 

nous  retranchons  -^  de  la  fonction  elliptique  g  (x),  nous  obtenons 

une  fonction  de  x,  holomorphe  pourx  =  o  et  développable,  par  con 
séquent,  en  série  de  Taylor  par  rapport  aux  puissances  entières 
de  X.  On  constate  très  facilement  en  développant  en  série  (*)  la 


fraction  7 rs  aue 

(x  —  u;)*  ^ 


I  X*  X* 


d'où 


p{x) 1  =  a,  X*  -f-flsx' 


(•)  0»  •  ^~^t  -  J?  ('  - 1)   *•  0"  déTdopp,  [i  -  lY*  p., 
rapport  aux  puissances  de  r-  en  appliquant  la  règle  du  n9  840. 
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où  Ton  pose 

Or^  la  somme  ^  ^  est  nulle,  car  ses  termes  se  détruisent  deux 

i   deux   [il   résulte  de   la    définition    des   nombres  to,   que   si 
t»'=  amw-h  2/i(o'  est  Tun  deux,  le  nombre  w'  =  —  amw  —  2nxô 

sera  aussi  Tun  deux,  et  l'on  aura  -^ -{-  ^  ss  o].  On  voit  de  même 

•que  les  sommes  2  w?»  2  û?*'*  sont  nulles.  On  aura  donc  as  =a, 
^=ai  =  ...  =  o  et 

p(a;)  =  ^  -f.  <i,  x«  4-  04  a;*  H-  Oe  x«  -+-  ... 
En  dérivant,  on  déduit  de  là  : 


^1 


P'  W  ==  -^  4-  «o,  X  4-  4  a*  ac»  -h  ...  ; 


fi 


Formons  alors  la  différence  [p(aî)J»  —qP"  (a?),  que  j'écrirai 

J>^{x)  —  gjp'  (x).  Cette  fonction  est  elliptique  d'après  le^n**  1070, 
■et  elle  ne  saurait  avoir  d'autres  pôles  que  ceux  de  p{x)  etp'(a;)« 

I  S    fln 

Mais,  au  voisinage^  de  a?  ==  o,  on  a  p*  (x)  —  g  /)'  (x)  =  -jp  -!-•.., 
les  termes  contenant  des  puissances  négatives  de  x  se  détruisant. 
Donc  p*  (x)  —  g  p"  (x)  est  holomorphe  pour  x  =  o  et  n'a,  en  con- 
séquence, aucun  pôleiTinlérieur  du  parallélogramme  des  périodes 
que  nous  avons  appelé  P^  (1067).  Mais,  d'après  le  n*  1068,  une 
fonction  elliptique  qui  n'a  pas  de  p61e  dans  un  quelconque  de  ses 
parallélogrammes  des  périodes  se  réduit  à  une  constante.  Donc 
notre  différence  n'est  pas  une  fonction  de  x,  et  Ton  a 

(8)  p^  (x)  —  g  p^  (a;)  =  C  (C  nombre  constant) 


Digitized  by  LjOOQIC 


456  ANALYSE  DE  LA  NOTION  DÏ  FONCTION 

La  fonction  p  (ce)  et  sa  dérivée  seconde  p'  {x)  sont  liées,  pour 
toute  valeur  de  x,  par  cette  relation  fondamentale  (8). 

De  la  relation  (8)  nous  déduisons  aisément  une  relation  liant 
p  (x)  à  sa  dérivée.  Multiplions  en  effet  par  p'  [x)  les  deux  membres 
de  (8)  il  vient  : 

p'(a;)p'(x)-Jp'(«)p'(x)  =  Cp'(a,); 

le  premier  membre  dé  cette  nouvelle  égalité  est  à  une  constante 

^p(xW         I 
près  la  dérivée  de  ^^\j [p'  [x)y  ;  le  second  membre  est  i 

une  constante  près  la  dérivée  de  Cp  (x)  ;  nous  pouvons  donc  écrire: 
£^  —  ~  p'«(.r)  =  C  p{x)  -H  D  (D  constante) 


ou 


(9)  p'^(x)  =  lip\x)  —  12  Cp'{x)  -  la  D. 

1072.  Inversion  dep{x)  :  intégrale  elliptique.  -^  Nous- 
allons  tirer  de  la  relation  (g)  un  résultat  remarquable  et  à  pre- 
mière vue  inattendu.  Posons  y  =  p  {x),  et  pour  simplifier» 
—  12  C  =  a,  —  12  D  =  /3.  Nous  avons 

dy ^    j.  ,^^  I 

considérons  alors  x  comme  fonction  de  y  ;  c'est-à-dire  envisageons 
la  fonction  inverse  de  la  fonction  y  =  p(x),  fonction  inverse  que 
je  désignerai  par  la  nolation  x  =  arg  /)()').  Nous  aurons 

r  dy 

(10)  x=    I     y,      8    /  '      \    ô  +  constante 

En  d'autres  la  fonction  x  =  arg  p{y)  est  fonction  primitive  de  la 

fonction  - =. ,  que  nous  ne  savions  pas  jusqu'ici  in- 

v/4  y'  H-  «j  -+-  & 
tégrer  :  Tintégrale  (lo)  [intégrale  d'une  expression  contenant  la  ra- 
cine d*un  polynôme  du  troisième  degré  par  rapport  à  la  variable] 
est  dite  «  intégrale  elliptique  ».   On  peut  la  calculer,  nous    h 
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Voyons  (^),  en  effectuant  l'inversion  de  la  fonction  elliptique/)  (x). 
Plus  généralement,  on  peut,  au  moyen  des  fonctions  elliptiques^ 
réaliser  l'intégration  d'un  grand  nombre  de  fonctions  dont  Tinté- 
graie  n'est  point  une  fonction  algébrique  ou  transcendante  élémen- 
taire au  sens  du  n""  453. 

1073.  —  Nous  pourrions  poursuivre  longtemps  l'énumération 
des  propriétés  des  fonctions  elliptiques.  Nous  pourrions  aussi,  en 
prenant  ces  fonctions  pour  modèles,  construire  de  nouveaux  types^ 
plus  compliqués  —  mais  bien  remarquables  —  de  fonctions  ana- 
lytiques. Telles  sont  les  fonctions  abéliennes,  qui  sont  des  fonc- 
tions périodiques  de  plusieurs  variables  et  peuvent  avoir,  elles,  plus 
de  deux  périodes  (comparer  n**  1067).  Telles  sont  aussi  les  fonc- 
tions modulaires  et  les  fonctions  fuchsiennes  d'Henri  Poincaré 
(voir  793)  qui  ne  sont  pas  périodiques,  mais  qui  se  reproduisent 
(reprennent  le  même  ensemble  de  valeurs)  dans  une  série  de  ré- 
gions contiguês  :  régions  moins  simples  que  les  parallélogrammes 
des  fonctions  elliptiques,  mais  qui  forment  comme  ceux-ci  un  ré- 
seau recouvrant  tout  le  plan,  et  qui  se  correspondent  point  par 
point. 

Mais  nous  sommes  obligés  de  nous  limiter,  et  nous  n'ajouterons 
qu'un  trait  à  la  rapide  esquisse  qui  précède.  Nous  allons  indiquer 
en  quelques  mots  comment  se  présente,  du  point  de  vue  de  la 
théorie  générale  des  fonctions,  le  problème  de  l'intégration  des 
équations  différentielles. 

1074.  Intégrales  des  équations  différentielles.   —  Par  des 

considérations  géométriques  intuitives  nous  avons  reconnu  (575) 
que  toute  équation  différentielle  du  premier  ordre  : 

(«0  '^  =  /(^'r)' 

(*)  En  intervertissant  les  rôles  des  variables,  on  peut  dire  que,  si  y  est 

une    fonction    primitive  de    la   fonction  ^-^——  —  de  a:,   on  a 

y  =  arg  p  {x),  oux  =  p  {y)i  j'entends  par  là  que  x  sera  la  fonction  p (t^) 
obtenue  pour  un  choix  convenable  des  périodes  2a>  et  2uj'  d'où  nous 
sommes  partis  au  n9  1069. 
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—  OÙ  /(rc,  y)  est  une  fonction  réelle  connue  de  a?  et  y  —  pos- 
sède des  solutions  :  je  veux  dire  que  cette  équation  définit  des 
courbes-intégrales,  donc  des  fonctions  y  de  x.  Cependant  les  con- 
sidérations du  n°  676  ne  fournissent  pas  —  nous  l'avons  dit  — 
une  preuve  rigoureuse  de  l'existence  des  solutions  :  elles  ne  nous 
assurent  pas,  surtout,  que  ces  intégrales  sont  bien  des  fonctions 
analytiques  au  sens  du  présent  chapitre.  Pour  lever  tous  les  doutes 
&  cet  égard,  il  faudra  —  ainsi  que  nous  l'avons  fait  à  propos  de  la 
définition  des  intégrales  définies  (chap.  II)  —  substituer  l'analyse 
algébrique  à  l'intuition  géon^étrique. 

Cauchy,  le  preniier,  a  montré  en  toute  rigueur  que  sd  la  Tone- 
tion/(a;,  y)  est  ane  fonction  holomorphe  de  x  et  y  pour  les 
Yaleors  de  ces  anantités  respectivement  voisines  de  Xo  et  yot 
l'éanation  (11)  admet  une  intégrale  et  nne  seule  qui  prend  la 
valeur  yo  ponr  x=xq  et  est  une  fonction  holomorphe  de  x 
pour  X  voisin  ûbxq. 

La  démonstration  de  ce  théorème  se  rattache  directement  aux 
principes  de  la  théorie  des  fonctions  que  nous  avons  exposés  plus 
haut.  On  établit  que  l'équation  est  satisfaite  si  Ton  y  remplace  y  par 
une  série  de  puissances  de  {x  —  Xq),  laquellere  présente  une  fonction 
holomorphe  de  x  é^ale  à  y^  pour  x  =x^  [voir  la  fin  du  n*  1047J. 

Nous  nous  contenterons  de  montrer  comment  on  peut  calculer 
la  série,  et  nous  laisserons  de  côté  la  partie  la  plus  délicate  de  la 
démonstration  de  Cauchy  par  laquelle  il  est  prouvé  que  la  série 
obtenue  est  bien  absolument  convergente  pour  les  valeurs  de  x 
voisines  de  x^  (•). 

1075.  —  Nous  partons  de  cette  hypothèse  que/(x,y)  est  holo^ 
morphe,  donc  développable  en  série  de  Taylor  sous  la  forme  (*) 

/(^  j)  =  «00  -^  «10  (^  —  a:o)  -h  Oo,  (j  —  yo)  H-  a^^  {x  —  aco)' 

Posons  alors  a  priori  (^) 

.  (^)  Voir  supra  p.  426,  doIô  2. 

{')  Les  coefficients  Oqq,  ai  g  (que  nous  représentons  par  des  symboles 
affectés  de  doubles  indices,  cf.  n<'364)  ont  respectivement  les  valem 
spécifiées  au  n^STS. 
(^)  Nous  choisissons  le  premier  terme  de  telle  sorte   que   l'on   ait 

y  =*  y%  pont  X  =  xq. 
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<ia)  y=y^  -h  G,  (a:  — Xo)  4-  C,  (a:  —  Xo)»-4-  ..., 

et  cherchons  à  déterminer  les  valeurs  inconnues  dé  Ci,  G,...  par  la 
méthode  des  coejficienls  indéterminés  (^850).  Remplaçant  (y  —  y©) 
par  la  série  G,  {x  —  x©)  -^  C%{x  —  x^f  -4-  ...  dans  le  développe- 
ment de/(a:,y),  nous  transformons  ce  développement  en  une  somme 
de  puissance  de  [x  —  x^)  que  nous  pouvops  ordonner.  La  ëomme 
doit  être  égale  à  la  dérivée  de  y,  donc  à  la  série  obtenue  en  dérivant 
4erroe  à  terme  la  série  (12).  J'ai  dès  lors  l'égalité 

C,  -h  2  C,  (a?  —  aro)  -h  3  G,  (x  —  x^Y  -f-  ... 

=  «00  4-  [flio  (a:  —  aro)  -foo,  G,  (a;  —  xjj 

4-[aoi92(^~»o)*+Ofo(^--arJ«H-a,.Gj(x  — ,Xo)*4-ao,Ci*(x— a'o)gjH-... 

L'égalité  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  x^  il  faut,  comme  on 
sait  (cf.  849),  que  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  (x  —  x^) 
soient  égaux  dans  les  deux  membres,  donc  que 

Gi=ao,;aC,  =  aip-i-aojCj;3Gg  =  a<>,C, -!-a,o-+-aiiC,+aotCj*,,etc. 

Ces  égalités  — lorsqu'on  les  résout  successivement  —  font  connaître, 
d'abord  la  valeur  de  G,,  puis  celle  de  G,,  puis  celle  de  Cj,  etc. 

Ainsi  nous  seront  fournis  autant  de  termes  que  nous  voudrons 
delà  série  (13). 

1076.  —  Le  théorème  de  Cauchy  qui  établit  l'existence  de  fonc- 
tions analytiques  intégrales  d'équations  différentielles  du  premier 
ordre  est  appelé  théorème  d*existence.  On  démontre  des  théorèmes 
analogues  concernant  les  équations  d'ordre  quelconque,  les  systèmes 
d'équations  différentielles,  et  les  équations  ou  systèmes  d'équations 
aux  dérivées  partielles. 

Une  fois  établie,  d'ailleurs,  Vexistence  locale  des  intégrales  — 
dans  le  cas  de  l'équation  (9)  cette  existence  est  établie  au  voisi- 
nage de  conditions  initiales  déterminées  Xq,  y^  (477)  —  il  res- 
tera à  suivre  ces  fonctions  dans  tout  leur  domaine  d'existence,  à 
déterminer  et  à  étudier  leurs  singularités^  à  découvrir  leurs  pro- 
priétés caractéristiques.  C'est  ici,  sous  une  forme  particulière,  le 
problème  essentiel,  le  problème-type,  de  la  théorie  générale  des 
fonctions  que  nous  retrouvons  : 
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Une  équation  différentielle  définit  un  type  de  correspondance 
fonctionnelle  entre  plusieurs  variables  :  notre  tâche  consiste  à  ana- 
lyser cette  correspondance  (cf.  1013). 

IO77.  —  Tâche  ardue,  certes,  hérissée  d'obstacles,  féconde  en 
belles  su  prises  aussi. 

J'emploie  ces  derniers  mots  à  dessein,  car  ils  caractérisent  bien 
l'altitude  des  savants  contemporains  à  l'égard  de  leurs  études, 
attitude  qui  rappelle  à  s'y  méprendre  celle  du  philosophe  spécula-  • 
tour  de  l'antiquité,  partant  en  voyage  d'exploration  pour  découvrir 
le  monde  des  idées.  Le  rapprochement  s'impose  à  notre  esprit  et  il 
va  nous  aider  à  dégager  la  conclusion  à  laquelle  conduit  l'examen 
des  théories  qui  servent  de  base  aux  mathématiques  modernes. 
Après  une  lenle  et  complexe  évolution,  il  semble  que  la  science 
se  retourne  maintenant  vers  son  idéal  primitif,  il  semble  que 
l'âme  du  mathématicien  redevienne  hellène. 

C'est  que  la  superbe  illusion,  sur  laquelle  pendant  deux  siècles 
l'algèbre  a  vécu  et  grandi,  se  dissipe  aujourd'hui.  Transporté  par 
les  premières  manifestations  de  sa  puissance  synthétique,  l'homme 
a  déclaré  :  «  La  science  est  mon  œuvre  ;  c'est  une  construction  dont 
je  suis  l'architecte;  rien  n'est  plus  faux  que  l'attitude  passive  du 
géomètre  grec,  de  ce  rêveur  qui  se  borne  à  enregistrer  des  faits  et 
à  péchera  la  ligne  de  jolis  théorèmes.  »  Et  voici  qu'aujourd'hui  les 
limites  de  notre  puissance  de  synthèse  apparaissent  aux  moins  clair- 
voyants. Au-dessus  de  l'édifice  de  la  science,  il  y  a  quelque  chose, 
qui  n'est  pas  notre   fait.  Il  y  a  un  monde  d'idées  (comme,  par 
exemple,  l'ensemble  des  idées  se  rattachant  à  la  notion  de  fonction, 
infiniment  plus  riche  que  toutes  nos  constructions),  — un  monde 
d'idées  que  nous  nous  efforçons  de  pcuétrer  sans  espoir  d'y  réussir 
jamais  complètement,  et  dont  par  des  procédés  de  projection  aussi 
peu  déformants  que  possible,  nous  devons  essayer'de  dresser  la  carte. 
Ce  sont  les  Grecs  qui  avaient  raison.  La   recherche  scientifique 
est  une  contemplation  de  l'esprit  ;  mais  c'est  quoi  qu'en  ait  dit 
Platon,  une  contemplation  qui  suppose  une  industrie  préalable.  — 
Nous  avons  dépassé  les  Grecs  le  jour  où  nous  avons  reconnu  que 
pour  voir  loin  et  profondément  il  est  nécessaire  de  s'aider  d'ins- 
truments, de  travaux  d'art  et  d'échafaudages. 
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NOTES   CHRONOLOGIQUES   ET   HISTORIQUES 
SUR  LES  PRINCIPAUX  MATHÉMATICIENS  ANTÉRIEURS 
A  L'ÉPOQUE  CONTEMPORAINE  QUI  SONT  :  CITÉS 
AU  COURS  DE  LOUVRAaE 


Ahmes  (Egypte),  commencement  du  deuxième  millénaire  avant 
J.-C,  auteur  du  Papyrus  Rhind,  voir  tome  I,  p.  a  et  passim. 

Thaïes  de  Milet  (vers  600  avant  J.-C.)»  le  plus  ancien  géomètre  de 
la  Grèce  dont  le  nom  nous  soit  connu  ;  il  semble  n'avoir  guère  eu  que 
des  connaissances  pratiques,  empruntées  en  grande  partie  aux  Egyp- 
tiens (voir  tome  I,  p.  i83). 

Pyihagore  de  Samoa  (vi*  siècle  avant  J.-C),  fonda  dans  la  grande 
Grèce  une  école  philosophique  qui  exerça  une  influence  considérable 
sur  la  pensée  grecque  ;  Técole  de  Pythagore  fut  dispersée  après  sa  mort 
(5oo  avant  J.*G.),  mais  il  y  eut  plus  tard  et  jusqu'en  vers  Tan  4ooou  35o 
des  néo-pythagoriciens.  Les  Pythagoriciens  poussèrent  fort  avant  Pétude 
des  propriétés  des  nombres  et  des  figures  (polyèdres  réguliers  en  par- 
ticulier) ;  ils  donnaient  de  ces  propriétés  une  interprétation  ^mystique 
sur  laquelle  ils  avaient  fondé  une  métaphysique  restée  pour  nous  fort 
obscure, 

Hippocrate  de  Chios,  commerçant  d'origine,  enseignait  à  Athènes 
vers  4oo  avant  J.-C.  Il  s'occupa,  notamment,  de  la  quadrature  du 
cercle  et  de  diverses  courbes  particulières. 

A^hytas  de  Tarente  (5*-4*  siècle),  homme  d'état  et  général,  appar- 
tenait à  l'école  pythagoricienne  ;  son  enseignement  fut  recueilli  par 
Eudoxeet  Platon  lors  de  leurs  voyages  en  Sicile.  Sur  les  courbes  gau- 
ches étudiées  par  Archytas,  voir  n*"  !i5a. 

Platon  (429*347),  disciple  de  Socrate,  fut  le  fondateur  de  Fécole 
phylosophique  appelée  Académie,  à  Tentrée  de  laquelle  était  inscrite 
la  fameuse  devise  :  Nul  n'entre  ici  s'il  n'est  géomètre  ((jiv^Seïc  i^eofAl- 
xpT^xo;;  ètaixcj,  voir  n°  5a).  Platon  (ut  mis  par  ses  voyages  au  courant  des 
plus  récentes  découvertes  mathématiques,  Il  connut  Théétète  à  Cyrène, 


Digitized  by  LjOOQIC 


462  APPENDICE 

Archylas  à  Tarente,  et  visita  TEgypte.  Les  principaux  sujets  mathéma- 
tiques qui  l'occupèrent  paraissent  avoir  été  la  théorie  des  grandeurs 
incommensurables  (étudiées  par  la  méthode  d'exhaustion)  et  les  proprié- 
tés des  '  polyèdres  réguliers/qui  tiennent  une  grande  place  dans  les 
mythes  d^  dialogues  de  Platon  (ces  corps  ont  été  longtemps  appelés^ 
solides  de  Platon),  Enfin  Platon  s'occupa  de  la  théorie  de  la  démonstra- 
tion :  on  lui  doit,  s'il  faut  en  croire  Proclus,  la  création  de  la  méthode 
analytique  (il**  227).  On  pourra  consulter  sur  Platon  mathématicien 
l'ouvrage  de  M,  Milhaud.  Les  philosophes  géomètres  de  la  Grèce,  Platon 
et  ses  prédécesseurs  y  Alcan,  1900. 

«  Théétète  d'Athènes  »,  dit  un  passage  de  Suidas,  astrologue,  philo- 
sophe, disciple  de  Socrate,  enseigna  à  Héraclée.  Il  écrivit  le  premier 
sur  les  cinq  solides  [polyèdres  réguliers],  comme  on  les  appelle.  11  vivait 
après  la  guerre  du  Péloponète  ».  Théétète  est  l'auteur  d'une  classiQ- 
cation  géométrique  des  grandeurs  irrationnelles. 

Eudoze  de  Cnide  (né  vers  407,  mort  vers  554  avant  J.-C.)  était, 
dit  Paul  Tannery,  tin  sophiste  dans  le  vrai  sens  du  mot,  c*est-à-dire  un 
homme  universel  pouvant  professer  sur  tous  les  sujets,  sur  la  morale,, 
comme  sur  la  médecine,  sur  la  géométrie  comme  sur  la  théologie  ;  mais 
avant  tout  c'était  un  astronome.  Eudoxe  avait  visité  l'Egypte  et  la 
Sicile  où  il  reçut  l'enseignement  d'Archy tas.  Il  vint  aussi  à  Athènes  et 
y  eut  des  rapports  étroits  avec  Técolede  Platon.  Il  fonda  lui-même  une 
école  mathématique  à  Cyziqne  sur  la  mer  de  Marmara.  Eudoxe  passe 
pour  être  l'auteur  de  la  théorie  des  proportions  exposée  aux  livres  V  et 
Yl  des  éléments  d'Euclide. 

Hénêohme  (né,  suivant  Suidas,  en  Ghersonnèse  ou  en  Proponlide,. 
vers  375  avant  J.-C),  fut  élève  de  l'école  de  Cyzique.  Il  passe  pour  l'in- 
venteur des  sections  coniques  (voir  n"  337). 

Aristée  (4*  siècle  avant  J.-C).  auteur  d'un  traité  sur  les  lieux  solides 
[sections  coniques]  qui  a  été  perdu. 

Aristoto  (né  à  Stagire,  Macédoine»  en  384.  mort  à  Chalcis  en  Euhée 
en  333  avant  J.-C).  Ce  sont  lès  sciences  naturelles  qui  doivent  le  plus 
à  Aristote  ;  mais,  en  analysant  et  formulant  les  règles  de  la  logique,  il 
exerça  aussi  une  grande  influence  sur  le  développement  ultérieur  des 
méthodes  mathématiques  (les  méthodes  de  Técole  d'Euclide,  en  parti- 
culier :  voir  à  ce  sujet  les  Étapes  de  la  Philosophie .  matliématlque  de 
M.  Brunschvicg). 

Enclidë  (vers  335-376  avant  J.-C),  le  plus  connu  des  géomètres 
de  la  Grèce,  mais  l'un  de  ceux  sur  la  vie  desquels  nous  sommes  le  moins 
bien  renseignés.  Euclide  étudia  sans  doute  à  Athènes.  Il  professa  ensuite 
à  Alexandrie  qui  devint,  au  début  du  3*^  siècle,  le  centre  scientifique  le 
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plus  important  du  monde  grec.  —  Euclide  composa  divers  traités  et 
Fourrage  [immortel  :  Éléments  {TCQiX9'iOi)t  qui  résume  les  connaissances^ 
acquises  par  les  Grecs  en  géométrie  depuis  Pythagore.  Les  ÉlémenU  sont 
sans  doute,  en  grande  partie,  une  compilation  d* ouvrages  antérieurs 
.  (cf.  n**  167),  et  il  est  difficile  de  savoir  quelle' part  revient  à  Euclide- 
dans  leur  composition. 

D'innombrables  éditions  d'Euclide  ont  été  publiées  depuis  la  Renais- 
sance d*après  divers  manuscrits.  Signalons  en  particulier  Tédition  de 
Heiberg(Teubner  7  vol.  iSSS-gS)  et  la  traduction  libre  accompagnée  de 
commentaires  de  Heath  {The  tkirteen  looks  of  Euclid's  Eelments,  3  vol. 
Cambridge  1908).  Nous  avons  fait  aussi  quelques  renvois  à  l'édition 
Peyrard  (Paris  181 4- 18,  3  vol.)  où  le  texte  est  accompagné  d*une  double 
traduction  française. 

Axchimède  de  Syracase  (287-213  avant  J.-C),  fut  sans  doute  le 
géomètre  le  plus  profond  et  le  plus  inventif  de  l'antiquité.  La  variété  et 
l'originalité  de  ses  méthodes  de  démonstration  étonnent  le  lecteur  mo- 
derne (').  Après  un  long  séjour  à  Alexandrie,  où  il  connut  les  géomètres 
euclidiens^  Archimède  se  fixa  définitivement  à  Syracuse  et  consacra  sa 
vie  à  la  science.  Ses  travaux  géométriques  portèrent  surtout  sur  les 
sections  coniques,  sur  les  spirales  et  sur  l'évaluation  des  aires  et  volu- 
mes :  ils  sont  exposés  principalement  dans  les  traités  suivants  : 

Sar  la  sphère  et  le  cylindre  (ïlepî  a<pa(pa;  yai  xjXtvSpob;), 

De  la  mesure  du  cercle  (KuxXoj  jjiéxpT^atc),   - 

Des  conoïdes  et  sphéroïdes  (Qsp'  xwvoeioîoav  xai  o^itpoetoicuv). 

Quadrature  de  la  parabole  (x6tp«Y<«*^-«lA0<  icapaSo'.r^c), 

Sur  les  lignes  spirales  (ircpt  èXixûiv). 

Les  traités  sur  l'équilibre  des  plans  et  sur  les  corps  flottants  sont 
consacrés  à  la  science  appliquée  :  on  y  trouve  on  particulier  la  théorie  du  / 

levier  (*)  et  celle  du  principe  d'hydrostatique  dit  principe  d' Archimède. 

En  manière  de  passe  temps,  et  pour  satisfaire  son  ami,  le  roi  Hiéron, 
Archimède  s'occupait  aussi  de  mécanique  pratique.  Qn  sait  que  se* 
machines  de  guerre  arrêtèrent  et  épouvantèrent  1  armée  romaine  qui 


(*)  Un  pelil  traité  récemment  retrouvé,  et  publié  en  1907  (BibUotheca  mathe- 
tieaf  1907  :  Un  traité  de  géométrie  Jnédit  d* Archimède),  a  apporté  de  précieuses 
lumières  sur  les  procodés  qui  constituaient  pour  Archimède  la  méthode  de 
découverte  (soigneusement  distinguée  par  les  anciens  de  la  méthode  d'exposition 
et  démonstration]  :  ces  procédés  sont  presque  identiques  à  ceux  du  calcul  inté- 
gral moderne. 

(*)  On  connaît  la  phrase  célèbre  qii'Archimôde  est  censé  avoir  prononcé  après- 
avoir  inventé  le  levier  :  Soc  fxoi  iroû  <Jia)  X2i  xivû  tt;v  ^V  (donne-moi  un 
point. d*appui  et  je  mouvrai  la  terre). 
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vint  attaquer  Syracuse  sous  'le  commandement  de  |MarceIlus  pendant 
la  seconde  guerre  punique.  La  ville  ne  fut  conquise  que  par  surprise  et 
après  un  siège  laborieux  :  un  des  soldats  qui  y  entrèrent  perça  Archi- 
mède  de  son  épée  (*). 

«  Archimède,  dit  Plutarque,  ne  daigna  jamais  laisser  le  naoindre 
écrit  de  la  manière  de  dresser  ces  machines  qu'il  venait  d'employer  si 
heureusement;...  car,  regardant  la  mécanique  et  en  général  tout  ce  qui 
naît  du  besoin  comme  des  arts  ignobles  et  de  vih  métiers,  il  ne  s'appli- 
qua qu'aux  sciences  dont  la  beauté  et  Texcellence  ne  sont  en  rien  mêlées 
avec  la  nécessité,..,  et  dans  lesquelles  la  démonstration  dispute  le  prix 
à  la  beauté  de  la  matière.  Et  il  ne  faut  pas  rejeter  comme  incroyable  ce 
qu'on  .dit  de  lui,  que,  sans  cesse  enchanté  par  une  sirène  domestique, 
qu'était  sa  géométrie,  il  oubliait  de  boire  et  de  mafiger  et  négligeait 
tous  les  soins  de  son  corps  ;  que,  traîné  souvent  par  force  au  bain  et 
aux  exercices,  il  traçait  sur  les  cendres  du  foyer  des  figures  de  géomé- 
trie, et  enfin  que,  sur  son  corps  frotté  d'huile,  il  tirait  des  lignes  avec 
le  doigt  tant  il  était  transporté  hors  de  lui-même  par  le  plaiéir  de  cette 
^tude  el  véritablement  épris  de  la  fureur  des  muses  »  •  (  Vie  de  Marcellus)  ('). 


(^)  Suivant  Tune  des  versions  rapportées  par  Plutarque,  Archimède  était  appli" 
que  à  quelque  ûgure  de  géométrie  lorsque  le  soldat  alla  à  lui  l'épée  à  la  main 
pour  le  tuer.  «  Archimède  le  voyant,  le  pria  et  le  conjuia  d*altendre  un  moment 
«fin  qu'il  n'ait  pas  le  déplaisir  de  laisser  son  problème  imparfait  et  sans  Tavoir 
démontré  ;  mais  le  soldat  ne  se  souciant  ni  de  son  problème,  ni  de  sa  démons- 
tration, le  perça  de  son  épée.  » 

(^)  Archimède  était  lié  d'amitié  avec  Gonon  de  Samos,  professeur  de  mathé- 
matiques k  Alexandrie  et  il  avait  coutume  de  lui  communiquer  les  résultats  de 
ses  recherches.  Après  la  mort  de  Gonon  il  eut  pour  correspondant  ordinaire 
l'un  des  amis  de  ce  dernier,  Dosithée.  G'est  à  ce  Dosithée  que  sont  dédiés  la 
plupart  des  traités  d'Archimède  que  nous  possédons.  Gitons^  pour  donner  une 
idée  de  la  méthode  de  travail'  d' Archimède,  le  début  du  traité  sur  les  lignes 
spirales  (traduction  Peyrard  p.  ai 5). 
«  Archimède  à  Dosithée  salut. 

«  Tu*me  pries  sans  cesse  d'écrire  les  démonstrations  des  théorèmes  que  j^avais 
envoyés  à  Gonon.  Tu  as  déjà  plusieurs  de  ces  démonstrations  dans  les  livres 
qu'Heraclide,  t'a  portés,  et  je  l'en  envoie  quelques  autres  qui  se  trouvent  dans 
celui-ci.  Ne  sois  pas  étonné  si  j'ai  ditléré  si  longtemps  de  mettre  au  jour  les 
démonstrations  de  ces  théorèmes.  La  cause  en  a  été  que  j'ai  voulu  laisser  le 
temps  de  les  trouver  aux  personnes  versées  dans  les  mathématiques  qui  auraient 
désiré  s'occuper  de  cette  recherche.  Gar  combien  y  a-t-il  de  théorèmes  de  géo- 
métrie qui  paraissent  d'abord  ne  présenter  aucun  moyen  d'être  connus  et  qui 
dans  la  suite  deviennent  évidents  }  Gonon  mourut  sans  avoir  eu  le  temps  de 
trouver  ces  démonstrations,  et  a  laissé  à  ces  théorèmes  leur  obscurité  ;  s'il  eût 
vécu,  il  les  eût  trouvées  sans  doute  ;  et,  par  ces  découvertes  et  par  plusieurs 
autres,  il  eût  reculé  les  bornes  de  la  géométrie.  Gar  nous  n'ignorons  pas  que 
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L*édition  la  plus  récente  des  ouvrages  d'Archim^de  est  celle  de  Heîbcrg 
(Teubner,  ^  vol.  1880-^81).  Signalons  aussi  la  traduction  libre  avec 
commentaires  de  Heath.:  The  works  of,  Ârchimedes  (Cambridge,  1897) 
et  la  traduction  française  de  Peyrard. 

Apollonias,  né  à  Perga  (Pamphylie)  sous  le  r^gne  de  Ptolémée 
Energèle  (247-222  avant  J.  C)  fut  à  Alexandrie  l'élève  de  Técole  eucli- 
dienne. Son  traité  en  huit  livres  sur  les  sections  coniques  (le  huitième 
livre  est  perdu)  —  Ktovtxà  —  fit  autorité  jusqu'au  xvu*  siècle  ;  il  excitait 
déjà  l'admiration  des  contemporains  d'Apollonius  et  lui  valut  le  nom 
de  «  grand  mathématicien  » . 

L'édition  la  plus  récente  des  œuvres  d'Appollonius  est  celle  de 
Heiberg  (Teubner,  2  volumes,  1891-93).  Healh  en  a  donné  une  tra- 
duction libre,  accompagnée  de  commentaires:  Apollonius  of  Perge^ 
Cambridge  1896. 

Eratosthène  de  Cyrène,  contemporain  et  ami  d'Archimède  :  voir 
n'  29. 

Hypsiclet,  Nioomèda,  Dioolès  :  voir  Vlndex. 

Hipyarqilê,  astronome  né  à  Nicée,  Bithynie,  vers  160  avant  J.-C, 
filé  plus  tard  à  Rhodes,  fut  Tun  des  promoteurs  de  la  trigonométrie 
(voir  n<*  147). 

Héron  d* Alexandrie,  qui  vécut  au  i''  ou  n^  siècle  après  J.-C.  — 
L'un  de  ses  principaux  ouvrages  fut  récemment  retrouvé  :  les  Mé- 
triques (édité  par  Schoene,  Leipzig,  i9o3).  Cet  ouvrage  contient,  à 
côté  de  nombreuses  formules  qui  intéressaient  surtout  les  arpenteurs 
et  les  géodésiens,  la  solution  d'importantes  questions  de  stéréométrie -, 

cet  homme  avail  une  capacité  et  une  induatrie  admirable  dans  cette  science. 
Plusieurs  années  sb  sont  écoulées  depuis  sa  mort,  et  je  ne  sache  pas  cependant 
qu*il  se  soit  trouvé  personne  qui  ait  résolu  quelqu'un  de  ces  problèmes.  Je  vais 
les  eiposer  tous  les  uns  ^près  les  autres  ». 

(*}  La  dédicace  du  Livre  I,  adressée  à  Eudème  de  Pergame,  donne  une  idée 
de  la  genèse  de  l'ouvrage.  En  voici  la  traduction  : 

c<  Apollonius  à  Eudème  salut. 

Si  vous  êtes  en  bonne  santé  et  en  des  circonstances  qui  vous  agréent,  c'est 
tant  mieui  ;  je  ne  suis  pas  mal  quant  à  moi.  Lorsque  j'étais  avec  vous  à  Per- 
game  je  remarquai  que  vous  souhaitiez  connailre  mes  tra>aux  sur  Les  coniques  : 
je  vous  envoie  donc  le  premier  livre  que  j'ai  corrigé  ;  je  vous  ferai  parvenir 
également  les  livres  suivants  dès  que  je  les  aurai  mis  au  point.  Vous  n*avez  pas 
oublié,  je  suppose,  ce  que  je  vous  ai  dit  :  que  j*ai  entrepris  cette  œuvre  à  l'ins- 
tigation de  Naucrales  le  géomètre,  à  l'époque  où  il  vint  à  Alexandrie  et  séjourna 
avec  moi,  et  qu'après  avoir  composé  mes  huit  livres,  je  les  lui  communiquai 
aussitôt  et  trop  précipitamment  sans  les  avoir  revus  suffisamment  (car  il  allait 
se  réembarquer)  :  j'avais  éerit  les  choses  comme  elles  me  venaient  à  l'esprit 
avec  rintention  d'y  revenir  plus  tard.  Je  vais  donc  maintenant  publier  successi" 
vement  les  différentes  parties  de  mon  œuvre  à  mesure  qu'elles  seront  oorrigées.  » 

'  Bouraocz.  — -  L«a  Principes  de  l'Analyse  mathématique.  II  3o 
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Une  édition  complète  des  œuvres  d^Iléron  est  en  cours  de  publication 
chez  Teubncr  (commencée  par  Wilh.  Schmidt^  continuée  par  Heiberg). 

Ptolémée  d* Alexandrie  (n*  siècle  après  J.-C),  auteur  du  grand  traité 
d'astronomie  i/lt^i\r^  Œjvia^ic  connu  sous  le  nom  arabe  d^Almagesle 
(voir  tome  i,  p.  68)  [Edition  Heiberg,  Teubner,  4  vol.,  igoS-iaj. 

Pappas  d'Alexandrie  vécut  à  la  fm  du  m"  siècle  après  J.-C.  Les 
malhémaliques,  à  celte  époque,  ne  ^brillent  plus  du  même  éclat  que  du 
temps  d'Ëuclide  :  nous  sommes  dans  la  période  que  G.  Loria  a  appelée 
periodo  argenleo.  L'ouvrage  de  Pappus,  Collections  malhématvjues, 
est  cependant  d'une  grande  importance,  et  par  les  travaux  antérieurs 
qu  il  nous  fait  connaître,  et  par  les  commentaires  dont  il  lesaccompagne 
(^a/Àe/na^ic!e  co^/ec/Aone^,  édition  II ultsch,  3  vol.,  Berlin,   1875-78). 

Diophante.  première  moitié  du  iv®  siècle  après  J.-C.(?). —  Sur  la  vie 
de  ce  mathématicien  nous  n'avons  que  de  très  rares  et  vagues  indica- 
tions, telles  que  celles  qui  nous  sont  fournies  par  Ténoncé  du  problème 
d'algèbre  rapporté  au  n°  336.  La  grande  originalité  de  Diophante, 
consista  à  faire  rentrer  dans  TArithméiique  théorique  l'art  du  calcul, 
ou  logistique,  qui  était  exclu  de  la  science  par  les  géomètres  tra- 
ditionalistes (cf.  n^  373).  Diophante  perfectionna»  d'autre  part,  le 
mécanisme  du  calcul  en  créant  des  notations  symboliques  nouvelles. 
Il  fut  ainsi,  chez  les  GreCs,  le  père  de  l'algèbre.  L'ouvrage  principal  de 
Diophante  ('),  les  Arithmétiques  ("ApiBjjLTjTixà),  comprenait  originelle- 
ment i3  livres.  Il  est  manifeste  que  toutes  les  qfuestions  traitées  dans  cet 
ouvrage  ne  peuvent  pas  avoir  été  posées  et  résolues  par  un  seul  homme. 
Les  Arithmétiques  devaient  donc  être,  comme  les  Éléments  d'Euclide, 
un  recueil  réunissant  des  résultats  déjà  connus.  Cet  ouvrage  exerça 
une  grande  influence  en  Occident  lors  de  la  renaissance  des  études 
mathématiques.  H  fut  traduit  en  arabe  au  x*  siècle;  Stevin  en  donna 
quatre  livres  en  français,  dans  sott  Arithmétique  de  i585  ;  Bachet, 
enfin,  en  publia  en  }6ai  une  savante  édition,  accompagnée  de  coin- 
mentaires,  qui  resta  longtemps  classique. 

La  dernière  éditition  des  œuvres  de  Diophante  est  celle  de  Paul 

Tannery  (a  vol.  Teubner,   i8ga  et  1895).  On  trouvera  une  traduction 

libre  de  ces  œuvres  et  de  nombreux  commentaires  dans  l'ouvrage  de 

Heath,  intitulé  :  Diophantas  of  AUxandria^  A  study  in  the  history  of 

'  greek  alf/ebra^  a*  édition,  Cambridge.  1910. 

Jambliqae,  Proclus  (4'^  et  5^  siècles)  :  voir  llndex. 

Boèce  (Rome,  6*  siècle),  auteur  des  plus  importants  traités  de  géo- 
métrie et  d'arithmétique  qui  furent  publiés  en  latin  :  ces  ouvrages  ne 
contiennent  presque  rien  d'original. 

(I)  Diophante  composa  également  un  traité  sur  les  nombres  polygonaux. 
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Aryabhata,  mathématicien  hindou,  né  en  ^76  ou  476  après  J.«G., 
est  Tauteur  d'un  recueil  de  formules  et  de  règles  d'astronomie,  arith- 
métique, algèbre  et  de  trigonométrie  connu  sous  le  nom  d'Aryablialhiya 
ou  Leçons  de  Calcul  (TAryabhata.  Une  partie  de  cet  ouvrage  a  été  publiée 
en  français  par  L.  Rodet  {Journal  Asiatique,  1879,  p.  893  et  suiv.). 

Brahmagoapta,  mathématiciefi  hindou  (698 -66 P),  écrivit  un  traité 
-d'astronomie  en  vers,  le  Brahma-Sphula- Sidhanta .  Les  deux  chapitres 
de  cet  ouvrage  qui  traitent  d'arithmétique  et  de  géométrie  ont  été  tra- 
duits en  anglais  par  Colebrooke  :  Algebra  with  Arilkmelic  and  men- 
suration Jrom  the  Sanscrit  oj  Brahmagupta  and  Bhoscara,  Londres  1817, 
p.  377  et  suiv. 

Hohammed-Ibn-Hoaia-Âl-Khwarizmit  mathématicien  arabe, 
qui  vécut  à  Bagdad  et  à  Damas  au  ix®  siècle»  et  visita  peut-être  Tlnde. 
Voir,  sur  son  arithmétique,  supra  tome  i,  p.  6,  note  3  et  sur  son 
algèbre,  le  n^  267. 

Bhaskara,  né  en  iii4.  directeur  de  l'observatoire  d^Ujein,  fut  le 
plus  grand  mathématicien  de  l'Inde.  Il  composa  un  traité  d'astronomie, 
dont  quatre  livres,  en  particulier  le  Lilavati  (traité  d'arithmétique, 
voir  n***  100,  265,  272)  et  le  Vija-ganila  (traité  d'algèbre,  voir  n**'  3o3, 
339),  ont  été  traduits  par  Colebrooke  :  Algebra  with  Arithmetic 
■and  mensuration  from  the  sanscrit  oJ  Brahmagupta  and  Bhascara, 
Londres  1817. 
Omar-Âl-Khayyam,  voir  n""  273. 

Léonard  Fibonaeci  (ou  Léonard  de  Pise),  né  à  Pise  en  1 176,  fut  l'un 
-àe»  principaux  initiateurs  de  l'arithmétique  et  de  l'algèbre  arabe  en 
Europe  :  il  fut  élevé  à  Bougie,  en  Afrique,  et  voyagea  en  Italie,  en 
Grèce,  en  Sicile. 

Sa  réputation  était  grande  :  elle  fut  consacrée  en  1226  lorsque  Fibo- 
naeci fut  vainqueur  dans  une  sorte  de  tournoi  mathématique  organisé 
par  l'empereur  Frédéric  II.  —  Les  deux  principaux  ouvrages  de  Fibo- 
naeci, le  Liber  abbaci  (ou  Algebra  el  almuchabala,  titre  emprunté  à 
KhMarizmi,  voir  n°  267)  et  la  Praciica  geometriae,  ont  été  édités  par 
Boncompagni  :  Scritli  di  Leonardo  Pisano,  2  vol.  Rome  1857-62. 
D'importants  extraits  de  ces  ouvrages  ont  été  traduits  et  publiés  par 
Libri  dans  son  Histoire  des  Sciences  mathématiques  en  Italie,  tome  11. 

Tordanai  Wiase,  connu  sous  le  nom  de  Jordanus  de  Saxe  ou  Jor~ 
danus  NemorariuSj  naquit  probablement  à  Borrentrick  près  Warburg  : 
il  entra  en  1220.  a  Paris,  dans  l'ordre  des  Dominicains,  dont  il  devint 
général  ;  il  mourut  en  1637  au  retour  d'un  voyage  en  Palestine.  Ses 
principaux  ouvrages  sont  le  Tractatus  de  numeris  datis  (voir  tome  I, 
p.    1 15,  note  ).  le  De  Ponderibus,  le  De  triangulis  libri  quatuor. 
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Orwme»  (i3a3-i38a)»  évêque  de  Lisièux,  "voir  le  n<>  534. 

Bégiomontaims,  (de  son  vrai  nom  Johann  Miiller),  né  à  Koraîsberg 
en  i436,  mort^à- Rome  en  1476.  mathémalicien  et  a9tat>nome  (il  fonda 
un  observaUHre^àJN'ûremberg),  est  l'un  des  pères  de  la  trigonométrie 
(voir  tome  I.  p.  173,  note  3). 

Nicolas  C9liiqiiet,(xv''  siècle),  est  auteur  d'un  traité  intitulé  Le  Tri-- 
party  ou  la  science  des  nombres  par  Maistre  Nicolas  Chnquet  Parisien 
{bachelier  en  médecine),  publié  d'après  le  manuscrit  F.  fr.  n«  i3i6  de  la 
Bibliothèque' nationale  Ppar  A.  Marie.  Rome,  1881  [également  ûpikd 
Bulletin  Boncompagni,  tonK^  XIII,  1880]  (').  Le  trîparty  «  lequel  fut 
commencé,  médié  et  fini  à  Lyon  sur  le  Rhône  Tan  de  grâce  xlfik  ^  est 
l*un  des  plus  remarquables  traités  d'arithmétique  et  algèbre  du  xv'' 
siècle.  —  «  Ce  livre,  —  dit  la  préface  —  à  l'honneur  de  la  glorteose  et 
sacrée  Trinité  est  divisée  en  trois  parties,  dont  la  première  traite  des 
nombres  autant  qu'on  les  peut  nombrer,  ajouter,  soustraire,  multiplier 
et  partir.  Et  aussi  de  leurs  proportions,  progressions  et  autres  pro- 
priétés. La  seconde  partie  traite  des  racines  des  nombres.  Et  la  tierce, 
c*cst  le  livre  des|premiers"ou,de  la  règle  des  premiers.  » 

La  rè^ie  des^premiers  (*)  «  qui  est  la  clef  d'entrée  et  la  porte  des  abimes 
qui  sont  en  la  science'des  nombres  »  se  rapporte  au  problème  de  la 
résolution  des^équations,  que  Cbuquet  traite  avec  une  grande  habileté 
technique. 

Pacinolo  Luca9,[né  à  Burgo,  en  Toscane  vers  le  milieu  du  xv* siècle, 
mort  à  Florence  vers  ï5io,  appartint  à  l'ordre  des  Franciscains  et 
enseigna  les  mathématiques  à  Rome,  Pise,  Venise  et  Milan  ;  il  fut  ami 
de  I^éonard  de  '.Vinci.  —  Son  principal  ouvrage,  publié  à  Venise  en 
i494f  a  pour  titre  :  Sumtha  de  Arithmelica,  geomeiriaj  proporzioni  et 
proportionalita  (Bibliothèque  nationale,  Rés.  V.  116).  Cest  le  plus 
ancien  traité  d'arithmétique,  algèbre  et  géométrie  qui  ait  été  imprimé. 
Il  s'inspire  en  grande  partie  de  la  science  arabe  «t  de  Léonard  de  Pise. 
et  fait  une  large^place  aux  applications  pratiques  de  la  science. 

StifeL  Michel '[(né  à  Esslingen  en  1^86,  mort  à  léna  en  1567). 
moine  augustin.  puis  pasteur  luthérien,  est  l'auteur  d'un  traité  d'arith- 
métique fort  important  :  Arilhmetica  intégra^  Nuremberg,  .  i544 
(Bibliothèque  Nationale,[Rés.  V.  894). 

Tartaglia  (Nicole  Fontana).  ou  le  Bègue,  né  à  Brescia  en  1 5oo, 
mort  à  Venise  en  i537,  doit  son  surnom  à  I  inGrmité  qu'il  contracta 

(*)  Cet  ouvrage  a  une  suite  ilProblèmcs  numériques  faisant  suite  et  serwnl 
d'application  au  Trîparty...  (publié  par  Marie,  Bulletin  BoncompBpni.  \SSi}. 

{'^)  Par  premier  il  faut  entendre  premit'rc  puissance  de  rincnnnnc  (Triparly, 
p.    l52). 
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à  la  suite  de  blessures  reçues  au  sac  de  Brescîa  en  i5ia  ;  son  père  fut 
tué  çn  cette  même  occasion,  et  sa  mère,  restée  dans  la  misère,  eut  la 
plus  grande  peine  à  Télerer.  11  ne  put  achever  que  tard  son  éducation, 
et  vécut  difficilement  en  donnant  de»  leçons.  Il  obtint  ea  1 535  une 
chaire  de  mathématiques  à  Venise. 

Le  principal  ouvrage  de  Tartaglia  est  un  grand  traité  d'arithmétique 
ayant  pour  titre  :  General  Traitato  di  nameri  et  nature  di  Nicole  Tarla^ 
glia^  nelle  quale  in  diecisette  libri  si  dichiara  tutti  gli  atti  opéra tivi« 
pratiche.  et  regole  necessarie  non  solamente  in  tutta  Tarte  negotiaria 
et  mercantile,  ma  anchor  in  ogni  altra  arte,  scientia,  over  disciplina, 
dove  intenrenghi  il  calculo.  —  Venise  i556.  (Bibliothèque  Nationale, 
V.  i48o). 

Les  travaux  de  Tartaglia  sur  Téquation  du  troisième  degré  et  les  dé- 
mêlés qu'il  eut  à  celte  occasion  sont  restés  célèbres  (voir  n^  3^2  sqq.).  La 
relation  en  est  faite  dans  un  ouvrage  cité  supra  tome  i,  p.  336,  note  3. 

Oacdan,  Jérôme,  nék  Pavie  en  i5oi,  mortèRomeen  1576.  «Sa vie, 
—  écrit  M.  Rouse  Bail  (*),  —  ne  fut  qu'une  suite  d'actes  inconséquents 
et  extraordinaires.  Joueur,  peut-être  meurtrier,  il  était  aussi  un  fana- 
tique de  la  science,  résolvant  des  problèmes  qui  avaient  déjoué  long- 
temps toutes  les  recherches  ;  à  un  moment  de  sa  vie,  il  se  livrait  à  des 
intrigues  considérées  comme  scandaleuses,  même  au  xvi*  siècle  ;  à  un 
autre  moment  il  s'adonnait  à  des  divagations  astrologiques,  et  à  une 
autre  époque  enfin  il  déclarait  que  la  philosophie  était  le  seul  sujet 
digne  de  fixer  l'attention  de  l'homme.  C'était  le  génie  frisant  de  près 
la  démence.  »  Après  avoir  étudié  à  Pavie  et  à  Padoue,  Cardan  exerça 
la  médecine  à  Milan  ;  puis  il  voyagea  en  France  et  en  Angleterre  et 
habita,  après  son  retour,  diverses  villes  de  l'Italie. 

Les  œuvres  de  Cardan  remplissent  dix  énormes  in-folios  {Hiero- 
nymi  Cardani  Medionalensis  opéra  omnia  in  decem  toinos  digesta,  Lyon 
i663).  Son  algèbre,  qui  devait  former  le  dixième  livre  d'un  traité 
d'arithmétique  (resté  incomplet)  a  été  publiée  sous  le  titre  :  Uicronymi 
Cardani^  prœstanlissimi,  malfiemalici^  philosophi  ac  medici,  Artis  Magnœ, 
sive  de  Regulis  algehraicis  Liber  unus,  qui  et  totias  operis  de  Arithmelica, 
quod  Opu8  perfeciam  inscripsit,  est  in  ordine  décimas,  Nuremberg  1 545, 
(Bibliothèque  Nationale,  V.  i54o).  —  Voir  aussi  n®  33i. 

Fexfari»  Manrolyoo,  :  voir  VJndex. 

Bordel,  auteur  d'un  important  traité  d'arithmétique  qu'il  publia 
sous  le  nom  de  Buteo  :  Joan.  Bateonis  logislica  qaœ  et  arithmeiica  vulgo 
dicitar,  Lyon  i559  (Bibliothèque  nationale  V.  918a). 

Yiète,    François,  né  à  Fontenay-le-Comte  en    i54o,   maître  des 

(^)  Histoire  des  mathéai<tiqaef,tradaction  française,  Hermaim,  1906.  p.  a»6. 
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requêtes  au  Parlement  de  Paris  à  partir  de  i58o.  mort  en  i6o3.  Viële, 
jouit,  de  son  vivant,  d'une  grande  réputation  et  de  la  faveur  dû  roi 
Henri  IV, qui  cul  recours  à  lui  pour  déchiflfrer  le  chiffre  doni  se  servait 
la  cour  de  Madrid.  C'était  un  grand  travailleur  et  M.  de  Thou  nous 
rapporte  «  qu'on  le  vit  quelquefois  passer  trois  jours  de  suite  sans- 
quitter  son  travail  et  même  sa  table  où  on  lui  apportait  de  quoi  réparer 
les  forces  qu'il  dissipait  par  une  application  si  continuelle  (Monlucla, 
Histoire  des  mathémaliqnes  tome  i,  1758,  p.  5oo).  Sa  devise  était  :  A"u/- 
lam  non  sohere  probtema, 

'  On  doit  à  Vièle  d'avoir  clarifié,  systématisé,  et  fait  passer  définiti- 
vement dans  la  pratique  le  symbolisme  algébrique  (voir  tome  i,  p.  274 
sqq).  Il  en  tira  un  remarquable  parti  dans  l'étude  des  équations  algé- 
briques.  Vièle  fut,  d'auftre  part,  le  véritable  créateur  du  calcul  Irigono- 
niétriqne  (cf.  i47)-  —  Voir  aussi  n*'  191  ei  Index, 

Les  œuvres  complètes  de  Vièle  ont  été  publiées  au  xvii*  siècle  par 
Schooten  :  Francisci  Vietse  opéra  malhemalicaj  Liège,  1647,  (Bibliothèque 
Nationale,  V.  4 188). 

Voici  d'autre  part,  av^c  Tindication  des  éditions  originales,  Ja  liste 
des  principaux  traités  de  Vicie  que  nous  avons  eu  occasion  de  citer  : 

In^artem  analvticani  Isagoge,  Toun,  1691  (Bibliothèque  Nationale 
y.  i5o7). 

Canon  malhematicus  seu  ad  Triangula,  Paris.  1679  (Bibliothèque 
Nationale,  V.  1428). 

De  œgualionuni  recognilione  el  emendatione  iradalus  duo,  quibas  nihil 
in  hoc  génère  simile  aut  secandum'huic  œvo  hictenus  visum,  1 691  »  imprimé 
en  i6i5  (BiblioUicque  Nationale,  V.  6312). 

'  Effectionumgeomeiricarum  canonica  recensio,  Paris,  1 693  (Bibliothèque 
Nationale,  V.  1609). 

Variorum  de  rebas  malhemalicis  re sponsor um  liber  VJII,  Tours,  iSgS 
(Bibliothèque  Nationale,  V.  i5io). 

Apollonius  GalluSj  seu  exsuscitaia  Apollonii  Pergxi  -nepT  ciraçov  Geomt" 
tria,  Paris.  1600  (Bibliothèque  Nationale,  V.  6210  bis). 

Girard.  Albert  (iSgS-iôSa),  malbcmalicien  néerlandais.  Son  ou- 
vrage principal  a  pour  titre  :  Invention  nouvelle  en  VAlgèbre^par  Albert 
Girard  mathématicien^  tant  pour  la  solution  des  équations  que  pour  reco- 
gnoistre  le  nombre  des  solutions  quelles  reçoivent,  avec  plusieurs  choses 
qui  9ont  néressaires  pour  la  perfection  de  ceste  divine  Science.  Amsterdam, 
1629,  (Bibliothèque  Nationale,  V.  C920). 

Neper,  John  (connu  aussi,  en  français,  sous  le  nom  de  Napiêt) 
(1550-1617),  mathématicien  écossais,  promoteur  de  la  théorie  des  lo- 
garithmes «  népériens  »  (voir  t.  ï,  p.  i55  sqq.). 
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Stevih,  Simon,  n(?  à  Bruges  en  i548.  mort  à  la,  Haye  en  i6ao, 
employé  de  commerce,  plus  tard  quartier-nnallre  général  de  i^arm^e 
liol'findaîse.  Slexin  se  rendit  célt»bre  par  ses  travaux  surTart  militaire. 
Son  ouvrage  principal  cependant  est  son  traité  d'arithmétique  :  L'arith- 
métique de  Simon  Sfevin  de  Bruges,  comprenant  les  compulaiions  des 
nombres  arilhméliques  ou  vulgaires,  aussi  V Algèbre  avec  lés  équations  des 
cinq  quanlitez^  ensemble  les  quatre  premiers  livides  d'* algèbre  de  Dio^hante 
d'A  lexandrie,  maintenant  pour  la  première  fois  traduits  en  français  ; 
encore  un  livre  particulier  de  la  pratique  d'arithmétique^  contenant  entre 
autres  les  Tables  d'interest,  la  disme  et  un  traicté  d-  s  incommensurables 
grandeurs  avec  V erplicntion  du  dixiesme  livre  d'Euclide.  —  Leyde.  i585. 
.    -  (BibJiothèfjne  Nationale,  V.  igSoô). 

Galilée  (Galileo  Galiloi),  né  à  Pise  en  i564  professeur  à  l'université 
de  Padoue  de  1691  h  1610,  mort  en  iti^î»  est  célèbre  surtout  par  ses 
travaux  de  mécanique  et  d'astronomie  (dynamique,  hydrostatique, 
invt»ntion  de  la  lunette,  etc.)  et  par  la  condamnation  que  lui  valut,  en 
iG32.  son  adhésion  absolue  au  système  de  Copenic  dans  ses  Dialojues 
sur*  le  système  du  monde. 

Kepler,  né  près  de  Stuttgard  en  1671,  mort  à  Ratisbonne  en  i63o, 
fut  disciple  de  Tycho  Brahé  et  lui  succéda  en  1601  comme  astronome 
de  l'empereur  Rodolphe  II.  Il  fut  l'un  des  premiers,  parmi  les  m#dernes, 
à  appliquer  —  sans  prendre  d'ailleurs  suffisamment  de  précautions  — 
les  méthodes  infinitésimales  d'Archimède  (voir  supra,  p.  269   note  3).. 
Desargaes.  Girard  (i 593-16621,  né  à  Lyon,  vintsefiicrà  Paris  entre 
1620  et  i63o.  Architecte  et  géomètre,  il  écrivit  en  particulier  sur  la 
perspective  et  sur  la  théorie  des  sections  coniques  qu'il  traitait  par  des 
méthodes  purement  géométriques  etsms  le  secours'  de  l'algèbre  (cf. 
n*^  239  et  716).  Son  principal  ouvrage  est  le  Brouillon  Projet  d*une 
atteir\te  aux  événements  des  rencontres  dun  cône  par  le  sieur  G   iJesargues 
Lionais,  Paris  i6'6g,  dont  nous  n'avons  qu'un  exemplaire  manuscrit 
conservé  à  la  bibliothèque  de  l'Institut  de  France..  On  en  trouvera  la 
reproduction  et  le  commentaire  dans  les  Œuvres  de  Desargues,  réunies 
et  analysées  par  Poudra,  a  vol.  Paris  1864   L'importance  des  découvertes 
de  Desargues  n'apparut  qu'à  la  longue,  masquée  qu'elle  était  par  l'obs- 
curité du  style  de  l'auteur  et  Tétrangetéde  son  vocabulaire.  Aussi  fut  il 
fort  raillé  par  ses  contemporains  qui  l'attaquèrent  dans  divers  factums 
injurieux  tels  que  les  Advis  charitables  sur  les  diverses  œuvres  et  feuilles 
volantes  du  sieur  Girard  Desorgues  Lyonois  ou  la  Foiblesse  pitoyable  du 
sieur  G   Desargues.  Mais  il  eut  en  la  personne  de  Pascal  un  continua- 
teur qui  fit  triompher  ses  idées  (voir  sur  le  théorème  de  Desargues, 
tome  1,  p.  119). 
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Mersdnne,  le  Père  Marin,  i538-i648y  joua  un  rôle  considérable 
dans  le  développement  des  mathéaiaiiques  en  servant  d*intermédiaire 
entre  les  savants  des  divers  pays  et  leur  proposant  des  énoncés  de  pro- 
blèmes. Il  avait  été  camarade  de  Descartes  aU  collège  deila  Flèche. 
Entré  dans  1* Ordre  des  Minimes  en  i64i,  il  fonda  à  Paris  une  sorte 
d*  Académie  où  se  rencontraient,  entre  autres  mathématiciens,  Roberval, 
Desargues,  Mydorge,  Etienne  et  Biaise  Pascal.  Une  grande  partie  des 
découvertes  de  Robcrval  ont  été  publiées  par  Mersenne  dans  ses  ouvrages, 
qui  sont  pour  la  plupart  des  recueils  de  questions  détachées.  Mersenne 
entretint,  d'autre  part,  une  correspondance  assidue  avec  Descartes, 
Fermât,  Huygens  et  les  savants  italiens. 

Bachet  de  Mèziriao»  Claude-Gaspard,  né  à  Bourg  en  iS8i,  mort  en 
i638,  s*occupa  de  problèmes  divers  relatifs  aux  nombres  entiers.  Son 
principal  ouvrage  a  pour  titre  :  Problesmes  plaisans  et  délectables  qui  se 
font  par  les  nombres  :  Partie  recueillis  de  divers  autheurs  et  itwentez 
de  nouveau  avec  leur  démonstration  par  Claude  Gaspard  Bachet,  S^  de 
Méziriae,  Lyon,  1613  (Bibliothèque  Nationale,  Rés..  V.  ao65)  (une 
seconde  édition,  augmentée,  parut  en  i6a4)- 

Cavalieri,  né  à  Milan  en  1698,  mort  en  1678,  professeur  au  gymnase 
de  Bologne  à  partir  de  1675,  promoteur  de  la  théorie  des  indivisibles 
(infiniment  petits)  :  voir  supra^  p.  268  et  suiv. 

Desoartes,  René,  né  à  La  Haye  près  de  Tours  en  1696,  mort  à  Sto- 
ckolm  en  i65o.  Après  avoir  été  Télève  des  Jésuites  à  La  Flèche,  Des- 
cartes vint  achever  ses  études  à  Paris  (1613  à  1616),  où  il. retrouva  son 
condisciple,  le  père  Marin  Mersenne,  qui  devait  être  plus  tard  son 
correspondant  le  plus  Gdèle.  Descartes  passa  ensuite  quatre  années  à 
la  guerre  comme  volontaire  ;  après  quoi,  déjà  en  possession  des  idées 
fondamentales  de  son  système,  il  se  consacra  à  la  philosophie  et  aux 
sciences.  Il  vécut  d'abord  à  Paris,  puis  pendant  vingt  ans  eii  Hollande, 
où  il  se  trouvait  dans  le  calme  et  à  Tabri  des  importuns.  En  1649  il  se 
rendit  en  Suède  sur  l'invitation  de  la  reine  Christine  et  y  mourut 
d'une  fluxion  de  poitrine. 

C'est  vers  1639  que  Descartes  eut  la  conception  d'une  science  uni- 
verselle (mathesis  unioersalls)  dont  il  exposa  les  principes  dans  une 
œuvre  restée  inachevée  :  Régulas  ad  direclionem  ingenii  (publiée  en  1701 
apud  Opuscula  posthuma  physica  et  malhematica  Renati  Descartes, 
Amsterdam).  Cette  mathesis  universalis  emprunte  la  méthode  des  mathé- 
matiques, mais  il  ne  faudrait  pas  la  prendre  pour  une  mathématique 
proprement  dite,  ni  surtout  la  confondre  avec  la  géométrie  algébrique 
(ou  analytique)  qui  est  le  principal  morceau  de  l'œuvre  scientifique  de 
Descartes.  La   géométrie  algébrique,  et  la   théorie  de  Palgèbre  qui 
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i*accoin pagne,  furent  exposées  par  Descartes  dans  sa  <  Géométrie  » 
publiée  en  1637  à  la  suite  du  Discours  de  la  Méthode  [Discours  de  la 
méthode  pour  bien  conduire  sa  raison  et  chercher  la  vérité  dans  les  sciences, 
plus  la  DioptriquCy  les  Météores^  et  la  Géométrie,  qui  sont  des  essays  de 
ceste  méthode,  Leyde  1637,  Bibliothèque  Nationale,  Rés.  m.  R.  76.] 
La  signification  et  l'importance  de  ces  théories  ont  été  fréquemment 
soulignées  au  cours  du  présent  ouvrage.  Voir  notamment  sur  la 
<(  Géométrie  »  notre  Deuxième  Livre ^  chap.  m  S  2  et  cbap.  iv  $  3. 

Nous  avons  cité  Descartes  d'après  la  grande  édition  de  ses  œuvres  pu- 
bliée de  1897  a  1910  parMM.  Adam  et  Tannery (Cerf, édit.,  12  volumes). 
Pierre  de  Fermât,  fils  d'un  marchand  de  cuirs,  né  en  i6o<,  mort  à 
Castres  en  1 665,  conseiller  au  Parlement  de  Toulouse  à  partir  de  i63i. 
Fermât  consacra  la  plus  grande  partie  de  ses  loisirs  aux  mathématiques» 
faisant,  presque  dans  chaque  branche  de  cette  science,  des  découvertes 
de  première  importance.  Il  cultiva  en  particulier  la  théorie  des  nombres 
(voir  notre  Premier  Livre ,  1,  $  4)  et  le  calcul  combinatoire  et  fut  un 
précurseur  en  géométrie  analytique  (voir  notre  Deuxième  Livre,  ch.  iv, 
5$  2  et  3)  et  dans  le  calcul  des  dérivées  (voir  notre  Deuxième  Lhvre, 
ch.  m,  $  3)  et  des  infiniment  petits.  —  La  plus  grande  partie  des  écrits 
de  Fermât  ne  fut  publiée  qu'après  sa  mort,  notamment  dans  le  recueil 
intitulé  Varia  Opéra  mathematica  (Toulouse,  1679,  Bibliothèque  Natio- 
nale  y.    i464)-    Mais  il  exerça,    de  son  vivant  même,  une  grande 
influence  par  la  correspondance  qu'il  ne  cessa  d'échanger  avec  les  pre- 
miers mathématiciens  de  son  temps.  [Nous  avons  cité  Fermât  d'après 
rédition  de  ses  œuvres  qu'ont  publiée  MM.  P.  Tannery  et  G.  Henry 
(4  vol.  Paris,  Gauthier-Villars  (1891-19 12)]. 

Bobenral  (OUleg  Personne  de),  né  à  Roberval  (diocèse  de  Beauvais) 
en  160a,  mort  en  1675.  Apres  avoir  assisté  au  siège  de  La  Rochelle, 
Roberval  se  fixa  à  Paris  en  1629,  et  devint  professeur  au  collège  de 
France  en  1 632. 

Roberval  s'occupa  principalement  de  mécanique  et  de  questions  res- 
sortissant au  calcul  infinitésimal,  dont  il  fut  un  des  précurseurs.  Sa 
méthode  pour  la  détermination  des  tangentes  aux  courbes  attira  parti- 
culièrement l'attention  ;  elle  se  trouve  dans  l'écrit  intitulé  :  Observation 
sur  la  composition  des  mouvemens  et  sur  le  moyen  de  trouver  les  tangentes 
4es  li^es  courbes  (i636  P). 

A  l'exception  d'un  petit  nombre  de  traités  insérés  par  Mersenne  dans 
ses  ouvrages,  les  écrits  de  Roberval  ne  furent  pas  publiés  de  son  vivant. 
Ils  furent  recueillis  en  1693  dans  un  volume  intitulé  :  Divers  ouvrages 
■de  Mathématiques  et  de  Physique  par  Messieurs  de  V Académie  Royale 
des  Sciences  (Bibliothèque  Nationale,  V.  1467). 
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La  Bibllolhèque  Nationale  .possède  d'ailleurs  les  manuscrits  de  plu- 
sieurs traités  de  Hoberval  cfui  sont  encore  inédits. 

Frenicle»  Grégoire  de  Saint-Vincent,  Schooten,  Hndde,  Mer- 
Cfttor  :  voir  V Index. 

Wallis.  John,  né  à  Asliford  en  i6i6,  mort  à  Oxford  en  1708.  Après 
avoir  étudié  à  Cambridge,  il  entra  dans  les  ordres,  puis  devint  en  1649 
SaoiUan  Prof  essor  k  Oxford.  Il  s'occupa  de  théologie  et  de  philosophie, 
—  et  même  de  politique  —  mais  cultfva  avant  tout  les  malhémaliques, 
principalement  l'algèbre  et  le  calcul  des  dérivés  et  infiniment  petits, 
dont  il  fut  l'un  des  principaux  précurseurs. 

Ses  principaux  ouvrages  sont  : 

A  irealise  of  Algebra,  bofh  historlcal  and  practical^  Londres,  i685 
(Bibliothèque  Nationale,  V.  i5i5). 

.  Arlthmelica  injînilorum  sive  nova  melkodas  inquirendi  in  curvilineorum 
quadraiaram  allaqae  difficillora  matheseos  Probîemaia^  Oxford  i656 
(Bibliothèque  Nationale,  V.  656o). 

Iraeialas  duo,  prior  de  Cycloide,  Oxford  1669  (Bibliothèque  Natio- 
nale. V.  6563). 

pA8Cal,'Blajse,né  à  Clernriont-Ferrand  en  1623,  mort  à  Paris  en  i66a» 
a  exercé  une  grande  influence  sur  le  mouvement  mathématique  du 
XVII*  siècle, bien  qu'il  eût  de  bonne  heure  renoncé  presque  complètement 
à  la  science.  Pascal  fut.  comme  on  sait,  un  enfant  prodige.  Il  reçut  une 
solide  instruction  que  lui  donna  son  père,  Etienne  Pascal,  ancien  pré- 
sident à  la  Cour  des  Aides  de  Clermont,  installé  à  Paris  en  i65i,  ami 
du  Père  Mersenne  (vide  supra)  et  lui-même  mathématicien  distingué. 
Mais,  s'il  faut  en  croire  ses  biographes,  le  jeune  Pascal  n'attendit  point 
qu'on  lui  enseignât  les  mathématiques  pour  réfléchir  sur  les  propriété» 
des  figures  et  il  découvrit  tout  seul  les  preniiers  théorèmes  de  la  géo- 
métrie. A  seize  ans  il  publia  un  Easny  pour  les  coniques  (1),  où  il  se 
montra  disciple  de  Desargues  (voir  n°  ai  a),  mais  se  révéla  en  même 
temps  inventeur  extrêmement  original  et  perspicace.  Poursuivant  se» 
recherches,  il  prépara  un  traité  général'des  sections  coniques,  qui  ne 
fut  malheureusement  Jamais  terminé  et  est  aujourd'hui  perdu  (cf.aii). 
En  1654.  Pascal  s'engagea  dans  des  recherches  arithmétiques  qui  le 
conduisirent  à  une  série  de  découvertes  relatives  au  triangle  ariihmHiqae 
(n"  19),  aux  sommes  de  puissances  (n"  t6),  aux  combinaisons  et  au  calcul 
de?»  probabililés  (cf.  Livre!,  chapitre  iv).  Puis  brusquement,  avant  même 
d'avoir  publié  ces  découvertes,  il  se  retira  à  Port- Royal  et  abandonna 

(')  Un  exemplaire  original  de  cet  Essay^  imprimé  en  16^0,  se  trouve  dans 
le  recueil  des  œuvres  de  Pascal  conservé  à  la  Bibliothèque  Nationale  bous  la 
cote  nés.  V.  858. 
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la  recherche  scientifique.  Il  n*y  devait  revenir  que  passagèrement,  en 
1657-68,  pour  adresser  undé(!auxmathëmaticiensdeiouter£urope(*) 
et  publier  ensuite  lui-même,  sous  le  pseudonyme  de  Detlonville,  une 
suite  de  traités  se  rattachant  aux  problèmes  qu'il  avait  proposés.  Ces 
problèmes  consistaient  principalement  en  évaluations  d'aires  et  de  ' 
volumes  définis  ou  engendrés  par  la  courbe  appelée  cycloîde.  Pascal  les 
résolut  au  moyen  de  mf'tliodcs  d'une  portée  générale  dans  lesquelles 
se  trouvent  en  germe  les  principes  fondamenlaux  du  calcul  infinitésimal 
créé  par  Newton  et  Leibnitz. 

Les  traités  arithmétiques  de  Pascal  ont  été  publiés  pour  la  première 
fois  en  1 665  :  Traité  du  triangle  arithmétique  avec  quelques  autres  petits 
traités  sur  la  mesme  matière ppr  Monsieur  Pascal.  (Bibliothèque  Nationale 
Rés.  V.  858). 

Les  traités  de  i657'58  ont  été  réunis  sous  le  titre:  Lettres  de  A.  Del- 
touville  contenant  quelques-unes  de  ses  inventions  de  Géométrie  (Biblio- 
thèque.Nationale  Rés.  V.  «58). 

Nous  avons  cité  Pascal  d'après  l'Edition  complète  de  ses  œuvres  pu- 
bliée par  Messieurs  Brunschvicg,  Pierre  Boutroux,  et  Félix  Gazîer 
(Hachette,  i5  vol.^ 

Haygens,  Christian  (1629-1695),  fils  de  Constantin  Huygens  (qui 
était  lui-même  un  savant),  fut  le  plus  grand  mathématicien  de  la 
Hollande.  Il  naquit  et  mourut  à  la  Haye,  mais  passa  sewc  ans  à  Paris 
où  Louis  XIV  lui  avait  offert  une  pension  (1 665- 1681)  — Huygens  est 
surtout  connu  par  ses  travaux  de  mécanique  et  de  physique  mathéma- 
tique :  mais  il  s'occupa  également  des  combinaisons  et  du  calcul  des  prO' 
habilités  (voir  liv.  I,  ch.iv),  de  l'étude  de  la  cjc/o«/e  et  d'autres  courbes 
transcendantes,  de  la  méthode  des  tangentes.  Il  fut  en  correspondance 
suivie  avec  Pascal,  —  Les  Œuvres  complètes  de  Huygens  ont  été  éditées 
à  Harlem  de  1892  à  i5o6. 
La  Hire,  de  :  voir  V Index. 

Barrow,  Isaac,  né  à  Londres  en  i63o,  mort  à  Cambridge  en  1677, 
est  surtout  connu  en  sa  qualité  de  professeur  de  Newton.  C'est  en  effet 
par  son  enseignement  que  Newton  fut  initié  aux  questions  et  méthodes 
d'où  devait  sortir  le  calcul  infinitésimal.  —  Barrow  s^occupa  en  particulier 
du  problème  inverse  des  tangentes  :  son  principal  ouvrage,  dont  plu- 
sieurs parties  furent  rédigées,  nous  dit-il,  avec  la  collaboration  ou  sur 
les  conseils  de  Newton,  a  pour  titre  : 

Lectiones  geometricse  in  quitus  prœserlim  generalia  curvaruni  linearum 
symptomata  (/«c/aran/ur.  Londres  1670  (Bibliothèque  NatioiialeV.6571 .) 

(*)  Carc8vi,Bmi  de  Paical.  s'élait  chargé  de  transmettre  aux  mathématiciens 
français  et. étrangers  le  défi  de  Pascal  et  de  recevoir  les  réponses. 
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Mawton,  Isaac,  né  dans  le  Lincolnshireen  1642,  mort  h  Kensington 
en  1717.  Elève  de  Bs^rrow  à  Cambridge,  il  devint  lui-même  Lacasian 
Professer  dans  celte  ville  en  1669;  il  fut  nommé  membre  du  Parlement 
en  1689  et  directeur  de  la  monnaie  à  Londres  en  1699.,  En  1703,  il 
devint  président  de  la  Royal  Society, 

L'étude  histori€[ue  de  l'oeuvre  de  Newton  est  rendue  fort  dificile  par 
cette  circonstance  qneses  ouvrages  fondamentauxne  furent  publiés  que 
longtemps  après  avoir  été  écrits  ou  même  après  sa  mort.  Il  en  fut  ainsi 
en  particulier  pour  les  traités  qui  exposent  les  principes  du  calcul 
infîniiésimat  ei  de  la  théorie  des  séries  (calcul  des  fluxions)  obtenus  par 
Newton  dès  les  années  1 665-70  :  savoir  : 

le  Tractas  de  qaadratura  curoarum,  pulié  en  1704  ; 
le  Meihodus  flaxionam  et  seriorum  infinitarum,  pui  parut  pour  la 
première  fois  en  1786  dans  une  traduction  anglaise; 

le  De analysi  per  œqaaliones  numéro  terminorum  infinilas{^)  (commu- 
niqué à  Leibniz  en  1676,  imprimé  en  171 1). 

Ces  traités  furent  réédités  en  1 7^4  dans  lé  recueil  des  opuscules  de 
Newton  :  Isaaci  NeuHon,  eqaitis  aurati,  Opuscula  mathemaiica  philoso- 
phica  et  philologica,  Lausanne  et  Genève,  3  vol.  (Bibliothèque  Nationale. 
V.  6597-99).  Nous  avons  fait  connaître  au  chapitre  vi  de  notre 
Deuxième  Livre,  au  chapitre  11  de  notre  Troisième  Livre  ce  qu'ils  con- 
tiennent d'essentiel. 

L'apparition  tardive  des  traités  de  Newton  explique  pourquoi  le  pro« 
fesseur  de  Cambridge  se  trouva  devancé  par  d'autres  savants,  princi- 
palement par  Leibniz,  auquel  furent  attribuées  l'invention  de  méthodes 
et  la  découverte  de  résultais  qui  étaient  connus  de  Newton  depuis  plu- 
sieurs années.  La  publication  même  des  travaux  du  savant  de  Hanovre 
ne  décida  p^s'Newton  à  hâter  l'impression  de  ses  œuvres.  11  se  contenta 
de  faire  passer  à  Leibniz  en  1676,  par  l'intermédiaire  de  Collins  (*)  et 
d'Oldenburg,  quelques  indications  succinctes  sur  ses  méthodes  et  sur 
la  marche  qu'il  avait  suivie.  Mais  ces  indications  étaient  insuffisantes  et 
se  réduisaient  même,  sur  un  point  essentiel,  à  un  simple  anagramme 
indéchiffrable. 

On  a  expliqué  le  silence  et  la  réserve  de  Ne%\ion  par  ses  scrupules 
et  son  besoin  de  rigueur,  qui  allaient  en  augmentant  à  mesure  qu'il 
étudiait  et  apprenait  à  apprécier  d'avantage  la  géométrie  des  anciens  : 
il  croyait  que  ses  propres  écrits  n'étaient  pas  parfaitement  au  point,  et, 

(  I  )  Melhodum  generalem,  — -  dit  le  ■eut-titre  —  qaam  de  caroarum  quantitaU 
per  infinitani  terminorum  seriem  mensuranda  olim  excogitaveram,  in  sequentibus 
breviter  explicatam  potius  quam  aeearaie  demonstratam  habes, 

(*)  Voir  plus  bas. 
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d'autre  part,  Tînlérêt  qu'il  portait  aux  problèmes  se  trouvait  alTaibli 
dès  qu*il  les  savait  étudies  par  d'autres. 

C'est  à  l'incitation  de  ses  collègues,  Hooke  et  Haliey,  que  Newton 
entreprit  et  poursuivit  pendant  de  longues  années  Tétude  des  lois  de 
Kepler  (relatives  au  mouvement  des  planètes*^  dans  le  but  de  les  ramener 
à  une  loi  unique  :  après  de  longues  recherches  il  obtint  la  formule  de 
l'attraction  universelle  et  publia  à  Londres  en  1686-87  \e&  Philosofhiœ 
naluralU  principia  maihematlca  (Bibliothèque  nationale.  V.  6586)  : 
œuvre  immense,  où  sont  posés  les  principes  essentiels  de  la  mécanique 
et  de  la  physique  mathématique  modernes.  Xa  Philosophie  naturelle  de 
Newton  s'inspire  directement  de  la  méthode  des  fluxions  ;  cependant 
l'intervention  de  cette  méthode  est  souvent  dissimulée  et  les  applications 
en  sont  présentées  sous  forme  géométrique. 

Parmi  les  travaux  secondaires  accomplis  par  Neivton  dans  le  domaine 
de  l'Analyse  mathématique  nous  devons  citer  sa  méthode  d'approxima- 
tion pour  la  résolution  des  équations  (voirn**  578). 

Leibnis.  Gottfried,  Wilhelm.  (16/16  1716).  —  Après  avoir  étudié  à 
Leipzig  où  il  était  né,  Leibniz  prit  à  Nuremberg  le  grade  de  docteur  et 
entra  au.  service  de  l'Electeur  de  Mayence.  En  1672  il  vint  à  Paris  et  y  fit 
un  séjour  de  quatre  années  coupé  par  un  voyage  en  Angleterre.  Il  offrit 
ses  service  à  Louis  XIV,  et  lui  proposa  entre  autres  choses  un  plan  d'expé- 
dition en  Egypte.  Ces  offres,  cependant,  n'aboutirent  point  et  Leibniz 
quitta  la  France  pour  devenir  conservateur  de  la  Bibliothèque  de  Hanovre. 
C'est  là,  dans  l'exercice  de  ces  fonctions,  qu'il  acheva  sa  vie,  jouant  auprès 
du  grand  duc  de  Hanovi*e  un  rôle  politique  considérable  et  partageant 
sa  prodigieuse  activité  entre  tous  les  ordres  d'études  et  de  spéculations. 

Les,  écrits  de  Leibniz  n'ont  point  encore  été  publiés  intégralement 
et  l'édition  qui  en  a  été  entreprise  comprendra  une  centaine  de  volumes. 
Les  principaux  mémoires  du  savant  Je  Hanovre  —  parus,  pour  la 
plupart,  dans  une  revue  fondée  par  lui-même  et  ses  amis  en  1682, 
les  Acla  eruditoram^  furent  recueillis  en  1849-63  par  G,  S.  Gerhardt  : 
Leihnilzens  Malhematische  Schriflen,  Berlin  et  Halle  7  volumes. 

Nous  avons  indiqué  (n*  555)  comment  par  les  études  qu'il  fit  à 
Paris  (*)  et  à  Londres,  par  la  lecture  de  Pascal  en  particulier,  Leibniz 
s'était  trouvé  engagé  dans  la  voie  qui  devait  le  conduire  à  la  constitution 
définitive  du  calcul  myîni/^ai//ïa/.Cependant  Leibniz  ne  pouvait  ignorer  (*) 

{')  Leibniz  fit  k  Paris  la  connaissance  de  nombreux  savants,  en  particulier 
celle  de  iluygons  qui  se  trouvait  alors  en  France  (voir  p.  475). 

(')  A  la  suite  de  son  voyage  à  î.ondres,  Leibniz  élait  resté  en  contact  avec 
rAogleterre;  il  correspondait  principalement  ai\ec ^^Idenbarg  (1620-78)  et  avec 
son  compatriote  Tschirnfiaus  (\u\,  après  avoir  séjourné  lui-même  &  Paris,  alla 
s'installer  à  Londres  en  1676. 
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que  Newlonavait  déjà,  de  son  côté,  porté  ce  calcul  à  un  haut  degré  de 
.  perfection.  En  1676  il  entra  en  relation  avec  le  savant  atiglais  par  l'in- 
termédiaire d*OIdenburg  et  deCoIlins  (*),  et  reçut  de  lui  la  communica- 
tion à  laquelle  nous  avons  fait  allusion  plus  haut.  Encore  qu'imcom- 
plète  et  énigmaiiquc,  cette  communication  ne  put  manquer  d*édiiier 
Leibniz  sur  la  portée  des  méthodes  newtoniennes.  Il  continua  d'ailleurs 
à  travailler,  et  ne  tarda  pas  à  être  en  état  de  publier  ses  résultats  tan- 
dis que  Newton  gardait  toujours  le  silence. 

En  1684  parut  {*)  dans  leiActa  eraditorum  le  traité  <  Nova  methoduM 
pro  pfiaximis  et  ininimis  intemque  tangentibus  quas  necfracta,  nec  inationa' 
les  quantitatet  moratur  et  singulare  pro  iUis  calculi  genus  »  qui  contient 
les  principes  du  calcul  différentiel.  Ce  traité  est  continué  par  le  «  De 
geomelrica  recondita  et  analysi  indwisibilium  aiqiie  infinitoram  »  publié 
en  1686  dans  lesi4c/a  eruditoram.  D^autres  mémoires  suivirent  en  assez 
grand  nombre. 

Les  règles  du  calcul  infinitésimal  posées  par  Leibniz  ne  tardèrent  pas 
Il  être  généralement  adoptées  alors  que  les  écrits  de  Newton  n'avaient 
pas  encore  été  publiés.  Un  débat  de  priorité  s'engagea  alors  entre  les 
deux  savants  que  soutenaient  leurs  amis  respectifs.  On  en  vint  vite  à 
•échangerd'aigres  propos  et  la  querelle  se  prolongea  longtemps  après  la 
mort  des  intéressés  (')  (voir  n"  91 1). 

Sur  les  vues  de  Leibniz  concernant  la  théorie  de  Talgèbre  et  la  lo- 
gique, voir  notamment  t.  Il,  p-  1  a6  et  suiv. 

Rolle,  Michel,  né  à  Ambert  en  i55a,  mort  à  Paris  en  1719,  est  Fau- 
teur d'un  traité  d  algèbre  où  sont  exposés,  en  particulier,  les  principes 
de  la  théorie  de  la  séparation  des  racines  d'une  équation  polynomale 
(voir  n*'  572-79)  :  Traité  d* algèbre  ou  Principes  généraux  pour  résoudre 
les  questions  de  mathématique,  par  M.  Rolle»  de  l'Académie  Royale  des 
Sciences  et  professeur  en  Mathématique,  Paris,  1690  (Bibliothèque 
Nationale,  V.  6953). 

La  famille  Bernoalli,  émigrée  de  Hollande  à  Bàle,  fournit  toute  une 
lignée  de  mathématiciens  qui  se  fixèrent  dans  toute  l'Europe.  Les  plus 
notoires  furent  les  deux  aines»  Jacques  (1 654-1 706)  et  son  frère  Jean 
{1667-1748),  qui  surent  mettre  intelligemment  à  profit  les  méthodes 

(M  CoLLiNS  (t  625-1 683)  était  un  mathématicien  amateur,  qui  fut  appelé  aaseï 
justement  le  Mersenne  Anglais. 

(')  Grrhardt  a  fait  connaître  un  écrit  inédit  de  Leibniz,  la  CharaeterUtiea 
geomelrica^  qui  remonte  à  1679  ®^  donne  déjà  une  idée  précise  de  la  méthode 
instituée  par  le  savant  de  Hanovre. 

(')  Les  principales  pièces  du  débat  se  trouvent  dans  un  recueil  publié  à  Londres 
en  171a,  sous  le  titre  :  Commercium  epistolicum  J,  Collini  et  alioram  de  Analysi 
promolu,  elc.  (a*  cdit.  revue,  Londres,  I7aa). 
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nouvelles  du  calcul  dilTérentiel  et  intégral  et  en  publièrent  de  nom- 
breuses applications. 

Les  travaux  de  Jacques  et  de  Jean  Bernouliî  (publiés,  pour  la  plupart, 
dans  les  Acta  EradUoram  (^)  )  furent  recueillis  après  leur  mort  : 

Jacobi  Bernoalll  Basileensis  Opéra,  Genève  17^4»  a  vol.  (Bibliothèque 
Nationale,  V.  7178-7.9). 

Johannis  BernoalU  Opéra  omniay  Lausanne  et  Genève  174^,  4  vol. 
(Bibliothèque  Nationale,  V.  7174-77). 

L'HospitaL  marquis  de  Saint- Mesme,  né  et  mort  à  Paris  (1671- 
1704),  fut  élève  de  Jean  Bernoulli,  qui  vint  passer  quelques  mois  cliez 
lui  pour  lui  donner  des  leçons.  Il  est  Tauleur  du  premier  traité  où  fut 
exposé,  d'une  manière  systématique,  riiistulre  et  la  technique  du  calcu| 
infinitésimal  :  Analyse  des  infiniment  petits  pour  Vintelligeuce  des  lignes 
courbesy  à  Paris,  de  C Imprimerie  Royale,  1696  (Bibliothèque  Nationale, 
V.  6966). 

Moivie  :  Voir  VIndex, 

Taylor,  Brook  (1686-1731)  étudia  les  mathématiques  au  6»  John's 
Collège  k  Cambridge  et  devint  aussitôt  l'un  des  principaux  champions 
des  méthodes  newtonniennes.  Son  ouvrage  principal  —  où  est  exposé 
la  théorie  à  laquelle  le  nom  de  ïaylor  est  resté  attaché  —  parut  en 

1715  sous  le  titre  :  Methodus  incrementorum  Directa  et  Inversa,  Londres, 

1716  (Bibliothèque  Nationale,  V.  6645). 

Maolaarin,  Colin  (1698' 1746),  fit  ses  études  à  l'Université  de  Glas- 
gow et  fut  ensuite  professeur  à  Abardeen.  puis  à  Eklinbourg  ;  eh  i645. 
il  se  mêla  activement  à  la  guerre  civile  et  mourut  à  York  où  il  avait 
dû  se  réfugier.  Ses  principaux  ouvrages  sont  le  Treatise  on  fluxions, 
Edimbourg  174a  (traduction  française  1749,  a  vol.  Bibliothèque 
Nationale,  V. 6636)  et  le  Treatise  of  Algebra,  Londres  1748  (Biblio- 
thèque Nationale,  V.  ao438). 

Clairant,  géomètre  et  astronome,  né  et  mort  à  Paris  (1713-1 766),  fut 
le  promoteur  de  la  théorie  des  courbes  gauches  (voir  n"*  a52).  Son  œuvre 
principale  a  pour  titre  :  Recherches  sur  les  courbes  à  double  courbure, 
Paris  1731.  (Bibliothèque  Nationale,  Y.  6275].  Nous  avons  également 
cité,  tome.I,  p.  339,  *^*  EU menls  d* algèbre,  Paris  1746  (Bibliothèque 
Nationale,  Rés.  V.  2060). 

Jean  Le-Rond  D'Alembert  (1717-1783).  qui  fut  Tun  des  plus 
célèbres  Encyclopédistes ,  a  exercé  une  grande  influence  sur  le  mouve- 
ment mathématique  de  son  temps.  Entré  à  l'Académie  des  Sciences 
dès  1742,  il  publia  Tannée  suivante  son  Traité  de  dynamique  qui  renou- 
vela l'étude  de  la  mécanique.  En  Analyse  pure,  la  théorie  des  équa- 

(*)  Voir  plus  haut  p.  477. 
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lions  dîiïérenli elles  et  celle  des  équations  aux  dérivées  partielles,  qu  il 
étudia  le  premier  d'une  manière  systématique,  lui  sont  principalement 
redevables  (voir  aussi,  au  n<*  766,  le  «  théorème  de  d*Alembert  » 
relatif  au  nombre  de»  racines  d'une  équation  polynomale). 

Enler,  Léonard,  né  à  Hâle  en  1707,  y  fut  Télève  de  Jean  BernouHî  ; 
il  suivit  à  Pélrograd  les  fils  de  ce  dernier  et  succéda  en  1733  a  Daniel 
Bernoulli  comme  professeur  de  mathématiques.  Appelé  à  Berlin  en 
1741  par  Frédéric  II,  il  retourna  à  Pétrograd  en  1766  et  y  mourut, 
aveugle,  en  1771. 

C'est  à  Euler  que  revient  le  mérite  d'avoir  réuni  en  un  corps  organisé 
et  d'avoir  codijié  les  méthodes  de  calcul  créées  par  les  générations  pré- 
cédentes. C'est  lui  qui  a  donné  à  V Algèbre  sa  forme  moderne  ;  s'il  n*a 
pas  été  aussi  loin  dans  ses  travaux  sur  le  calcul  intégral,  du  moins  est-ce 
à  lui  que  Ton  doit  d'avoir  vu  clairement  quelles  étaient  les  lacunes  à 
combler  pont  rendre  entièrement  rigoureux  les  principes  de  ce  calcul. 

Les  principaux  ouvrages- d' Euler  sont  : 

Inlroductio  in  Analysin  injinitorum,  Lausanne  17^8  (Bibliothèque 
Nationale,'V.  6648-/19). 

Instiiutiones  CalcuU  Differenlialis  cam  ejas  usu  in  analysi  Jînitoram  ac 
doclrina  sericrum,   Pétrograd  1765  (Bibliothèque  Nationale  V.  6679). 

Insiiluliones  CalcuU  inlegralis,  3  vol.  1768-70.  (Bibliothèque,  Natio- 
nale, V.  6680-83). 

Einleiiung  zur  Algebra  1770  ;  traduction  française  :  Eléments  d'aï- 
gèbre,  Paris,  1774* 

Lagrftnge,  Joseph,  Louis,  né  à  Turin  en  1736.  A.  dix-huit  ans,  et 
après  un  an  d'études  mathématiques  seulement,  il  fut  nommé  profes- 
seur à  l'école  d'artillerie  de  cette  ville  ;  à  vingt-deux  ans,  il  fonda  une 
société  scientifique  qui  devint  plus .  tard  Taccadémie  des  sciences  de 
Turin,  et  il  commença  à  publier  dans  les  mémoires  de  cette  société 
(Miscellanea  Taarinensia)  une  série  de*  travaux  de  mécanique  et  phy- 
sique mathématique.  En  1766,  Lagrangc  fut  appelé  à  Berlin,  comme 
successeur  d'Euler,  par  Frédéric  11  ;  il  y  resta  jusqu'à  la  mort  de  ce  roi 
(1787)  et  vint  ensuite  s'établir  h  Paris  sur  l'offre  de  Louis  XVI,  Il  mou- 
rut à  Paris  en  i8i3.  C'est  la  mécanique  théorique  qui  doit  le  plus  à 
Lagrange.  Dans  le  domaine  de  l'Analyse,  ses  principales  publications 
sont  celles  qui  ont  trait  à  la  théorie  générale  des  fonctions  :  Théorie  des 
fonctions  analytiques,  Paris  ,1797  ;  Leçons  sur  le  calcul  des  Jonctions,  1806. 
—  Les  œuvres  complètes  de  Lagrange  ont  été  rééditées  de  1867  à  1894 
(Paris,  i4  volumes). 

Laplace,  Pierre-Simon  de.  né  à  Beau  mon  t^-en- Auge  (Calvados)  en 
1749,   mort  à  Paris  en  1827.  —  Fils  de  paysans,   il  fut  instruit  à  la. 
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-campagne  par  les  soins  de  quelques  voisins  et  devint  en  1771,  gr&ce  à 
Tappui  de  D'Alembert  dont  l'attention  avait  été  attirée  sur  lui,  pro-- 
fesseur  de  mathématiques  à  TÊcole  militaire.  Il  enseigna  plus  tard  aux 
Ëcoles  Normale  et  Polytechnique.  Laplace  s'occupa  principalement  de 
Mécanique  céleste,  mais  ses  recherches  ramenèrent  à  étudier  de  nom- 
breux problèmes  qui  resaortissent  au  calcul  intégral,  à  la  tliéorie  des 
^nations  dilTérentielles,  au  calcul  des  probabilités.  Ses  Œuvres  com- 
plètes ont  été  publiées  de  1876  à  1908  (Paris,  i4  volumes). 

Legendre,  Adrien-Marie,  né  à  Toulouse  en  175a,  mort  à  Paris  en 
i833,  fut  professeur  à  l'Ecole  militaire  et,  à  partir  de  1795,  à  TEcole 
Normale.  Entre  temps,  il  fut  membre  de.  la  Commission  géodésique. 
instituée  par  les  gouvernements  anglais  et  français. 

Les  principaux  ouvrages  de  Legendre  sont  les  Eléments  de  géométrie, 
{i"  édition,  1794,  Bibliothèque  Nationale.  V.  18,896)  qui  eut  une  in- 
fluence considérable- sur  renseignement  de  la  géométrie  (voir  n*  8o4)et 
l'Essai  sur  la  théorie  des  nombres,  1  '•  éd.  1 798  ;  a*  éd.  en  a  volumes,  1 83o. 

Monge,  Gaspard,  né  à  Beaune  en  1746.  mort  à  Paris  ehji8i8,  pro- 
fesseur à  TEcole  du  génie  de  Mézières,  et  plus  tard  aux  Ecoles  Normale 
et  Polytechnique;  entre  temps,  il  fut  ministre  (179a),  puis  chargé 
^'une  mission  è  Rome  (1798)  et  membre  de  Texpédition  d'Egypte« 
Monge  fut  le  créateur  de  la  géométrie  descriptive,  voir  t.  I,  p.  a4o 
{éd.  originale   de  la  Géométrie    descriptive.   Bibliothèque  Nationale. 

V.  7,54).      . 

Carnot,  Lazare,  né  à  Nolay  (Bourgogne)  en  1763,  mort  à  Magde- 
bourgen  i8a3,  fut  of&cier  de  génie  puis  en  1793,  membre  du  Comité 
<lu  Salut  public.  Réfugié  à  Genève  à  la  suite  de  coup  d'Etat,  il  revint 
-ensuitaà  Paris  et  c'est  làquil  publia,  en  i8o3,  sa  Géométrie  de  position. 

Poiloelet.Jean-Vîctor,néàMetz  en  i78d,mortàParisen  1867, officier, 
puis  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Voir  n**  714  et  suiv. 

Foarler,  Jean -Baptiste,  né  à  Auxerre  en  1768,  mort  à  Paris  en 
i83o,  fut  professeur  aux  Ecoles  Militaire,  Normale  et  Ecole  Polytech- 
nique, puis  membre  de  Texpédition  d'Egypte  et  gouverneur  de  la 
Basse-Egypte,  préfet  de  Grenoble.  Sa  Théorie  analytique  de  la  chaleur 
(iSaa)  eut  une  influence  importante  sur  les  progrès  de  la  physique  et 
de  la  théorie  des  fonctions. 

Oauss,  Charles-Frédéric,  né  a  Brunswick  en  1777,  devint  en  1807 
directeur  de  l'Observatoire  et  professeur  à  Gôttingue  :  il  y  mourut  en 
1^5.  Les  œuvres  complètes  de  Gauss  ont  été  publiées  par  les  soins  de 
la  Société  Royale  de  GOltingue,  9  vol.  1863-1906.—  Voir  sur  ses  tra- 
vaux arithméticpies,  l.  I.  p.  29  et  suivantes. 

Caachy,  Augustin-Louis,  né  à  Paris  en  1789,  mort  à  Sceaux  en 
BooTKOuz.  —  Les  Principes  de  l'Analyse  nuthématiqne.  II  3i 
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1857.  Elu  membre  de  rinstitut  en  1816,  il  professa  à  TEcole  Poly- 
technique, à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  et  au  Collège  de  France. 
Eloigné  de  Paris  par  la  révolution  de  i83o,  il  enseigna  à  Turin,  puis 
à  Prague  ;  il  revint  à  Paris  en  1887  et  reprit  sa  chaire  de  la  Faculté 
des  Sciences  en  i848.  Les  principaux  travaux  de  Gauchy  louchant  les 
matliématiques  pures  ont  été  consacrées  à  la  théorie  générale  des 
/onctions  dont  Cauchy  fut  Tun  des  rénovateurs.  Voir  notamment  t.  II, 
p.  4 10  et  suiv. —  Les  œuvres  complètes  de  Cauchy,  en  27  volumes,  sont 
encours  de  publication  depuis  i88a  (Paris,  Gauthier-Villars). 

Lobatiohoffsky  (1793-1856},  mathématicien  russe,  professeur  à 
rUniversité  de  Kazan,  célèbre  par  ses  travaux  sur  la  géométrie  non* 
euclidienne.  Ouvrage  principal  (*)  :  La  Pangéométrie  (i855). 

Abel.  Niels  Henrik,  né  à  Fi ndoê  (Norvège)  en  1802,  mort  à  Tâge  de 
a6  ans.  Il  fit  faire  des  progrès  capitaux  à  Tétude  des  développements 
en  séries,  et  fut  l'un  des  promoteurs  de  la  théorie  des  intégrales  ellip- 
tiques et  hypérelliptiques  et  des  fonctions  inverses. —  Œuvres  :  éd. 
Sylow-Lie,  a  vol.  Christiania,  1881. 

Galois,  Evariste»  né  à  Paris  en  181 1,  tué  en  août  à  Tâge  de  20  ans 
en  1820.  Esprit  éminemment  inventif  et  pénétrant  (il  était  passionné 
pour  la  .politique  comme  pour  les  sciences),  Galoîs  fut  le  principal 
créateur  de  la  théorie  des  groupes  des  équations  algébriques.  Ses 
œuvres  publiées  en  1846  dans  le  Journal  deLiouvilUf  ont  été  rééditées 
en  1897  avec  une  préface  de  M.  E.  Picard. 

Biemann,  G.  F.  B.  (i 826-1866),  professeur  à  luniversité  de  Gôt- 
tingue  à  partir  de.  1867.  — Ses  travaux  portèrent  surja  théorie  des 
fonctions,  sur  la  géométrie  non-euclidienne  et  sur  la  plupart  des 
branches  de  l'Analyse.  Ses  Œuvres  complètes  ont  été  publiées  par 
Weber,  a*  éd.  en  a  volumes,  Leipzig,  i89a-i9oa  (traduction  Laugel, 
Paris,  1898). 

Weierstrass,  Karl  (1815*1897),  professeur  à  TUniversité  de  Berlin^ 
fut  l'un  des  principaux  promoteurs  de  la  théorie  moderne  des  fonc- 
tions analytiques.  Voir  notamment  t.  II,  p.  439.-—  Œuvres  complètes 
{MathemalUche  Werke)  en  cours  de  publication,  Berlin,  1894  et  suiv. 

Hermlte*  Charles  (iSaa-igoi),  professeur  à  la  Sorbonne,  laisse  de 
nombreux  travaux  consacrés  à  l'Arithmétique,  à  l'algèbre  et  à  la 
théorie  des  fonctions. (Œuvres  complètes,  3  volumes, Paris^  1900-1912). 

(*)  Réimprimé  dans  les  ŒSavres  Géométriques  de  Lobatscheffsky  :  tome  I  en 
fasse,  lome  II  en  français  et  allemand,  Kazan,  x886. 
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Abel,  II,  482;  I,  135,345-6,482; 

II,  230. 
Abondants,  nombres,  I,  33. 
Aboul  Wafa,  I,  163;  173. 
Abscisses,   I,   129  sqq.,   135  ;  de 

sens  opposés  (pos.  et  nés.),    I, 

141     143  ;    curvilignes,    I,   165 

sqq.  ;  (coordonnées),  I,  504  sqq  ; 

II,  22,  191. 
Abrahpm  Ben  Esra,  I,  36. 
Absolu,  e  :  valeur,  1, 145  ;  n*^  mbre, 

I,  113  ;  convergence,  II,.  249. 
Accélération,  II,  344  sqq.,  348. 
Accroissement  d'une  variable,   I, 

396    sqq  ;    théorème    des   accr. 

finis,  I,  407,  429, 
Accumulation,  point  d',  II,  360. 
Achille  (argument  de  T),  I,  125. 
Addition,  I,  7,  39,  146  ;  v.  aussi 

somme  et  opération  ;  logique,  I, 

215. 
Adjacent    (qui    touche),    passim  ; 

angle,  I,  66. 


Affecté  (de  sigi^e),  nombre,  I,  14$ 

sqq. 
Affine,    transformation,    II,  -119 

sqq.,  203. 
Affirm-^tif,  nombre,  I,  144. 
Agrandissement,    rapport    d',    I, 

103. 
Ahmes,  II,  461  ;  I,  2,  7,  17,  24,  38, 

84,  89,  163. 
Aigu,  angle,  I,  6^. 
Aire  (mesure  de  surface),  I,  67  ; 

II,  828  ;  V.  aussi  surface, 
Aldjebr,  I,  271. 
Alembert  (d'),  II,  479  ;  I,  467,  480  ; 

II,  146,  160-61,163,  230,  245. 
Algèbre,  Deur.  Lw.  passim  ;  n^  m- 

breuse  et  spécieuse,  I,  274,  284  ; 

géométrique,  I,  484  sqq.  ;  des 

vecteurs,  II,  100,  175. 
Algébrique   :   expression,    I,    283 

sqq.  (sur  les  deux  sens  du  m:t, 

voir  I,.p.  373,  note)  ;  fonction  I, 

305  sqq.,  384  sqq.,  421   sqq.  ; 

n'  mbre,  I,  347  ;  courbe,  II,  27. 
Algèbre  ïde,  fonction,  II,  436. 


(I)  L'Index  alphabétique  comprend  les  noms  propres  cités  et  les  principaux 
termes  techniques  employés  au  conrs  de  Tonvrage.  Les  numéros  indiqués  en 
référence  sont  ceux  des  pages,  et  les  chiffres  romains  I  et  II  désignent  respec- 
tivement les  tomes  I  et  II  Des  renseignements  biographiques  succincts  sont 
doDné«,  en  face  de  chaque  nom,  sur  les  maihéroaliciens  non  contemporains) 
qui  ne  figurent  pas  dans  l'Appendice  hintonque.  Pour  le^i  antres,  le  premier 
renvoi  indiqué  à  la  suite  du  nom  est  le  renvoi  à  l'Appendice. 
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Algorithme,  I,  6,  271. 

Aliquote,  partie  d'un  nombre,  1,5, 
33. 

Almageste  (ouvrage  de  Ptoléméeji 
I,  168. 

Alternée,  série.  II,  249  sqq. 

Alternes-externes   et   internes 
(angles),  1,  184. 

Amis,  amiables,  nombres,  I,  5. 

Amphinome,  I,  227. 

Analyse:  méthode  de  démonstra- 
tions, I,  231  ;  (science),  II,  263 
sqq.  ;  inûnitésimale,  II,  264, 
268  sqq. 

Analysis  situs,  I,  183-;  II,  204. 

Analytique,  géométrie,  II,  26* 
passim  j  courbe,  I,  256  ;  fonc- 
tion II,  411  sqq. 

Angle,  s,  I,  64  sqq.  ;  orientés,  i,  166 
sqq.  ;  alternes-internes,  etc.,  I, 
183  ;  d'un  triangle,  1,  185  sqq.  ; 
(mesure),  1,  119  ;  plan  d'un 
dièdre  121  ;  d'un  polyèdre,  I, 
194  ;  au  centre,  inscrit,  etc.,  I, 
197  ;  (engéom.  algèbr.),  II,  79, 
104. 

Angulaire,  coefficient,  I,  509. 

Anharmonique,  rapport,  1,  217. 

Anthologie,  I,  329. 

Antiphon  (480  -411  av.  J.-C),  so- 
phiste et  rhéteur  athénien,  1,  78. 

Apagoge,"  I,  239. 

Apollonius  de  Perga,  II,  465  ;  I, 
200,  212,  242-3,  246-50,  252, 
494  sqq.,  503  -,11,13,34,113.  , 

Appprtenance,  11,  199,  385. 

Appell,  Paul,  II,  186. 

Application  (opération  du  calcul 
géométrique),  I,  490  sqq. 

Approximation  :  arbitrairement 
grande,  I,  55  ;  mesure  approchée, 
I,  75  ;  (dans  le  calcul  des  racines 
des  équations)  ;  I,  540  sqq. 

Arabes,  I,  17,  34,  38,  51,  122,  200, 
277,  336. 


Aratoribus,  De,  I,  303. 

Arbitrairement  :  sens  mathém.  du 
mot,  I,  55  et  passim. 

Arc  (de  cercle),  I,  196;  mesure  I, 
120  ;  orienté,  I,  163  sqq.  ;  li- 
gnes trigonométçiqups  d'un,  I, 
166  sqq.  ;  supplémentaires, 
complémentaires,  etc.,  175sqq.  ;  ' 
addition,  soustraction,  multi- 
plication des    arcs,   I,  376-77- 

Arc  de  courbe  (quelconque},  voir 
rectification. 

Arc  sinus,  cosinus,  tangente,  I,  412, 
419  ;  II,  159  et  passim, 

Archimède,  II,  463  ;  I,  19,  59.  78 
sqq.,  82,  96  sqq.,  100-01,  121, 
129, 191,  241  sqq.,  247,  253,  258, 
494,  531  ;  axiome  d',  I,  74,  103  ; 
II,  191,198,  229,  272,  284,  355, 
387  sqq. 

Archytus  de  Tareyite,  II,  461  ;  I, 
89,  104,  183,  220,  257. 

Arête  :  d'un  dièdre,  I,  71  ;  d'un  po- 
lyèdre, I,  91  ;  d'un  angle  po- 
lyèdre, 1, 194  ;  d'un  cône,  I,  99. 

Argand  (N.),  (1768-1822),  né  à 
Genève,  II,  147. 

Argument  (d'une  fonction)^  I, 
307  ;  d'un  nombre  imaginaire, 
II,.  149  et  passim. 

Aristarque  de  Samos,  I,  163. 

Aristée,  II,  462  ;  I,  247,  499. 

Aristote,  II,  462  ;  I,  43. 

Arithmétique,  I,  3  sqq.  ;  I,  progres- 
sion, médiété,  v.  ces  mots  ;  ou- 
vrage de  Diophante,  I,  276. 

Arithmétique  :  groupe,  II,  182. 

Arrangements,  I,  264  ;  avec  ré- 
pétition, I,  266. 

Ars  magna  :  de  LuUe,  I,  281;  de 
Cardan,  I,  343  sqq.  ;  de  Leibnix» 
I,  282. 

Associative  (opération),  1, 8,  9, 11, 
40,  42,  147,  149,  273. 

Aryabhata,II,467;I,6,5l,82,173^ 


zedby  Google 


IUDEX    ALPHABÉTIQUE 


485 


Asymptote,  I,  250,  ;  II,  72  sqq., 
172. 

Attraction,  II,  352-53. 

Autolycus,  I,  200. 

Axes  :  dirigés  ou  orientés,  I,  112, 
142  sqq.  ;  de  coordonnées,  I, 
504  sqq.  ;  rectangulaires,  I,  507 
sqq.  ;  d'un  cylindre,  cône,  I;  97, 
99  ;  d'une  conique,  I,  247,  sqq.  ; 
11,  52. 

Axiomatique,  méthode,  II,  19S 
sqq.,  385  sqq. 

Axiome,  I,  64,  233  ;  d'Archimède. 
V.  ce  mot  ;  v.  aussi  postulat, 

Axonométrie,  II,  121. 


Babyloniens,  I,  -2,  38,  49,  52,  120. 

Bachet,  II,  472  ;  I,  6,  33,  34,  329. 

Baire  (R.),  Il,  361,  376-77. 

Barrow,  II,  475  ;  I,  521,  528. 

Bartholin,  Erasme,  I,  275,  484. 

Base  :  d'une  puissance,  1, 10  ;  d'un 
parallélogramme,  triangle,  I,  87, 
89  ;  d'un  prisme,  etc.  ;  I,  92 
sqc[.  ;  d'un  logarithme,  I,  156. 

Battani  (Al.),  mathématicien  arabe 
I,  163,  Ï73. 

Beaune,  (Florimond  de),  (1601- 
1651),  conseiller  au  présidial  de 
Blois,  I,  484,  527  sqq,. 

Beltrami,  II,  212. 

BernouUi  (Jacques),  II,  479  ;  I, 
110,  262,  373,  460  ;  II,  16,  66, 
229,  242,  250,  283  ;  équ.  de  B.,  I, 
460. 

Benoulli  (Jean),  II,  479  ;  I,  305, 
306,  369,  373,  414,  416,  455,  461, 
529  ;  II,  72,  229,  250,  552,  283, 
302. 

Bessel  (Friedr.-Wilh.)  (1784-1846), 
professeur  à  l'Université  et  di- 
recteur de  l'observatoire  de 
Kônigsberg,  II,  311. 

Bezout  (1730-1783),  né  à  Nemours, 


professeur  aux  Écoles  de  b  Ma- 
rine et  de  l'Artillerie  Koyale,  I, 
366. 
Bhaskara,  II,  467  ;  I,  6,  48,  116. 
147, 173,  267,  275,  277,  302,  333, 
Bicarrée  :  puissance,  I,'  11  ;  équa- 
tion, I,  345. 
Binôme,  I,  296  et  passim, 
Binormale,  II,  339. 
Biot    (Jean-Baptiste   (1774-1862), 
professeur  de  physique  mathé- 
matique' au  Collège  de  France, 
II,  26. 

Bipériodique,  fonction,  II,  448, 
sqq. 

Birationnelle,  transformation,  II, 
122  ;  substitution,  177. 

Bissectrice  :  d'un  angle,  I,  66,  239  ; 
II,  44  ;  d'un  triangle,  I,  191, 
209. 

Bissecteur,  plan,  I,  72. 

Bcèce,  II,  466  ;  I,  67. 

Bolyai  (Farkas)  (1775-1856),  ma- 
thématicien hongrois,  II,  210 
sqq. 

Bombelli,  I,  139. 

Boncompagni,  I,  6. 

Boole  (1815-1864),  logicien  anglais, 
II,  215  sqq. 

Borel  (Emile),  I,  ix,  162,  269  ;  II, 
36i;  378  sqq. 

Borne,  II,  375  sqq. 

Bornée,  fonction,  II,  357. 

Borrel,  II,  470  ;  I,  259. 

Bouquet,  II,  410. 

Brahmagcupta,  II,  467  ;  I,  6,  276. 

Branche,  de  fonction,  I,  389,  516  ; 
II,  395  sqq.;  infinie  d'une  courbe 
II,  73,  sqq. 

Braunmuhl,  1, 163. 

Brianchon  (Charles- Julien,  né  en 
1785).  I,  238. 

Briggs,  I,  161. 

Briot,  11,410. 

Brcuncker  (1620-1684),  Icrd  irlan- 
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dais,   premier  président  de  la 

Sçciété  Royale  de   Londres,  I, 

139;  II,  225. 
Brunschvicg  (Léon),  I,  vjii,  fl,  24, 

222. 
Buckley,  I,  267. 
Buhl  (Ad.),  I,  XI. 
Bûrgi,  1, 155, 160. 


€ailey,  II,  175. 

Calcul,  I,  6  ;  approché,  I,  54  sqq.  ; 
des  grandeurs,  I,  64  sqq.  ;  des 
rapports,  I,  104  sqq.  ;  trigono- 
métrique,  1, 163  sqq.  ;  différen- 
tiel, intégral,  voir  ces  mots. 

Ciintor  (G.),  II,  191,  194,  361  sqq. 

Cantor  (M.),  1, 19,  43, 124,302  ;  II, 
289. 

Caçamuel  y  Lcbkovitz  (1606-1682), 
mortévêque  de  Vigevano,  après 
avoir  vécu  en  Espagne,  Ecosse, 
Allemagne,  Autriche  et  Bo- 
hême, 1,52. 

Cardan,  II,  469  ;  I,  144,  259,  301, 
303,  325,  336,  340-41  ;  II,  146- 
47. 

Cardinal,  nombre,  I,  3  ;  II,  187 
sqq.,  362. 

Carnot,  II,  481,  113. 

Cirpos,  I,  228. 

Carré,  d'un  nombre,  I,  5,  10,  86  ; 
unité  d'aire,  I,  83,  85  ;  car.  ma- 
gique, I,  33  ;  car.  inscrit  dans  un 
cercle,  I,  79,  208. 

Ccirrée  (racine),  I,  12  et  passim  ; 
V.  racine. 

Cartésiennes,  coordonnées,  I,  507. 

Cascades  (méthode  des),  I,  536. 

Catégoriques,  axiomes,  II,  198. 

Cathète  (d'un  triangle  rectangle), 
I,  189. 

Cauchy,  II,  482;  1, 13é,  480-81  ;  II, 
133,  146,  180,  230,  245-47,  273 
sqq.,  417,  419-21,  458-59. 


Cavalieri,  II,  472  ;  1, 57  ;  II,268sqq. 
Cayley  (Arthur)  (1821-1895),  avo- 
cat et  professeur  à  l'Université 
de  Cambridge,  II,  175. 
Census  (carré),  I,  280. 
Centimètre,  I,  75. 

Centrale,  projection,  I,  205. 

Centre,  d'un  cercle  ou  sphère,  I, 
77,  99  ;  ligne  des  cent.,  I,  200  ; 
d'inversion,  I,  221  ;  d'une  co- 
nique, I,  248-49  ;  11,51. 

Cercle,  I,  77  ;  sa  longueur,  I,  77 
sqq.  ;  son  aire,  I,  95  ;  géométrie 
du  cercle,  1, 1 96  sqq.  ;  polygones 
réguliers  inscrits,  I,  208  ;  cerc. 
orienté  ou  trigonométrique,  I, 
163  sqq.  ;  grand  cerc.  de  la 
sphère,  I,  lOO,  "201  ;  géom.  ana- 
lyt.  du  cerc, II,  47  sqq.  ;  cerc.  de 
rayon  nul,  11^  169  ;  «erc.  oscu- 
lateur,  II,  336. 

Chaldéens,  v.  Babyloniens, 

Changement:  d'inconnue,  I,  324, 
363  ;  de  variable,  I,  436,  453  ; 
de  coordonnées,  II,  35  sqq.  ;  76 
sqq.,  105.  V.  aussi  transforma' 
tion. 

Chasles  (1793-1880),  professeur  à 
la  Sorbonne,  I,  216  ;  II,  110, 
111,  123-24. 

Chemin  (théor.  des  fonctions),  II, 
395. 

Chiffre,  I,  50. 

Chinois,  I,  34,  49,  236. 

Chuquet,  II,  468  ;  ï,  11, 13,  18,  25, 
38,  144,  148,  152,  160,  302  ;  II, 
146. 

Circonférence,  I,  77  ;  v.  cercle. 

Circonscrit  ;  polygone  à  un  cercle, 
I,    79,    199  ;    polyèdre    à   une 
sphère,  I,  101,  201  ;  cercle  à  un 
'  triangle,  I,  1 99. 

Circulaire  (fonctions)  :  V.  trigo- 
nométriques. 

Cisseïde,  I,  254-6. 
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€lairant,  II,  479  ;  I,  258,  339  ; 
équation  de  Gair,  I,  462. 

Classe,  II,  188  ;  sous-classes,  189  ; 
logique  ces  cl.,  II,  215  sqq.*  de 
fonctions  discontinues   II,  377. 

Coefficient  :  d  un  monôme,  I,  285  ; 
d'un  polynôme  en  x  ou  x,  y,  s,  I, 
291  sqq  ;  d'une  équation,  I,  327, 
348,  350  ;  d'une  équat.  différen- 
tielle linéaire,  I,  467  sqq.  ;  mé- 
thode des  coeff.  indéterminés,  I, 
367,  370,  n,  228,  235-36  ;  coeff. 
angulaire,  I,  509. 

Colebrooke,  I,  116,  276. 

CoUinéation,  II,  120. 

Collins,  II,  476,  478. 

-Combinaison  :  I,  266  sqq.  (li- 
néaire) de  2  équat.,  I,  322. 

Combina toire  ;  calcul,  I,  259  sqq.  ; 
de  Leibniz,  II,  126,  263. 

Commensurable,  I,  75  ;  en  puis- 
sance (d*après  Euclide),  I,  76. 

Commutative  :  opération,  I,  8,  9, 
40,  42,  147,  149  ;  substitution, 
II,  179  ;  groupe  commut.,  206. 

Comparable,  grandeur,  I,  64  sqq. 

"Compas,  I,  237. 

-Compatibles  :  axiomes,  postulats, 
II.  196. 

Complément,  complémentaire  an- 
gle, I,  67  ;  dièdre,  I,   72  ;  arc; 

I,  176. 

Complexe  (nombre),  \,  imaginaire. 

■Composée,  fonction,  I,  389,  421  , 
sa  dérivée,  I,  404,  424  ;  sa  diffé- 
rentielle, II,  295,  299. 

Composition  (théor.  des  groupes), 

II,  205.  ' 
Conchoïde,  I,  254-6^  II,  14,  18. 
Conditions  (initiales),  I,  450. 
€ône  (droit  ou  oblique),  I,  99,  240  ; 

sections   planes,    I,   241    sqq.  ; 
V.  aussi  conique. 
Conforme,  représentation,  II,  396- 
97. 


Congruence  :  arithmétique,  I,  29 
sqq.;  égalité  de  figure,  1, 67,495  ; 
.  II,  383  ;  axiome  de  ôongr.,  II, 
199. 

Congrument  (superposable),  I,  64, 
67  et  passim. 

Conique  :  V.  projection  ;  (section), 

I,  241  sqq.,  247  sqq.,  255  ;  II, 
50  sqq.,  123, 170  sqq.  ;  leur  clas- 
sification, II,  53  sqq.,  60  ;  sur- 
face conique,  II,  96. 

Conjugué  :  harmonique  (point),  I, 
210  ;  diamètre,  corde  (dans  une 
conique),  I,  252  ;  imaginaires 
conjug.,  II,  146,  161,  sqq. 

Constant,  constante  :  nombre  ou 
quantité,  I,  280  ;  const.  (arbi- 
traire) d'intégration,  I,  431,  447, 
sqq.  ;  const.  logique,  II,  217. 

Construction  :  xaxajxiw-fl,  I,  230  ; 
géométrique  (en  général),  1, 179, 
236  sqq.  ;  dans  l'espace,  I, 
239  sqq. 

Continue  :  fraction,  1,1 39  ;  fonction, 
y.  continuité  ;  ensemble  contin., 

II,  369. 

Continuité  :  d'une  fonction  d^une 
ou  plusieurs  variables,  I,  390, 

sqq.,  422,  516  ;  II,  365  sqq.,  397- 
98  ;  à  gauche  et  à  droite,  II,  358. 
axiome  de,  II,  199,  387  ;  prin- 
cipe de  (Poncelet),  II,  111. 

Contour,  I,  69  ;  polygonal,  II,  103  ; 
multiple  (théorie  des  fonctions), 
II,  417  sqq. 

Convergence,  v.  convergente  ;  do- 
maine de,  II,  251,  255, 

Convergente  :  »  suite,  'I,  126,  130 
sqq.,  135,  150,  passim  ;  expres- 
sion arithmétique,  I,  135  sqq., 
II,  224  ;  série,II,229  sqq.,  241 
sqq.  ;  (absolument),  II,  249. 

Converger  (tendre  vers),  I,  126  et 
passim. 

Coordonnées,   I,  502,  504,  sqq.  ; 
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rectangulaires  ou  cartésiennes,  I, 
507,  n,  13,  3  5,sqq.  ;  dans  Tes- 
pace,  II,  20,  76  sqq.  ;  polaires, 
II,  15  sqq.,  22  ;  se  mi  polaires,  II, 
22  ;  sur  la  sphère,  il,  19  ;  homo- 
gènes, II,  70  sqq. 

Ccrde  :  de  cercle,  I,  196  ;  conju- 
guée (dans  une  conique),  I,  252. 

Ccrollaire,  I,  234. 

Corps  (solide),  I,  75. 

Corrélatives,  figures,  II,  123. 

Correspondance  :  fonctionnelle,  I, 
307  ;  II,  390  sqq.,  460  ;  (en  géo- 
mét.),  II,  113,  sqq.  ;  (entre  élé- 
ments d'une  classe)  :  II,  188 , 
univoque  et  réciproque,  II, 
396. 

Correspondants,  angles,  I,  184. 

Cosa  (inconnue),  I,  280. 

Ce  sécante,  I,  171. 

Cosinus  :  d'une  abscisse  curviligne 

I,  169  ;  d'un  angle,  I,  171  ;  ces 
(a  -f  b),  I,  178,  223,  376  ;  d'un 
nombre  complexe, II,  158  ;  direc- 
teur, II,  78  ;  les  9  cos.,  II,  80  ; 
dérivée  du  ces.,  1, 419  ;  développ. 
en  série,  II,  238. 

Cossistes,  I,  11,  280. 

C6 tangente,  I,  171. 

Cote,  II,  22. 

Côté  :  d'un  angle,  I,  64  ;  d'un  poly- 
gone, I,  69  et  passim. 

Coupure  (en  arithmétique),  I,  505- 
06  ;  II,  192. 

Courbe,  I,  69  et  passim  ;  tangente, 

II,  334  ;  enveloppe,  v.  ce  mot  ; 
gauche,  I,  257  ;  II,  93,  97  ;  inté- 
grale, I,  530  ;  algébrique  ou 
transcendante,  II,  27,  65  sqq.  ; 
surface  courbe,  I,  73. 

Courbure  :  courbe  à  df  uble,  I,  257  ; 

d'une  courbe,  II,  336  ;  rayon  de, 

II,  337,  339. 
Couronne  (thétrie  des  fonct),  II, 

41';, 


Courcier  (1604-1692),  Père  Jésuite^ 

I,  257. 

Couturat,  ï,  282  ;  II,  215. 

Cramer  (1704-1752),  professeur  à 
Genève,  II,  133,  140. 

Cremona  (1830-1903),  prof,  à 
■Rome  :  transferma  tien  de,  II, 
122. 

Critère,  de  convergence  :  II,  245 
sqq. 

Critique,  point  II,  399,  403  ;  algé- 
brique, II,  432-33  ;  transcendant 

II,  434. 

Crochet  :  son  emploi,.!,  288. 

Croissante,  foncticn,  I,  394,  405. 

Cube:  d'un  nombre,  I,  1  ;  (unitéde 
volume),  I,  83  ;  (en  gécmétrie), 
I,  91,  202  ;  duplication  du,  I, 
497  sqq. 

Cubique  :  racine,  I,  12  et  passim. 

Curtze  (Max),  I,  61, 115. 

Curviligne  :  abscisse,  ï,  165  sqq.  ; 
intégrale,  11,^  315  sqq.  ;  mouve- 
ment, II,  347  sqq. 

Cycliques,  points,  II,  168,  173. 

Cycloïde,  II,  67,  327,  331. 

Cylindre,  droit  ou  oblique,  I,  97, 
240  ;  sections  planes,  I,  243  ; 
cyl.  eu  surface  cylindrique,  II, 
95. 


Dalgarno,  I,  282. 

Data  (ouvrage  d'EucUde),  I,  233. 

Décimale  :  numération  ou  nota- 
tion, I,  50  sqq.  ;  fraction,  I,  52  ; 
partie.I,  53  ;  nombre  déc,  I, 
52  ;  système  déc,  I,  76  ;  déci- 
male (substantif),  I,  54. 

Déc<  mpcsititn  :  d'une  fKxtioa 
r£;tionnelle,  I,  369  sqq. 

Décroissante,  fcncticn,  I,  394, 
405. 

Dedekind,     mathématicien    aile 
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mand,  né  en  1831,  II,  192    sqq. 

Défaillant,  rectangle  appliqué,  I, 
490  sqq. 

Défaut  (approximation,  par),  I, 
55  et  passim. 

Déficients,  nombres,  I,  33. 

Définitions,  I,  233. 

déformation,  II,  114,  sqq. 

Degré  :  360«  partie  du  cercle,  I, 
120,  165  ;  d'un  monôme  eu  po- 
lyncme,  I,  287-8  ;  d'une  équa- 
tion, I,  326  ; 

Délien,  problème,  I,  497. 

Demande  (postulat),  I,-233. 

Demi-droite,  I,  64  ;  —  plan,  ï,  71. 

Démonstration,  I,  230  ;  par  Tab- 
surde,  232. 

Dénombrable,  ensemble,  II,  363 
sqq. 

Dénominateur,  I,  37  ;  réduction 
au  même,  I,  49  ;  peur  un  poly- 
nôme, I,  37. 

Dense,  ensemble,  II,  368. 

Déplacements,  II,  114-15,  117-18  ; 
groupes  des,  II,  203,  207. 

Dérivation  :  v.  dérivée  ;  sous  le 
signe  /*,  II,  310. 

Dérivé,  ensemble,  II,  368. 

Dérivée,  d'une  fonction,  I,  396 
sqq.,  518  sqq.  ;  logarithmique,  I, 
402  ;  partielle,  I,  423,  426  ; 
équation  aux  dér.  partiel.,  I, 
477  sqq.  ;  dériv.  en  un  point.  II, 
405  sqq.,  422-23. 

Desargues,  II,  471  ;  I,  211,  217 
sqq.,  242,  244  ;  II,  97,  113,  167, 
273  ;  thécr.  de,  I,  219. 

Descartes,  II,  472  ;  I,  11,  81,  110, 
115,  122  sqq.,  180, 181,  200,  217, 
243,  247,  254,  sqq.,  275,  294, 
313,  328,  334,  349,  353,  357, 
370,  406,  484-85,  492,  501  sqq., 
506,  521-22,  527  ;  II,  2,  4,  13, 
23  sqq.,  34, 147,  161,  391  ;  théo- 
rème de,  I,  313. 


Descriptive,    géciùétrie,    I,    240  ; 

II,  110,  propriété,  II,  111. 
Déterminant,  II,  132,  sqq. 
Détermination,  d'une  fonction,  II, 

396. 
Déterminé,  e  :  quantité,  I,  280  ; 

équation,  I,  315  .système,  ï,  17, 

problème  dét.,  II,  4. 
Detri,  règle,  I,  116. 
Développement  :  d'un  produit,  I,' 

289  ;  du  binôme,  I,  297  ;  d'une 

série,  II,  229. 
Diagonale  (d'un  polygone),  I,  192. 
Diamètre  :  d'un  cercle,  I,  77,  196  ; 

sphère,    I,   100  ;  conique,   252, 

497. 
Dièdre,  angle,  I,  71  ;  sa  mesure 

I,  120  ;  d'un  ang.  polyèdre,  I, 

194. 
Différence,  de  2  nombres,  I,  8  ;  de 

fractions,  I,  40  ;  de  segments,  I, 

64  ;  d'angles,  etc.,  I,  65,  sqq.  , 

de  nombres  relatifs,  ï,  147. 
Différenciation,  I,  431. 
Différentielle   :   équation,   I,   444 

sqq.,  526  sqq.  ;  II,  185,  301  sqq.; 

457  sqq.  ;  [expression],  II,  289 

sqq.  ;  du  2®  ordre  :  II,  298  sqq.  ; 

totale  exacte.  II,  303  sqq.  ;  voir 

aussi  géométrie. 
Dimensions  :  d'un  rectangle,  I,  85  ; 

d'un    parallélipipède,    I,    91  ; 

d'une  grandeur  géométrique,  I, 

117. 
Dicclès  (2e  siècl.  av.  J.-C),  I,  254. 
Dîophante,  II,    466  ;  I,-  10  sqq., 

22,    31    sqq.,    144,    272,    276-7, 

280,  301,316,  329. 
Diorisme,  I,  230. 
Direction  (en  gécmét.),  II,  78. 
Directrice  :  d'un  cylindre  ou  cône, 

I,  97  ;  II,  95-6  ;  d'une  conique, 

I,  250. 
Dirichlet,  v.  Lejeune. 
Dirigé,  axe,  abscisse,  I,  142. 
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Discontinu  :  non  continu,  passim  ; 

fonction   ponctuellement   dise, 

I,  376. 
Discontinuité,  point  de,  II,  398. 
Discriminant,  I,  335. 
Discussion  :  d'un  problème  (sens 

générale,   II,  6  ;  d'un  système 

d'équ.,  I,  360  sqq. 
Disjonctive,  proposition,  II,  222. 
Distance,  d'un  point  :  aune  droite, 

I,  189  ;  à  un  plan,  I,  193  ;  (en 
géom.  algèbr.),  II,  44,  77. 

Distincte,  racine,  I,  350. 
Distribu tive,  opération,  I,  9,  11, 

42,  149,  288  et  passim. 
Divergente,  suite;    I,    131,   155, 

passim;  série,   II,   241   sqq. 
Dividende,  I,  9. 
Diviseur,    d'un    nombre,     ï,     9, 

26  sqq.  ;  plus  grand  commun. 

div.,  1,28  ;  de  polynômes,  I,  à49. 
Divisibilité  :  de  nombres,  1,9  ;  de 

polynômes,  I,  349,  368. 
Division  :  de  nombres,  J,  9,  28  ;  de 

fractions,  I,  41  ;  de  rapports,  I, 

109  ;    de    nombres    relatifs,  I, 

149  ;  de  nombres  imaginaires, 

II,  150;  de  a"+*  —  fc"+*,  I, 
300  ;  de  polynômes,  I,  366  sqq.  ; 
harmonique,  I,  210  ;  II,  46. 

Djebr,  I,  271. 

Dodécaèdre,  régulier,  I,  202. 

Domaine  ;  où  est  définie- une  fonc- 
tion, I,  421  ;  de  convergence 
d'une  série,  II,  251,  255. 

Dorée,  règle,  I,  116. 

Double  :  racine  d'une  éq.,  I,  -333, 
342,  351. 

Droit  :  angle,  I,  67  ;  dièdre,  I,  72. 

Droite  :  {ligne  droite),  I,  G3  sqq, 
et  passim  ;  dans  l'espace,  I,  90  ; 
demi-dr.,  I,  64  ;  équations  d'une 
dr.,  I,  507  sqq.  ;  II,  38  sqq.,  82 
sqq.  ;  dr.  de  l'infini,  II,  168, 
170 sqq.  ;  définition  delà  dr.,  II, 


207  ;  dr.  de  Niemann,  II,    212. 
Duale,   correspondance,    II,   123, 

174. 
Dualité,  principe  de,  II,  124. 
Duhamel'    (J.-B.)       (1624-1706), 

prêtre  oratorien,  secrétaire  de 

l'Académie  des  Sciences,  II,  383. 
Duplication,  du  cube,  I,  497. 
Dynamique,  II,  342. 

E 

e,  1,137  ,6*,  1,415. 

Echange  :  de  branches  de  fonc- 
tion, II,  400  sqq. 

Echelle  (d'une  figure),  I,  104  ; 
changement  d'éch..  II,  119,  203. 

Ecthèse,  I,  229. 

Egalité,  I,  6,  7  ;  de  segments,  I, 
64  ;  d'angles,  I,  65  ;  de  fligure 
ou  de  grandeur,  I,  67  ;  de  rap- 
ports, I,  106  ;  de  triangles,  I, 
187  ;  des  expressions  algé- 
briques, I,  296. 

Egyptiens,  I,  2,  17,  37,  k%  73;  84, 
104,  183,  330. 

Eisenlohr,  ï,  2,  84. 

Eléates,  I,  124. 

Eléments   :    pour   les   géomètres 

grecs,  I,  232  ;  d'Euclide,  v.  Eu- 

clide  ;  d'une  figure,  II,  5  ;  d'un 

trièdre,  I,  194  ;  d'un  triangle,  I, 

,  186  ;  II,  5  ;  d'arc,  II,  334. 

Elévation,  à  une  puissance,  v.  puis- 
sance. 

Elimination  (entre  ies  équations), 
I,  322,  356. 

Ellipse,  1,242,  247  sqq.,  494: 11,55. 

Ellipsoïde,  II,  95^. 

Elliptique,  fonction,  II,  450  sqq.  ; 
intégrale,  II,  456. 

Enriques,  II,  195,  198-99. 

Ensemble,  II,  190,  360  sqq.  ;  dé- 
no  mbrable,  II,  363  ;  dérivé, 
dense,  fermé,  d'un  seul  tenant , 
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continu,  etc.,  II,  368-70  ;  me- 
sure d'un  ensembl.,  II,  378. 

Entier,  nombre,  I,  38  ;  fonction 
ent.,  I,  309,  384  ;  II,  435-36, 
440  sqq. 

Enveloppe  :  (courbe)  :  I,  256  ;  II, 
340  sqt]. 

Epure,  I,  240. 

Equateur,  II,  19. 

Equation  :  arithmétique,  I,  30 
sqq.  ;  algébrique,  I,  312  sqq.  ;  à 
plusieurs  inconnues,  I,  314  ;  dé- 
terminée  ou   indéterminée,    I, 

315  ;  transformation  et  résolu- 
tion des  équ.,  I,,318  sqq.  ;  sys- 
tème   d'équ.    simultanées,     I, 

316  sqq.  (v.  aussi  système)  ; 
équ.  équivalentes,!,  319  ;  numé- 
rique, I,  327  ;  polynomale,  I, 
326  sqq.  ;  générale  du  premier 
degré,  I,  327  sqq.  ;  du  second 
degré,  I,  331  sqq.,  364  ;  du  troi- 
sième degré,  I,  336  sqq.  ;  du 
quatrième  degré,  I,  343  ;  de  de- 
gré quelconque,  I,  345-6,  347 
sqq.,  II,  160  sqq.,  184  ;  trans- 
cendante, I,  375  ;  trigonomé- 
trique,  I,  380  sqq.  ;  étude  gra- 
phique des  équ.,  I,  536  sqq.  — 
Equat.  différentielle,  voir  ce 
mot  ;  à  variables  séparées,  I, 
455  ;  homogène,  456  ;  linéaire,  I, 
459,  467  sqq.  ;  aux  dérivées 
partielles,I,477  sqq.  ;  fonction- 
nelles, I,  479  ;  intégrale,  I,  481. 
—  Equat.  d*un  problème  de  géo- 
métrie, II,  2  sqq.  ;  d'une  courbe, 
13,  27,  33.  ;  générale  (en  géo- 
métrie), II,  30,  40  ;  de  surfaces, 
II,  32  ;  de  plans,  II,  90.—  Equ. 
du  mouvement  d'un  point,  II, 
348.  —  Equ.  logique,  II,  219. 

Equilatéral,  triangle,  I,  192,  208. 
Equilatère,  hyperbole,  II,  56. 
Equivalents,  es  :  expressions  algé- 


briques, I,  295  sqq.  ;  équations, 
systèmes  d'équations,  I,  319, 
321  :    équations  dilTérentielles, 

I,  452  ;  équations  de  courbes, 

II,  38  ;  classes,  II,  189  ;  en- 
sembles, II,  362. 

Eratosthène  (de  Cyrène),  II,  465  ; 

I,  34. 
Erreur  (commise),  I,  56. 
Espace,  II  384,  sqq. 
Essentiel,  point  s  ngulier,  II,  429. 
Etrusques,  I,  50. 

Euclide,  II,  462  ;  i,  5,  26,  35,  43, 
63,  64  sqq.,  75,  76,  78-9,  91,  92  ; 
95,  97,  103,  111,  114,  122,  183 
sq.  *  202,  206,  209  227  229 
sqq..  233  sqq.  237,  sqq,  247, 
487  sqq.,  492  ;  *I,  195, 198,  208  ; 
Postulat  (T Euclide,  I,  87,  II,  197, 
208  sqq.,  383. 
Euclidienne,   géométrie,    II,   208 

sqq. 
Eudème  (de  Pergame),  1, 183, 186, 

187. 
Eudoxe  ,de  Cnide,  n,  462  ;  i,  89, 
95,  102  sqq.,  183,  236,  238,  241, 
258. 
Euler,  1*,  480  ;  I,  30,  32-3,  35,  81, 
306,  323,  351,  369,  372,  415,  420, 
467  ;  II,  16,  109  157, 161,  229  ; 
angles  d'Eul.,  II,  81  ;  formules 
d'EuL,  II,  238. 
Excéden':,  rectangle  appliqué,  I, 

490  sqq. 
Excentricité  (coniques),  I,  250  sqq. 

II,  56. 
Excès,  approximation  par,  I,  55 

et  passim. 
Exhaustion,  méthode  d',  I,  71,  78 

sqq.,  531  sqq.,  II,  230. 
Existence  :  des    notions  géomé- 
triques, 1,528,  236  sqq. ;  théo- 
rèmes    d'existence     (équations 
différentielles),  II,  459. 
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Explicite,  fonction,  I,  386,  420. 

Exponentielle  :  notation,  ï,  11, 
61',  151  ;  fonction,  I,  411  sqq., 
II,  155  sqq.,  237  ;  courbe,  I, 
524. 

Exposant  :  entier,  I,  10  ;  ration- 
nel, I,  59  ;  négatif,  I,  151  ;  ima- 
ginaire, II,  156. 

Expression  :  arithmétique  conver- 
gente, I,  135  sqq.  ;  algébrique 
(v.  ce  mot),  I,  283  sqq.,  305  et 
passim  ;  rationnelle^  I,  283  ; 
transcendante,  I,  373  ;  nouvelles 
exp.  algébr.,  II,  128. 

Extension,  théorie  de  T,  II,  109. 

Extérieur,  angle  (d*un  triangle),  I, 
186. 

Extermination  (élimination),  I, 
323. 

Extraction,  d'une  racine,  v.  ce  mot. 

Extrême,  terme  d'une  proportion, 
I,  111. 

Extrémité,  d'un  vecteur,  II,  100. 


Face  :  d'un  dièdre,  I,  71  ;  d'une 
pyramide,  I,  73  ;  d'un  polyèdre, 
I,  91  ;  d'un  angle  polyèdre,  I, 
194. 

Facteur  (d'un  produit),  I,  8  ;  pre- 
mier, I,  27,  34  ;  numérique  ou 
Httéral  (dans  un  mono  me),  I, 
285  ;  commun,  I,  288,  290  ;  pre- 
mier dans  un  polynôme,  I,  368  ; 
primaire,  II,  442. 

Faotorielle,  I,  264. 

Fagnano  (1682-1760),  II,  66. 

Faisceau,  harmonique,  I,  211,  217. 

Fauh.ilber,  1,  19. 

Feints,  ne  mbres,  I,  144. 

Fermât,  II,  473  ;  I,  6,  19,  32,  sqq., 
35,  200,  247,  259,  2^8,  334,  406. 
436,  507,521,532  ;  II,  2,  13,  25 
270-71,  288,  328. 


Fermé,  ensemble,  II,  368. 

Ferrari  (Luigi),  dé  Bolc"gne  (1522- 
1565),  I,  340-41,  343. 

Ferro  (Scipicn)  de  Bologne  (mort 
en  1526),  I,  336,  341. 

Fibcnacci,  v.  Léonard. 

Figures,  I,  62,  179  sqq.  et  passim  ;. 
semblables,  I,  104  ;  homothé- 
tiques,  I,  205.  ;  inverses,  I, 
221. 

Figuré,  nombre,  I,  22. 

Fitz-Patrick,  I,  261. 

Fixe  =  constant,  nombre  ou 
quantité,  I,  280,  307 'et  passim^ 

Fluxion,  I,  397.. 

Focale,  distance  (coniques),  I,  248, 
249  ;  II,  56. 

Fonction  :  (arithmétique),  I,  35  ; 
d'une  eu  plusieurs  variables,  I, 
305  sqq.  ;  383  sqq.  ;  II,  391 
sqq.  ;  polyncmale,  I,  309  ;  ra- 
tionnelle, J,  311,  385,  sqq.  ;. 
décomposition  d'une  f.  ration- 
nelle, I,  368  sqq.  ;  II,  162  ; 
transcendante,  I,  -372  sqq.,  411 
sqq.  et  passim  ;  explicite,  I, 
386  ;  implicite,  I,  38^  425  ;  in- 
verse, I,  388  ;  de  fonction  eu 
ccmpcsée,  I,  389,  v.  ces  mots  ; 
branche  de  f.,  I,  389  ;  (.  de  plu- 
sieurs variables,  1, 420  sqq.;  pri- 

•  mitive,  I,  430,  sq.,  531  sqq.  ; 
arbitraire  (théorie  des  équ.  aux 
dér.  partielles)  I,  478  ;  figura- 
tions géométriques  des  f.,  I, 
507  sqq.  ;  de  variable  imagi- 
naire, II,  163  sqq.  ;  con- 
tinue, I,  390,  sans  dérivée, 
II,  359  ;  discontinue,  II,  370 
sqq.  ;  intégrale,  II,  374  sqq.  ; 
hclcmcrphe,  II,  409,  111  sqq.  ; 
analytique,  II,  411  ;  entière, 
mércmcrphe,  etc.,  I,  384  ;  11^ 
436,  440  sqq.  ;  plurivcque,  II, 
444-46  ;     périodique,     II,     44S 
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sqq.  ;  elliptique,  II,  449  sqq.  ; 
logique,  II,  217  sqq. 

Fonctionnelle,  équation,  I,  479. 

Force,  II,  344,  348  ;  vive,  II,  350  ; 
centrale,  II,  351,  sqq. 

Forme  :  quadratique,  I,  294;  indé- 
terminée, II,  276  sqq.;  générale 
.  d'une  équ.,  I,  327  et  passim. 

Formule,  algébrique,  ï,  273  sqq. 
et  passim. 

Fourier,  11,481,314,371-74  ;  série 
de,  II,  312,  370  sqq. 

Foyer,  d'une  conique,  I,  247  sqq. 

Fraction,  I,  36  sqq.,  149  ;  déci- 
male, I,  52  ;  décim.  illimitée,  I, 
56  ;  algébrique,  I,  290  ;  ration- 
nelle, V.  fonctioru;  continue,  I, 
139  ;  II,  239. 

Fractionnaire,  nombre,  I,  44  sqq. 

Fredholm,  prof,  à  l'université  de 
Stockholm,  I,  482. 

Frenet  (1816-1868),  II,  339. 

Frenide  de  Bessy,  Bernard  (1602- 
1675),  conseiller  à  la  Cour  des 
Monnaies  de  Paris,  I,  34,  35,259. 

Fuchsien  ;  groupe,  II,  182.  Fonc- 
tion f.  II,  186. 


Oagnières,  I,  268. 

Galilée,  II,  470,  67,  269. 

Oalois  (Évariste),  II,  482  ;  I,  346  ; 

H,  184. 
Gauche,  courbe,  I,  257  ;  II,  33,  93. 
•Gauss,  II,  481  ;  I,  29,  30,35,  345  ; 

II,  210. 
Geminus,  1, 183,  202,  228  sqq. 
Générale,  forme  (d'une  équation), 

I,  327,  328,  passim  ;  intégrale, 

V.  intégrale. 
Génératrice    (dans    un    cylindre, 

cône),  I,  97,  99  ;  II,  95. 
Génétique,  définition,  I,  97,  100. 
Genre  :   d'une  conique,    II,   61  ; 

d'une  fonction  entière,  II,  443. 


I  Géodésie,  I,  62. 

Géométrie,  ï,  162  sqq.,  179  sqq.  et 
passim  ;  sphérique,  I,  200  ;  des- 
criptive, I,  240  ;  algébrique  ou 
analytique,  II,  1  sqq.,  26  et 
passim  ;  différentielle,  II,  333 
sqq.  ;  synthétique,  II,  109,  sqq.  ; 
irréelle,  II,  167  sqq.  ;  partielle 
ou  fictive,  II,  196' sqq.  ;  non- 
archimédienne,  II,  198,  387-89  ; 
non  enclidienne,  II,  197,  208 
sqq.  ;  affine,  projective,  II, 
203-4. 

Géométrie  (de  Descartes),  y.  Des- 
cartes, 

Géométrique,  lieu,  v.  lieu  ; 
somme,  produit,  v.  ces  mots, 

Gergonne  (J.)  (1771-1859),  né  à 
Nancy,  lieutenant  d'artillerie, 
puis  professeur,  II,  123. 

Ghetaldi,  I,  500  ;  II,  2,  3, 13. 

Ghîyath  addin  al  Kashi,  I,  19. 

Girard  (Albert),  II,  470  ;  I,  325, 
348,  350-51  ;  II,  146,  161-63. 

Gnomon,  1, 16. 

Goursat,  II,  412. 

Grade  (400«  partie  du  cercle),  I, 
120,  165. 

Grandeur,  géométrique  mesurable, 
I,  62  sqq.,  179  sqq.  ;  superfi- 
cielle, I,  67  sqq. 

Grassmann  (1809-1877),  prof,  au 
gymnase  de  Stettin,  II,  109, 
175. 

Grecs,  I,  2  sqq.,  17,  49,  51,  62  sqq., 
73,  89,  104  sqq.,  121,  126,  168, 
183,  227,  sqq.,  233  sqq.,  236, 
241,  253,  272,  276,  296,  328  sqq., 
333,  336,  486  sqq.  et  passim. 

Gregory  (1638-1675),  mathéma- 
ticien écossais,  I,  521,  II, 
225. 

Groupe  :  de  substitutions,  II,  180 
sqq.  183sqq.  ;  modulaire,  fuch- 
sien, II,  182  ;  en  géométrie,  II, 
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201,  384  ;  définition  générale 
des  gr.,  II,  205-207. 
Guldin  iPaul),  Père  Jésuite,  né  à 
Saint-Gall,  en  1577,  prof,  à 
Rome,  Gratz,  Vienne,  mcrt  en 
1663  ;  II,  269,  272. 


Hadamard,  ï,  ix,  183. 

Hamilton  (Sir  William),  mathé- 
maticien irlandais  (1805-1865), 
II,  100. 

Hankel,  I,  277. 

Harmonique  :  moyen,  médiété,  I, 
24  ;  division  (points  conjugués 
harm.),  I,  210,  sqq.  ;  faisceau,  I, 
211. 

Harpédonaptes,  I,  236. 

Hauteur  :  d'un  parallélogramme, 
I,  88  ;  d'un  triangle,  I,  88,  191  ; 
d'un  prisme,  d'un  parallé/ipi- 
pède,  I,  92  sqq.  ;  d'une  pyra- 
mide, 1,94  ;  d'un  cylindre,I,97  *. 
d'un  cône,  I,  99. 

Heath,  I,  32,  78,  212,  246,  253, 
277,494,498  ;  II,  465-Ç. 

Hélice  cylindrique,  I,  258. 

Helmholtz,  von  (1821-1894),  prof, 
à  l'université  de  Berlin,  II,  384. 

Henricn,  I,  261. 

Herigcne,  I,  274  sqq.,  279,  505. 

Hermite,  II,  482  ;  I,  6,  137. 

Héron  (d'Alexandrie),  II,  465';  I, 
95. 

Hétércmèque,  nombre,  I,  5,  15. 

Heuraet  (Van),  I,  521. 

Hexagonal,  nombre,  I,  22. 

Hexagone,  I,  69  ;  régulier  inscrit, 
1,208;  de  Pappus,  de  Pascal,  I, 
217. 

Hilbcrt,  I,  6,  II,  190, 195, 198  sqq., 
385,  sqq. 

Hindous,  I,  6,  17,  32,  34,  49  sqq., 
82,  116,  122,  144,  163  sqq.,  169, 
275  sqq.,  282,  330,  333. 


Hipparque  de  Nicée,  II,  465  ;  I, 

163. 
Hipparos,  I,  202. 
Hippias,  I,  253. 
Hippocrate  de  Chics,  II,  461  ;  I, 

104,  183,  232,  498. 
Hippopède  (courbe),  I,  258. 
Holomorphe,    fonction,    II,    409, 

411  s(iq. 
Homogène,'  homogénéité,  I,  116, 

294  ;    polynôme,  I,  293-5  ;  équ. 

linéaire,    II,  141  ;  équ.  diff.,  I, 

457  ;  espace,!,  118  ;  coordonnée, 

II,  170-71. 
Homographique,  II,  122. 
Homologue    (théorie    des    figures 

semblables),.  I,  204,  103. 
Homothétie,  I,  205. 
Hudde     (1633-1704),     consul    et 

bourgmestre    d'Amsterdam,    I, 

284,  350. 
Hultsch,  I,  59. 
Huygens,  II,  475  ;  I,  81,  259,  268, 

342,  521. 
Hyperbole,  I,  242,  249  sqq.,  495, 

sqq.,  513  ;  II,  56. 
Hypocycloïde,  I,  257. 
Hypoténuse,  I,  189. 
Hypothèse   ==    assomption    dans 
'    unraisonnement),pad5tm  ;  (daiTS 

la  thécr.  de  Rolle),  I,  536. 
Hypsicles  (d'Alexandrie)  (2«  sièc. 

av.  J.-C.)  ;  I,  22. 


Icosaèdre,  régulier,  I,  202. 

Identique,  v.  identité  ;  substitu- 
tion, 11,178. 

Identité,  en  algèbre,  I,  296  ;  de 
pclyn<^  mes,  I,  309  sqq.  ;  de 
fonctions,  I,  311-2  ;  principe 
d'id.,  II,  217. 

Image  (perspective),  I,  204. 

Imaginaire,  quantité,  nombre,  I, 
335,  338,  340  ;    II,    142   Sqq.  ; 
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point,    conique, ,  II,   173,   199. 

Impair,  nombre,  I,  15. 

Implicite,  fonction,  I,  386,  421  et 
passim  ;  sa  dérivée,  I,  425. 

Impossible  :  quantité,  II,  147  ; 
syst,  d'équations,  I,  318  ;  382  ; 
problème,  II,  3. 

Incommensurable,  grandeur,  I, 
75,  112. 

Inconnue  (en  algèbre,  I,  278  sqq.  ; 
(dans  une  équation),  I,  312  sqq. 
et  paséim  ;  changement  d'inc, 
1, 324,  363  ^inc.  auxiliaire,1, 324. 

Indépendant,  e  :  terme,  I,  327 
et  passim;  inconnue,  II,  5; 
solution  d'une  équ,  différen- 
tielle linéaire,  I,  470  ;  postulats, 
II,  196. 

Indéterminé,  e  :  quantité,  I,  280- 
81  ;  équation,  I,  316  ;  système, 
I,  318,  321  ;  fonction,  I,  431  ; 
problème,  II,  3  ;  forme,  II, 
276  sqq.  ;  coefficient,  v.  ce  mot. 

Indicatrice  sphérique,  II,  337. 

Indice,  I,  18,  20,  359  et  passim. 

Indiens,  v.  Hindous. 

Induction  complète,  II,  190. 

Inégalité,  I,  47  ;  de  segments,  I, 
64  ;  de  rapports,  I,  107  ;  de 
nombres  relatifs,  I,  153  ;  du 
2«  degré,  I,  511  ;  à  2  variables,  I, 
514  ;  logique,  11,216. 

Infini  (  00),  1,48  ;  d'une  fonction,!, 
392,  517  ;  point,  droite  de  l'in- 
fin.  ;  II,  167  sqq.,  404. 

Infiniment  petit,  II,  268  sqq.,  291, 

sqq. 
"Infinitésimal,  e  :  calcul,  quantité, 
268,  sqq.  V.  aussi  Analyse. 

Inflexion,  point  d'  :  I,  523,  II,  69. 

Inscrit  ;  polygone  dans  un  cercle, 
I,  80,  198,  208  ;  polyèdre  dans 
une  sphère,  I,  101,  201  ;  angle 
dans  un  cercle,  I,  197  ;  cercle 
dans  un  triangle,  I,  199. 


Intégrable,  fonction,  II,  374  sqq. 

Intégral,  calcul,  II,  288  sqq. 

Intégrale  :  indéfinie,  I,  432  sqq., 
533  sqq.  ;  définie,  I,  443,  531  ; 
II,  306  sqq.  ;  d'une  éq.  diffé- 
rentielle, I,  444;  sqq.  ;  générale 
ou  particulière,  I,  447  ;  singu- 
lière, I,  463  ;  courbe  int.,  I,  528 
sqq.  ;  équation,  I,  481  ;  curvi- 
ligne ;  II,  315  sqq.  ;  double,  II, 
320  sqq.  ;  triple,  multiple,  II, 
325  ;  définition  générale  de  Pint., 
II,  373  sqq.  ;  int.  de  Lebesgue, 
II,  380  ;  d'une  fonction  holo- 
morphe,  11,-512  sqq.  ;  elliptiq.. 
Il,  456. 

Intégration  :  d'une  fonction, .  I, 
431  sqq.,  II,  280  sqq.,  412  sqq. 
et  passim  ;  par  parties,  I,  435  ; 
d'une  éq.  différentielle,  I,  444, 
451  ;  II,  457-59  ;  d'une  diffé- 
rentielle totale,  II,  304  sqq.,  318. 

Intercalation  (géométrie),  I,  238. 

Interpolation,  I,  354. 

Intérieurs  :  angles,  I,  184. 

Intersection,  de  courbes,  II,  29. 

Intervalle  (pour  une  fonction),  I, 
387,  515. 

Invariant  :  relatif  ou  absolu»  II, 
183  sqq. 

Inverse  :  d'un  nrmbre  ou  d'une 
fraction,  I,  42  ;  d'une  figure  I, 
221,  II,  114  ;  d'un  rapport,  I, 
109  ;  d'une  fonction,  I,  388, 
403  ;  d'une  substitution,  II,. 
177. 

Inversion  :  d'une  figure,  I,  221  ; 
d'une  série,  II,  234. 

Involution,  I,  220.. 

Irrati(  nel,  le  ;  nombre,  1, 112  sqq.^ 
.130  sqq.,  134  ;  II,  191  sqq.  ; 
ft'ncti'-n,  I,  311. 

Irréductible,  fraction,  I,  39. 

Isoscèle,  triangle,  I,  191. 

Isilé,  piânt,  II,  368,  398. 
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Iso.trope,-espace,  I,  181,  droite,  II, 
169  sqq. 


Jamblique  (d'Alexandrie)  (3®  sièc. 

ap.  J.-C),  1,  5,  181,  358. 
Jcrdan,  Camille,  II,  176,  180. 
Jcrdanus  Nemorarius,  II,  467  ;  I, 

115,  272. 


Kdsadi,  AI,  I,  302. 

Kepler,  II,  471  ;  I,  247,  251  ;  II, 

269. 
Khayyam  (Omar  al-),  I,  59,  122, 

278,  280,  336. 
Khwarizmi,  II,  407  ;  I,  6,  271,  280, 
499. 

Kircher  (1602-1680),  Jésuite  alle- 
mand, I,  282. 
Klein  (Félix),  prof,  à  l'université 

de  Gcttingen,  I,  viii,  234  ;  II, 

110,  121,  200  sqq.,  388. 
Kronecker  (Léopold)  (1823-1891), 

prof,  à  l'université  de  Berlin,  II, 

192. 


Lacunaire,  espace  il,  434. 
Ligrange,  II,  480  ;  1,  33,  316,  354, 

II,  315  ;  Identité  de,  I,  302. 
La  Hire  (Philippe  de)  (1640-1719), 

prof,  d'architecture  à  Pjris,  I, 

212,  250,  494. 
Lalesco,  I,  483. 
Lapiace,  II,  4*81  ;  1,  481,  353  ;  II, 

312.  ;équ.  de,  11,166. 
Latitude,  II,  19. 
La*us  rectum  (conique),  I,  494. 
Lebe-gue,    Henri,     II,     315,   377 

sqq. 


Legendre,  II,  481  ;  I,  30,  81  ;  II, 
195,  209. 

Leibniz,  II,  477  ;  I,  35,  82,  138, 
217,  282,  306,  345,  359,  369,  373. 
396  sqq.,  401,  416,  431,  521, 
529  ;  II,  72,  126,  133,  147,  215, 
250,  263,  282  sqq.,  292. 

Lejeune-Dirichlet     (1805-1859), 

.  prof,  aux  universités  de  Bo-  a  et 
Gottingen,  I,  30. 

Lemme,  I,  234  et  passim. 

Lemniscate,  II,  66. 

Léonard  de  Pise  (Fibonacci),  II, 
467  ;  1,  500, 

Levi  (B.),  II,  382. 

L'Hospîtâl  (marquis  de  Saint-Me- 
sure),   li,  133,  277-78,  479j 

Liard,  II,  219. 

Libri,  I,  280,  499-500  ;  II,  467. 

Lie  (Sophus)  (1842-1899),  prof,  à 
l'université  de  Christiania,  II, 
185. 

Lieu  géométrique,  I,  245  sqq., 
253  sqq.  ;  plan,  I,  245,  254  ;  à  3 
ou  4  droites,  I,  246  ;  solide,  I, 
246,  254,  498  ;  linaire,  méca- 
nique, I,  246,  254  ;  en  géométr.- 
algébrique,  II,  14,  30. 

Ligne  :  de  terre,  I,  240  ;  trigono- 
métrique  d'une  abscisse  curvi- 
ligne, I,  167  sqq.  ;  trigoncmé- 
trique  d'un  angle,  1, 171. 

Lilavati,  I,  277,  v.  Bhaskara, 

Limite,  I,  55,  78,  80,  126  ;  II,  191, 
273-4  ;  d'une  suite  de  nombres, 
I,  126,  136,  154,  391. 

Lindemann,  I,  82. 

Linéaire  (du  premier  degré),  I, 
293  ;  système  d'éq.,  I,  358  ; 
équ.  différentielle,  I,  459,  467 
sqq.  ;  substitution,  II,  177. 

Littéral,  e  :  facteur,  I,  285  ;  partie, 
I,  286. 

Lobatscheffsky,  II,  482,  197,  210 
sqq. 
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Logarithme,  I,  155  sqq.,  524 , 
table  de  log.,  1, 161  ;  sa  dérivée, 

I,  416  ;  d'un  nombre  complexe, 

II,  157  ;  développement  en  sé- 
rie, I,  225,  232. 

Logarithmique,  fonction,  I,  373, 
412  ;  dérivée,  1,  402,  416. 

Logique  algébrique,  II,  214  sqq.  ; 
des  classes,  II,  215  ;  des  propo- 
sitions, II,  221. 

Logistique,  1, 3,  ^2, 121  ;  numerosa 
et  speciosa,  I,  274. 

Longitude,  II,  19. 

Longueur  :  rectiligne,  I,  64  sqq.  ; 
de  la  circonférence,  1,77  sqq.  ; 
d'une  courbe,  v.  rectification  ; 
axiome  de  long.,  II,  386. 

Loria,  6,  II,  34,  466. 

Losange,  I,  87, 192. 

LuUe  (Raimond)  (1235-1315),  phi- 
losophe scolastique,  qui  vécut 
principalement  dans  l'île  de 
Majorque,  I,  281-2. 

Lunaire,. angle,  II,  388. 


Mac  Laurin,  II,  480,  254. 

Magique,   arré,  I,  33. 

Mascheroni  (Lorenzo)  (1750-1800), 
prof,  à  l'université  de  Pavie,  I, 
288. 

Masse  (mécanique),  II,  345. 

Maurolyco(1494-1575),relig^euxet 
mathémati  ien  itaUen,  né  et 
mort  à  Messine,  I,  262. 

Maximum,  I,  394,  406,  522. 

Mécanique,  courbe  (d'après  Des- 
cartes), I,  254  ;  mécanique  diffé- 
rentielle, II,  342  sqq. 

Médiane  (d'un  triangle),  1, 191. 

Médiété,  I,  23-24,  45, 115. 

Slélite,  nombre,  1, 121. 

Membre  :  d'une  égau'é,  I,  7  ;  d'une 
équation,  I,  313. 


Ménechme,  II,  462  ;  I,  228,  241, 

246,  498. 
Ménélas  1  200,  215-16. 
Méray  (né  en  1835),  professeur  à 
l'université  de  Dijon,  II,  191, 
426,  439. 

Mercator  (Gerhard  Kremer)  (1512- 
1594),  géographe  et  mathémati- 
cien flamand,  qui  vécut  princi- 
palement à  Louvain,  II,  225, 232. 

Méridien,  enne  :  plan,  courbe,  93. 

Méromorphe,  fonction,  II,  436, 
443-44. 

Mersenne,  II,  472  ;  I,  19,  33,  260, 
521  ;  II,  67. 

Mesurable,  ensemble,  fonction,  II, 
378-80. 

Mesure  :  exacte  ou  approchée,  I, 
74  sqq.,  83  sqq.  ;  indirecte,  118 
sqq.  ;  d'un  ensemble,  II,  378 
sqq. 

Mètre,  I,  74  ;  carré,  I,  83,  85  ; 
cube,  I,  83,  91. 

Métrique  :  géométrie,  I,  202  sqq.  ; 
II,  202  sqq  ;  propriété,  II,  111. 

Milhaud(G.),  I,  2,  23, 125,  236. 

Mineur,  déterminent,  II,  133  sqq. 

Minimum,  I,  394,  406,  522. 

Minute  (60«  partie  du  deg^é),  I, 
120. 

Mittag-Leffler,  prof,  à  l'université 
de  Stockholm,  II,  440. 

Mobius  (1790-1868),  directeur  de 
rObservatoire  de  Leipzig,  II, 
119. 

Modulaire  :  groupe,  II,  182  ;  fonc- 
tion, II,  186. 

Module  :  (dans  une  congruence), 

I,  29  ;  d'un  nombre  imaginaire, 

II,  149,  154  et  passim, 
Mohammed  ibn  Moura,  v.  Kkwa- 

rizmi. 
Moins  (signe),  I,  8  et  passim, 
Moivre    (1667-1751),    mathémati- 
cien français  qui  vécut  princi- 


BouTMous.  —  Leê  Principes  de  rAntlyse  mathémalique.  II 
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de  ,11,  150, 

Moment  :  d'uA  vedtur,  II«.  lOS 
ftqq^vâ'ui;^  lorct^d'untt  quaaUté 
de  neuyeiMiit,  II,  34^(^. 

Monge,  II,  481;  1,240;  II,  lia,  111. 

MoAtiMla    (il2J^Mm   hisIcoKen 

de»  math^jadaUquee,  I,  32^30. 
Mo^btlait,  I,  271. 
Me^vemeot,  d'uB  iKÛt>  II»  348 

sqq.  ;  qu^stlLtè  de,  II,  3$(k 
Moyen,  enne  :  arithmétiqiw,  I»  24, 

i54  ;  harmonique,  I,  24,  1S4  ; 

géométrique  ou  proportiofuteHe, 

I,  24,  111,  123,  154,  21Ô8.  4^ 
498  ;  terme  d'une  propoftioa^  I, 
111. 

MoHsa  ben  Chfigif  »  l,  249. 
MtfeUer  (Johann  Reglomontaïuis), 

II,  468  ;  I,  163,  173,  272. 
Multiple  :  d'unnomlwe,  1, 26  sqq,  i 

plus  petit  commun  «mll.v  i,  ^9, 

372;    (de    polynômes),  i  372; 

racine  mult.,  I,  350.  4Q9  ;  point 

mvAt.,  II,  69sqq. 
Multiplicande,  I»  ft. 
Multiplicateur»  I,  3^ 
Multiplication»,    I«    3,    40,    14.8<; 

V.  aussi  produit  et    opératwm  ; 

logique,  U,  21&,  2ai. 
Multiplicité,  ordre  de,  I,  351* 
Mydorge  (Paris,  15^5^1642),  ma* 

théma[tkien   fran^,   «au  de 

Descartes,  I,  261. 

N 

Nasir  addin  T^xm,  1, 1^  II»  206. 
Naturel  :  nonibr«  I,.  4  et  p^ueim  ; 

logaiithme,  1,  161« 
Néant  (algèbre  logique),  II,  21^. 
Négatif  ;  sens»  abseîœe^  9fiW^t^  I» 

143  aiqq.  ;  expoatftt,  1, 152, 
NéO:-]^ythagoticimi8,  I^  5. 


Neper  ( Jobn)  (Napier),  il,  iJt  ;  I, 
155v  1^61, 173. 

Népéiitti,  ks^tbae,  l,  161  et 
pa99i9K 

Nesselmann,  I,  2.77. 

Newton,  II,  474  ;  1, 113»  299^  W7, 
323,  333-34,  396  sqq.,  431,  467, 
^&i  ;  H,  26,  SI4»  225,  sqq.^  252, 
239^  391  ;  mAthodâ  d'apptMi- 
mation  die,  I,  542  sqqi  ;  Mnome 
de,  I,  299  sqq.  ;  II,  226  a^. 

Nicomède  (2^  au  3«  sièo.  ar.  J.«C.), 
géomètre  grec,  I,  2A4. 

Nituwentijt  (BmOiard),  li,  296. 

Nosibrea  :  cardinaiix  •»  naturels, 
ly  3  aqq.  ^jordinaux,  I,  4  ;  carrés, 
hétéromèques^  amia,  etc.,  I*  5  ; 
pairSi  I,  14  ;  impairs,  I,  15  ; 
polygonaux,  trkngulajires,  pyva- 
midaux,  I,  îl  sqq.  ;  prenieps,  1, 
2:6  sqq.  ;  ptemiers  entra  eux,  I, 
29  ;  abondants,  déâcieats,  soas- 
doubles,  etc.,  I,  33  ;  csitmS)  I, 
38  ;  rationnels,  ftraetionnaires,  I, 

44  ;  croissant»,  décroissants,  I, 

45  ;  irrationnels,  I,  112,  121 
sqq.,  126  sqq.  ;  II,  191  sqq.  ; 
proportie«n^  I^  11$  ;  i^tifsi 
positifs,  négatif,  I,  141  aqq.  ; 
abookia^  I,  146  ;  cooiidasM,  lî, 
144  aqq:.;  algébriqQeB,  traa^- 
cendants,  1, 347  ;  ordinaux  tv«itt5- 
finis.  II,  366i;  iMDaQ(ib.-abaci69e,  I, 
135  et  poBsim^,  défiattion  àa 
nomb-canliBjJ,  U,.  139  tsqq. 

Non-archlm^eiukB,  géométrie,  II, 

198,  3t?-89. 
Noihdea^^  enseotUtv  II»  36>9i 
Nox^eiMliidsAnB^    géômétBie^    II» 

208  sqq. 
Normal»  plan».  Il»  99. 
Normale  ;  àvoe  cowbtt  pîlaBft,  II» 

68  ;  à  une  cousbe  gav^e,.   Il, 

336  ;  à  une  swrtaee»  II»  IM. 
Notation,   I,  49.  aqq.  ;  expoa^n- 
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284  et  passim. 

Notion  communal  ^i  ^K  ^^^ 

NtmLteateov,  I,  37. 

Nimfaralion«  I,  49  sqq.  ;  de  posi- 
tion, I,  50  ;  décimale,  I»  51  ; 
«ExagéaiBiale,.  etc.,  ly  53. 

NvBiéiique,  équation,  î,  327. 


Oblique.  1,  IftH,  19S. 

ObtiuB,  angjle,  I,  67. 

Octaèdre  régnlier,  I,  i€2. 

Octogone,  régulier  inscrit,.  I,  79. 

Oldenburg,  II.  476,  479.  225. 

Omar,  v.  Khayyam. 

Opération»  :  arithmétiques,  1,  6 
Bqq.  ;  sut  les.  fractions,.  I,.  38 
sqq.  ;  sur  les  inégalitéH,  I,  47  ; 
sur  lesçegments,  etc.  1, 64.sqq.  ; 
sur  le»  rapporta,  1, 107  sqq.  ;  sur 
les  nombres  irratiomiels,  1, 133  ; 
sur  les  abscisses  de  sens  opposés, 
\  142  ;  sur  les  luosibres  relatifs, 
I,.  146  sqq.  ;  sur  les  séries^  II, 
251  ;  groupe  d*opér.,  II,  207. 

Opposés,  par  le  sommet,  angles,  I, 
65. 

Ordinal,  v.  nonibn. 

Ordonné  (ensemble),  il,  366«. 

Ordonnée,  I.  505  ;  II,  22  ;  à  L'ori- 
gine, II,  39. 

Ordonner  (en  algèbre),  I,  287  ;  II, 
229. 

Ordre  :  d'une  raicine,  I,  12  ;  d'une 
unités  I,  S^  sqq.  ;  de  multipli- 
cité d'une  racine  d'une  éq.,  I, 
351  ;  d'une  éq.  différentielle,  I, 
445  ;  d'infinitude,  de  grandeur, 
de  petitesse,  II,  296;  axiomes 
d'cmi.,  Il,  19,.  386. 

Oresme,(Nicole),  II,  468  ;  1,61,503. 

Orienté  :  axe,  1, 142  ;  cercle,  ara,  I, 
163  sqq.  ;  angle,  I,  166. 


Origine-  :  d'une  abscisse,  I,  129; 
d'une  abscisse  curviligne,  ^\au 
sdrc,  1, 165-66  ;  des  eoordonnées, 
I,  505  ;  d'un  vecteur,  lï,  101. 

Orlliogonal  (à  angle   df€Ît  sur). 

OsBàSki^tms,  d'une  fonctio».  II, 
357-59,  57&  sqq. 

Osculateur  :  plan,  II,  335  ;  cercle, 
n,336. 

Ougbtred  (1575-1660),  mathémati- 
cien angbîs,  I,  272. 

Ozanam  (Jacques)  (1640-1717), 
mathématicien  français^  I,  261. 


Pacinolo,  II,  468  ;  I,  13, 122, 14B, 
160,  259,  335,  492,  500  ;  II,  146. 

Padmahnaba,  I,  33a. 

Padé,  II,  239. 

Padoa,  II,  382. 

Pair,  nombre,  1, 14. 

Pappus,  II,  465  ;  I,  211,  216,  246, 
250,  254,  492  ;  II,  113;  hexa- 
gone de,  I,  217. 

Parabole,  J,  242,  251,  496.  510 
sqq.  ;  II,  59-60,  75,  270-71  ;  de 
genre  supérieur,  I,  532. 

Parallèle,  s,  I,  67, 87  ;  II,  209  sqq.  ; 
dans  l'espaee  (plans  et  droites), 

I,  87  ;  II,  87  sqq.  ;  axiomes  des 
paraJl.,  Il,  199,  387. 

Parallélépipède  :  rectangle,  I,  91  ; 

droit,  I,  92  ;  oblique,  I,  94. 

Parallélogramme,  I,  87,  192  ;.  des 
périodes^  II,  449. 

Paramètre  :  d'une  conique.  I,  494- 
96  ;  (en  géom.  algébr.j,  11,45,^65  ; 
d'une  éq.  générale,  II,  30  ;  (quan- 
tité arbitraire),  II,  309  et  passinu 

Paramétrique,  définition  :  (d'une 
courbe),.  II,  65  ;  d'une  court>e 
gauche),  II,  98  ;  (d'une  surlaee), 

II,  92. 
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Parenthèse  :  son  emploi,  I,  7,  9, 
288. 

Parfait,  nombre,  I,  7  ;  ensemble, 
II,  368. 

Parménide,  d'Elée,  philosophe 
•grec,  vers  500  av.  J.-C,  1, 125. 

Partie  :  principale  d'un  infiniment 
petit,  II,  296  et  passim:  inté- 
gration par  part.,  I,  435. 

Pascal,  II,  474  ;  I,  20,  22,  23,  34, 
52,  81,  200,  217,  243,  259,  262, 
267-69,  278,  297,  299,  436  ;  II, 
67,  113,  271-73,  284,  328,  331. 
—  Hexagone  de,  I,  217,  II,  123. 

Pasch  (Moritz),  II,  195  sqq. 

Peano,  II,  195,  222,  382. 

Pentagonal,  nombre,  I,  22. 

Pentagone,  I,  69. 

Pente,  II,  38. 

Périmètre  :  d'un  polygone,  I,  70. 

Période,  II,  446  sqq.  ;  de  la  fonc- 
tion exponentielle,  II,  157. 

Périodique,  fonction,  II,  4.46  sqq. 

Permanence  (dans  une  équation),  I, 
353. 

Permutation,  I,  261  sqq.  ;  .  de 
branches  de  fonction,  II,  399 
sqq. 

Perpendiculaires  :  droites,  1, 67, 87, 
189  ;  II,  43,  79  ;  droites  et  plans, 
I,  90,  193,  II,  88-89  ;théor.  des 
trois  p.,  II,  22. 

Perspective  (projection  conique), 

I,  204-5,  243  ;  II,  113. 
Pesanteur,  II,  345. 
Phialites,  nombres,  I,  121. 

Pied  :  d'une  perpendiculaire  ou 
oblique,  I,  189, 193  ;  d'une  hau- 
teur, etc.,  dans  un  triangle,  I, 
191. 

Pieri,  II,  195,  382. 

Plan,  I,  63,  90,  192  et  passim  ; 
demi-pl.,  I,  71  ;  en  géom.  algébr. 

II,  83  sqq.,  207  ;  tangent,  II,  98  ; 
osculateur,  II,  335. 


Plan  :  nombre,  85-;  lieu  ou  pro- 
blème, I,  245  sqq. 

Planimétrie,  I,  89. 

Platon,  II,  461  ;  I,  1  sqq.,  63,  89, 
102,  121,  183,  202,  227  sqq., 
236,  238,  276. 

Plûcker  (Julius)  (1801-68),  profes- 
seur aux  universités  de  Bonn  et 
Berlin,  II,  124. 

Plurivoque,  fonction,  II,  444. 

Plus  (signe),  I,  7  et  passim, 

Plutarque,  I,  238,  260  ;  II,.  464. 

Poincaré  (H.)  (1854-1912),  1, 181  ; 
II,  175,  182,  186,  190,  205,  207, 
214,  384. 

Point  :  multiple  d'une  courbe,  II, 
69  sqq.  ;  à  l'inûni,  II,  167  ;  cy- 
clique, II,  168, 178  ;  imaginaire, 
II,  173  ;  variable,  II,  164  ;  cri- 
tique, II,  431-32  ;  singulier,  voir 
ce  mot  ;  à  l'infini,  v.  infinL 

Polaire,  I,  212  sqq.,  II,  62  sqq., 
123,  168,  174  ;  coordonnée,  II, 
15-18,  22. 

Pôle  (en  géométrie),  I,  212  sqq.  ; 
II,  62,  123  ;  d'une  fonction,  l, 
392,517  ;  II,  427  sqq. 

Polyèdre,  I,  91,  194,  ;  inscrit,  I, 
101  ;  régulier,  I,  201  ;  angle  po- 
lyèd.,  I,  194-96. 

Polygonal,  nombre,  I,  21-22. 

Polyifone,  I,  69  ;  inscrit  ou  cir- 
conscrit, I,  79  sqq.,  198  ;  régu- 
lier, I,  79  sqq.,  208  ;  aire  d'un 
polyg.,  I,  88. 

Polynomale  :  fonction,  I,  309, 
384  et  passim  ;  équation,  I,  326 
sqq. 

Polynôme,  I,  286  sqq.  ;  en  x,I  , 
291  ;  en  x,  y,  z,  I,  292  ;  du  pre- 
mier ou  2«  degré,  I,  303-4  ;  v. 
aussi  trinôme  ;  polyn.  identiques, 
I,  309-10. 

Poncelet,  II,  481  ;  II,  llOsqq.,  116, 
123,  167. 
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Ponctuelle,  correspondance,  II, 
113. 

Poristique,  analyse,  I,  232. 

Port-Royal,  logique  de,  I,  5. 

Positif,  sens,  abscisse,  nombre,  I, 
143  sqq. 

Position  :  principe  de,  I,  50  sqq.  ; 
règle  de  la  fausse,  I,  330. 

Postulat,  I,  233  ;  II,  195  sqq.,  385 
sqq.  ;  d'Archimède  ;  d'Euclide, 
I,  87. 

Premiers,  nombres,  I,  26  sqq.,  34 
sqq.  ;  entre  eux,  29. 

Preuve  (d*une  opération),  I,  51. 

Primaire,  facteur,  II,  442. 

Prime  (signe  '),  1, 14,  60,  passim. 

Primitive,  fonction,  I,  430  sqq., 
531  sqq. 

Principal  iniiniment  petit,  II,  297. 

Pringsheim,  II,  252. 

Prisme  :  droit,  I,  92  ;  oblique,  I, 
93. 

Privatif,  nombre,  I,  144. 

Probabilité,  I,  268. 

Problème  (théorie  du),  I,  227  sqq. 

Procéder  (série),  II,  229. 

Proclus  (410-485),  néoplatonicien, 
né  à  Gonstantinople,  fixé  ensuite 
à  Alexandrie  et  Athènes,  I,  124, 
183,  202,  227  sqq.,  492. 

Produit  :  de  nombres,  I,  8-9  ;  de 
fractions,  I,  40  ;  de  rapports,  I, 
108  ;  de  nombres  relatifs,  I, 
148  ;  algébrique,  I,  288,  290  ; 
de  nombres  imaginaires,  II, 
145,  149  ;  géométrique.  II, 
106  ;  de  substitutions,  II,  177  ; 
de  séries,  II,  251  ;  infini  conver- 
gent, I,  239,  441  sqq.  ;  logique, 
II,  216,  221  ;  V.  aussi  opéra- 
tion. 

Progression  :  arithmétique,  I,  16 
sqq.,  45, 134, 153  ;  géométrique, 
I,  25,  45, 134, 154  ;  géométrique 
infinie,  1, 128, 137. 


Projection  :  orthogonale  sur  une 
droite,  I,  189  ;  sur  un  plan,  I, 
193,  205  ;  II,  168  ;  conique  ou 
centrale,  I,  204,  243  ;  II,  168  ; 
parallèle  à  une  direction,  1,  206  ; 
en  géométrie  descriptive,  I, 
240;  d'un  vecteur  (théor.  des 
proj.},  Il,  102  ;  méthode  des 
proj.,  II,  112. 
Projective  :  propriété  (d'une 
figure),  II,  113  ;  transformation^ 
II,  122  ;  géométrie,  II,  204. 
Prolongement  analytique,  II,  438- 

39. 
Proportion,  I,  24,  110  sqq.,  115 

sqq. 
Proportionnels,  elles  :  grandeurs, 
I,  103  sqq.  ;  119,  nombres,  I, 
113  sqq.  ;  quatrième,  moyenne 
prop.,  1, 111,  et  V.  moyenne;  mé- 
thode des  parties  prop.,  I,  542- 
43. 
Propositions,  logique  des,  II,  221. 
Protase,  I,  229. 
Ptolémée   (Qaude),    II,    466  ;   I, 

163,  168,  200,  215. 
Puissance  î  d'un  nombre,  I,  10  ; 
puiss.    semblables    des    termes 
d'une    progression,    I,    18-21  ; 
d'une  fraction,  I,  42  ;  fraction- 
naire, I,  59-61  ;  d'un   nombre 
négatif,  I,  150  ;  à  exposant  né- 
gatif, I,  151  ;  de  l'inconnue  (en 
algèbre),  I,  280-81  ;  entière  d'un 
binôme,    I,    296    sqq.  ;    d'un 
nombre  complexe,  II,  158  ;  d'un 
point  par  rapport  à  un  cercle,  I; 
220  ;  d'une  substitution,  II,  177, 
d'un 'ensemble,  II,  362  sqq.  ;  du 
continu;  II,  364. 
Pyramidal,  nombre,  I,  22. 
Pyramide  :  triangulaire,   I,   73  ; 
quelconque,  I,  94  ;  tronquée,  I, 
95. 
Pythagore,  II,  461  ;  I,  3, 5, 43, 124, 


Digitized  by  LjOOQIC 


■S03 


JkLHUBÉTlQUB 


206  ;  ihéorème  de,  I,  32,  lOS,  ' 
123,206,  sqq.  286,  486. 
Pytfcagori^ieas,  I,  2  sqq.,  19,  15, 
16,  58,  123  sqq^  1^1,  1«3,  186, 
192,  202,  487  sqq. 


Quadrant,  ï,  120. 
Quadratique,  forme,  I,  294. 
Quadratrice,  I,  253,  255-6. 
Quadrature,  I,  70  ;  II,  270  sqq., 

(en  algèbre),  1,  431,  532  sqq. 
Quadrilatère,  1,  69. 
Quadrique,  II,  91. 
Qualitative,  géométrie,  1,  242  sqq. 
Quantité,   I,   117,   278  sqq.  ;  de 

mouvement,  11,  350. 
Quotient,  vofr  division. 


Racine  i  d'ordre  entier  d^un 
nombre  naturel,  I,  12  ;  d'une 
fraction,  I,  42  ;  approchée,  I, 
57  ;  d'un  nombre  relatif,  1, 150  ; 
d'un  nomlare  imaginaire,  II, 
150  sqq.;  de  l'unité,  II,  150- 
153  ;  dSine  équation,  I,  314 
sqq.  et  passim  ;  d'une  éqja,  du 
2^  degré,  I,  332-35  ;  d'une  équ. 
du  3«  degré,  I,  336  sqq.,  343  ; 
d'une  équ.  de  degré  n,  1, 349sqq.  ; 
II,  161  Sqq.;  multiple,  simple, 
-double,  etc.  I,  351,  408;  imagi- 
naire, I,  335,  338,  351  sqq.  ; 
II,  161  sqq.  ;  commune  à  2  équ. 
do  2«  degré,  T  364;  séparation, 
I,  538  ;  approximaiiûB,  I,  541 
6qq.  ;  fonctions  symétriitaes  des 
rac.  d'un  polynôme,  1, 853;  rac. 
d'une  fonction  entière,  II,  443. 

Radical,  1, 12  et  fMusim  ;  (dans  le 
cafenl  algébrique),  I,  M2  ; 
nombres  calculables  par  jradi- 
«aox*  I,  77«  84^, 


Radix  —  inconnue,  I,  290. 

Raison  :  d'une  progression  arith- 
métique, 1, 17  ;  géoiikétrique,  I, 
25  ;  (dans  le  sens  de  c  rapport  », 
trad.  de  ratio,)  l,  193. 

Rapport  :  de  nombres,  I,  9  ;  de 
fractions,  I,  41  ;  de  grandeurs,  I, 
102,  sqq.,  121^  II,  45  ;  ▼.  aussi 
diptÊion,  anharmonique^  l. 

Rapporter,  ui^  point,  courbe,  sur- 
face à  un  système  d'axes,  I, 
506-506  et  ptusùn. 

Rationnel,  elle  :  nonbre,  I,  44 
sqq.  ;  expression  algébrique,  I, 
283  sqq.  ;  fonction,  I,  311,  968 
aqq.,  385,  II,  162  ;  substitution, 
II,  177. 

Rayon  :  d'un  cercle,  I,  77  ;  d^ne 
sphère,  1, 190  ;  vecteur,  II,  16  ; 
ray,  vecteurs  réciproques,  I, 
221,  II,  114. 

Rebroussement,  point  de,  II,  72, 

Réciprocjue  :  correspondance.  II, 
125. 

Rectangle,  I,  95  sqq.  ;  triangle,  I, 
188,  222,  passim  ;  nombre,  I, 
96. 

Rectangulaire  :  —  formant  un 
angle  droit  ;  coordonnée,  I,  $07 
sqq.  ;  droite  de  Pespaoe,  II,  M2. 

Rectilkation  !  d'une  courbe,  I, 
70  ;  II,  326  sqq.,  do  cercle,  I, 
77  sqq. 

Récurrence  (raisonnement  récur- 
rent), I,  262  sqq.,  439  ;  II,  134 
sqq.,  199. 

Recti  fiable,  courbe,  I,  81. 

Réduction  :  dNine  fraction,  I,  37, 
39  ;  au  même  dénominateur,  I, 
99,  369  ;  des  termes  semblables, 
I,  286  ;  méthode  de  (pour  là  ré- 
solution des  équ.),  1, 957«  960. 

Réel,  nombre,  II,  145  et  ptissém. 

Ré  flexion  (transfiormation  géomé- 
trique), II,  115  sqq.,  119. 
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Regiomonlanus,  v.  MùUer. 
Région,  ÎI,  395. 

Régie  ;  problème  résoluble  par  la, 
î,  237  sqq.  ;  dorée,  de  trois,  1, 
116  ;  (regijîa)  de  dupBce  1,  325  ; 
(régula)  falsi,  1,  B30. 
R^îée,  surface,  II,  95, 

Régula,  V.  règle. 

Régulier  :  polygone,  1,  79  sqq., 
208  ;  angle  polyèdre,  î,  194  ; 
polyèdre,  1,  201-02. 

Relation  :  entre  grandeurs,  1,  117, 
passim  ;  entre  quantités  algé- 
briques (équation),  I,  313,  et 
passim  ;  implicite  (définissant 
une  fonction  implicite),  1.386, 
421  sqq.  et  passim. 

Renversement,  v.  réflexion  \  d^une 
intégrale  ,îï,  306,  316. 

Représentation  :  conforme,  II, 
396  ;  locale,  11,  436. 

Résidu  :  d'une  fonction  rationnelle, 
î,  371  ;  Ihéor.  des  rés..  Il, 
428. 

Résolution  :  d'un  problème,  I, 
230  ;  d^une  équation,  I,  318 
sqq.  ;  d'un  triangle,  11,  9  sqq. 

Reste  :  d'une  division,  1, 10  ;  d'une 
division  de  polynôme,  1,  366  ; 
d'une  série,  11,  241,  255. 

Résultant,  ï,  365. 

Résultante  (vecteur),  11, 103, 154, 

Révolution;  corps  ou  surface  de,  I, 
241. 

RhfiBticus  (Joachim),  I,  173. 

Rhînd,  papyrus,  y.  Ahmes, 

Rhombe,  I,  «7. 

Riccati,  461  ;  équation  de,  I,  461, 

Riemann,  11,  482  ;  1,  35  ;  11.  205, 
210,  212  sqq.,  374  sqq.  ;  géomé- 
trie non  euclidienne  de^  II,  212 

Rivaud  (Alb.}.  1.  XI. 

Roberval,  II,  473  ;  1.  522  ;  II.  67, 
831. 

Rodet,  1,  48,  82, 144,  275  ;  II.  467. 


Rolle,  II,  478  ;  I,  536  ;  tbèorèïne, 

suite  de,  I,  536  sqq. 
Romains,  I,  49,  50. 
Rompu,  nombre,  1, 38. 
Rosen,  1,571. 
Rotation,  1,  240  ;  II,  115,  118  ; 

groupe  des  rot.,  11,  202. 
Rouchè,  1, 183.    ^ 
Roulette.  ïî,  67. 
RouseBaD,  î,  261. 
Russell,  Berti,  II,  22,  382. 

a 

Saccheril  Girolamo  (1667-1733), 
jésuite  italien,  professeur  à 
Pavie,  11, 109. 

Saint- Vincent  (Grégoire  de),  né  à 
Bruges  en  1584,  mort  bibliothé- 
caire à  Gand  en  1667, 1,  78,  81, 

Sainte-Laguë,  1.  iz. 

Satisfaire  (  à  une  équ.),  I,  314  et 
passim.  Vahn,  mathématicien 
hollandais,' mort  en  1661,  com- 
mentateur de  Descartes. 

Schooten,  I,  259,  342,  484,  521  ; 
II,  37,  470. 

Schrôder,  II,  215. 

Sécant,  plan,  1, 100,  241  et  passim\ 

Sécante  :  (droite),  1,  198,  212  et 
jDosstm  ;  (ligne  trigonométrique), 
1,17. 

Seconde,  1, 120  ;  (signe  ^'),  1,45  et 
passim. 

Secteur  (circulaire),  I,  96. 

Section  :  plane  d'un  cône,  I,  241 
sqq. 

Segment  :  rectiligne,  I,  63  sqq.  ; 
parabolique,  II,  270. 

Sembables  :  figures,  I,  103  sqq., 
203  sqq.  ;  termes,  I,  286,  3i0, 
puissances,  1,  293. 

Semi-convergente,  série,  II,  249 
sqq. 

Semi-polaire,  coordonnée,  II,  22. 


Digitized  by  LjOOQIC 


boà 


i:fDEX   ALPHABETIQUE 


Séparation,  des  racines  d'une  éq., 
I,  538. 

Série,  I,  136  sqq,  ;  de  puissances 
de  X,  II,  229  sqq.  ;  propriétés 
générales,  II,  241  sqq.  ;  harmo- 
nique, II,  241  ;  à  termes  quel- 
conques, II,  248  sqq.  ;  de  mo- 
dules, II,  249  ;  alternée,  II,  249  ; 
de  Taylor,  II,  251  sqq.,  423  sqq.; 
de  Fourier,  trigonométrique,  II, 
312  sqq.,  370  ;  de  puissances  de 
deux  variables,  II,  257-58. 

Serret,  II,  176,  839. 

Sexagésimal,  système  de  mesures, 

I,  120. 
Siacci,  II,  66. 

Signe,  I,  7  sqq.  et  passim  ;  d'un 
nombre,  1, 145. 

Similitude,  I,  103  sqq.,  203  sqq. 

Simple,  racine,  I;  351. 

Simplicius,  néo-platonicien,  né  à 
Cilicie  vers  500  ap.  J.-C,  1, 124. 

Simplification,  d'une  fraction,  I, 
39  ;  (en  algèbre),  I,  291. 

Simultanées,  équations,  I,  316,  et 
passim. 

Singularité,  II,  409,  427  sqq.  ;  es- 
sentielle, II,  429  ;  non-isolée,  II, 
434. 

Singulier  :  point  :  d'une  surface, 

II,  99  ;  d'une  fonction,  v.  singu- 
larité ;  intégrale  sing.,  I,  463  ; 
ligne  sing.,  II,  434. 

Sinus  :  d'une  abscisse  curviligne, 
1, 169  ;  d'un  angle,  1, 171  ;  d'un 
nombre  complexe,  II,  158  ;  dé- 
rivée du  sin.,  I,  417  ;  développ. 
en  série,  II,  238. 

Sinusoïde,  I,  523. 

Solide  :  (corps),  I,  73,  89,  sqq.  ;  de 
révolution,  II,  332  ;  nombre,  I, 
92  ;  lieu  ou  problème  sol.,  I, 
246  sqq.,  499. 

Solution  :  d'une  congruence,  I, 
30  ;  d'une  éq.  arithmétique,  I, 


31  ;  d'une  éq.,  I,  314  et  passim  ; 

système  de  sol.,1,315,317  ;  d'une 

éq.  différentielle,     v.'    intégrale^ 
Sommable,  fonction,  II,  377  sqq. 
Sommation,  d'une  série,  II,  248. 
Somme  :  de  nombres,  I,  7  ;  de 

suites  de  nombres,  I,  14  sqq  ; 

de  fractions,  I,  39  ;  de  segments, 

I,  64  ;  d'angles,  I,  65  ;  de  sur- 
faces, I,  69  ;  de  rapports,  1, 108  ; 
de  nombres  relatifs,  I,  146  ; 
d'une  progression,  v.  ce  mot  ; 
d'une  série,  1, 136, 154  ;  II,  229, 
240  sqq.,  247  ;  algébrique,  I, 
290  ;  de  nombres  imaginaires, 

II,  145  ;  de  nombres  irration- 
nels, II,  193;  (intégrale),  I,  432  ; 
II,  281  ;  géométrique,  II,  102  ; 
149;  logique,  II,  215,221. 

Sommet  :  d'un  angle,  I,  64  ;  d'un 
triangle,  I,  67  ;  d'un  polygone, 
I,  69  ;  d'un  polyèdre,  I,  91  ; 
d'un  cône,  I,  99  ;  d'un  angle  po- 
lyèdre, I,  194  ;  d'upe  conique, 
I,  248-49  ;  252. 

Sophistique,  quantité,  II,  147. 

Sous-double,  sous-triple,  nombre, 

I,  33. 

Soustraction,  1, 8,  40, 147  ;  v.  aussi 
différence  et  opération  ;  logique, 

II,  215. 

Sous-unité,  I,  75. 

Spécieuse,  v.  algèbre, 

Spensippe,  (4«  sièc.  av.  J.-C),  ne- 
veu et  disciple  de  Platon,  1,  5, 
227. 

Sphère,  I,  99,  200-01  ;  son  éq.,  II, 

9. 
Sphérique   :   géométrie,   triangle, 

polygone,  I,  200-01  ;  II,  212-13. 
Spirale,  d'Archimède,  1, 253, 255-6. 
Spire,  d'hélice,  I,  258. 
Staudt,  von  (1788-1867).  prof,  à 

l'université  d'Erlangen,  II,  113 

174. 
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Steiner  (1796-1863),  mathémati- 
cien berlinois,  il,  110,  113. 

Stéréométrie,!,  89sqq.,  192 sqq., 
passim. 

Stevin,  II,  471  ;  I,  5,  38,  52,  115, 
144,  281  ;  II,  466. 

Stifel,  II,  469  ;  I,  11,  23, 126, 144, 
160,  297. 

Stoiz,  I,  74,  II,  198. 

Substitution  :  méthode  de  I,  317, 
323g  356  sqq.  ;  (transformation) 
II,  176  sqq.  ;  identique,  II,  178. 

Suite  :  des  nombres  naturels,  I,  3, 
13  sqq.  ;  croifB^ante  ou  décrois- 
sante de  nombres,  1, 14, 17  sqq., 
46  ;  de  nombres  relatifs,  1, 153  ; 
convergente,  I,  126,  130,  135, 
sqq.,  154. 

Suppléante,  grandeur,  I,  155,  168. 

Supplément,  supplémentaire  i 
angle,  I,  66  ;  dièdre,  i,  72  ;  arc, 
1, 175. 

Surf  a-  e  :  d'une  figure  plane,  I,  67- 
69  ;  d'un  corps,  I,  73  ;  courbe, 
I,  95  sqq.  ;  latérale  d^un 
cylindre,  cône,  I,  98,  99  :  (en 
géom.  analytique),  II,  32,  92 
sqq.  ;  de  révolution,  II,  93  ; 
réglée,  II,  95  ;  cylindrique,  II, 
95  ;  conique,  li,  96. 

Symétrie  :  \dans  le  plan).  I,  190  ; 
(dans  l'espace),  I,  193,  II,  115. 

Symétrique  :  v.  symétrie  ;  trièdre, 
I,  195  ;  fonction  sym.  des  ra- 
cines d'une  équ.,  II  184. 

Synthèse,  ii  231  ;  algébrico-lo- 
gique,  li,  127-  . 

Synthétique,  géométrie,  II,  109, 
sqq. 

Système  :  décimal,  métrique,  sexa- 
gésimal V.  ces  mots  ;  d'équa- 
tions, 1,  316,  321  sqq.;  d'éq.  li- 
néaires, I,  858  sqq.,  II,  139  sqq.  ; 
du  2«  degré.  I,  364  ;  d'éq.  diffé- 
rentielles,   I,    445  ;   d'axes  de 


coordonnées,   I,   504  sqq.  ;  do 
substitution,  II,  180. 


Table  :  de  logarithmes,  1, 161  ;  tri- 
.   gonométrique,  I,  172. 
Tangent,  e  :  v. tangente  ;  plan  (à  uno 
surface),  1, 100,  II,  98  ;  cercle,  I, 
199  ;  courbe,  II,  340. 

Tangente  :  (au  cercle),  I,  79, 198  ; 
(à  une  courbe  quelconque),  I, 
518  sqq.  ;  II,  31,  67,  97,  334  ; 
problème  inverse  des  tang.,  I, 
527  sqq. 

Tangente  :  d'une  abscisse  curvi- 
ligne, 1, 169  ;  d'un  angle,  1, 171; 
dérivée  de  la  tg.,  419  ;  dévelop. 
en  série,  II,  238. 

Tannery  (Jules),  I,  viii,  503  ;  II, 
192,  229. 

Tannery  (Paul),  I,  5.  33, 181,  228, 
276, 121, 124, 125,  227  sqq.,.238, 
527  ;  II,  466. 

Tartaglia,  II,  469;  I,  122,  259, 
336  sqq.,  340-42. 

Taylor^  II,  479,  252  ;  série  de  252 
sqq.,  423  sqq. 

Terme,  s  :  d'une  somme,  1,7;  d'une 
progression,  I,  17,  25,  passim  ; 
d'une  fraction,  I,  37  ;  d'une  pro- 
portion, 111  ;  semblables,  I, 
286  ;  d'une  somme  algébrique 
ou  polynôme,  1, 287, 293  ;  d'une 
série,  1, 136  ;  général  d'une  série, 
II,  241. 

Tétraèdre,  I,  94  ;  régulier,  I,  202. 

Thaïes,  II,  461  ;  1, 183, 187  ;théor. 
de  1, 105,  203,  215. 

Théétète,  II,  462  ;  I,  76.. 

Théon  de  Smyrne  (2e8ièc.  ap.J.C), 
mathématicien  et  philosophe,  I» 
4,  23,  115. 

Théorème,  1, 181,  234  sqq. 

Thymaridas,  épanthème  de,  I,  358.. 
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TOTB,  I,  241, 

Torricelli  (lSf)S-i647),W8tthéiBati- 
cien  et  physicien,  professeur  à 
Florence,  II,  67,  33i. 

Trace,  d'un  plan,  I,  241. 

Twiiedoire,  lï,  847. 

Transformation,  I,  t^  sqq.  ;  algé- 
brique, i,  278,  295  sqq.  ;  des 
éqpoations,  1, 818  sqq.  «t  paê$im  ; 
des  équ.  dîffôrentieUes,  I,  452 
«qq.  ;  trigonométrique,  I,  878  et 
pas9(m  ;  des  coordonnées, 
T.  changement  ;  des  figures,  II, 
118,  116  sqq.,  201  sqq.  ;  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  II, 
114  ;  affine,  II,  119,  122  ;  pro- 
jective,  II,  121  ;  de  (iemona,  II, 
122  ;  du^Ie,  II«  123, 174  ;  duale 
réciproque,  II,  125. 

Transcendante,  e  :  grandeur,  I, 
82  ;  courbe,  I,  256  ;  nombre 
(défln.  générale),  I,  847  ;  fonc- 
tion, I,  372-8,  374,  411  sqq., 
421  ;  II,  224  sqq.  ;  équation.  I, 
375,  380. 

Translation,  II,  114,  118;  groupe 
des  transi.,  II,  202. 

Transversale,  1, 184,  215  ;  II,  113. 

Transverse,  arc,  I,  248>49. 

Trapèze,  I,  89. 

Travail  (mécanique),  II,  350. 

Triangle  :  arithmétique,  î,  23, 
299  ;  (figure  géométrique),I,  68, 
88, 185  sqq.  ;  égalité  des  triang., 

I,  186-88  ;  rectangle,  188  ;  îsos- 
cèle,  I,  191  ;  équilatéral,  I,  192, 
208  ;  inscrit  ou  circonscrit,  I, 
198,208  ;  sphérique,  I,  201  ;  sem- 
blables, I,  201  sqq.  ;  relations 
entre  les  éléments  d*un  tr.,  I, 
224  sqq.  ;  résohition  d'un  tr., 

II,  9  sqq.  ;  caractéristique,  I, 
521. 

Triangulaire,  nombre,  I,  21. 
Triédre,  angle,  !,  194  sqq. 


TYîgoïKynêtri^,  1,  168  sqq.,  ttt 
sqq.,  876  sqq. 

TiigoiK>inétilqu8  :  ligne  ou  gran- 
deur, v.  ligne  ;  fonction,  I,  878 
»qq.,  41Î,  417  sqq.  ;  II,  158  ; 
trigonométrique  inverse,  i,  412, 
419  sqq.  ;  H,  159,  283  ;  équ.,  I, 
380  ;  série,  II,  315. 

Trinôme,  du  2«  degré,  !,  808,  5D9 
Bqq. 

•Wple,  racine,  î,  850. 

Tronc  :  de  pyramide,  I,  95  ;  de 
cône,  1,  99. 

Troppfke,  I,  59. 

l^chirnhaus,  II,  478  ;  1, 845, 521. 

Turrière,  <Em.),  !,  xi. 

U 

Unicursale,  courbe,  II,  66. 
Uniforme,  fonction,  voir  unwofuê. 
Unité,  I,  3  sqq.  ;  simple,  I,  51  ;  de 
•  mesure,  I,  74  sqq.,  85,  91, 
Univers  {logique},  II,  216. 
Univocité,  univoque  :  opération, 
I,  8,  9,  42  ;  fonction,  I,  890  , 
422  ;  II,  395  sqq.  ;  correspon- 
dance, II,  396. 


Vacca,  II,  382. 

Valeur  :  approchée  d'une  frac- 
lion,  d'une  racine,  I,  54,  57  | 
d'un  rapport,  1, 112  ;  d'une  lon- 
gueur, !,  117  ;  absolue,  I,  145. 

Vandermonde  :  déterminant  de, 
II,  136. 

Variable  (quantité  ou  nombre),  î, 
280,  307  sqq.,  et  passim. 

Variation  :  (dans  une  éq.),  I,  853  ;  ' 
d'une  fonction,  I.  396,  525  ;  II, 
415. 

Vecteur,  II,  100  sqq.,  175  ;  libre, 
!I,  101  ;  fuyant  sur  une  droite, 
II,  107. 
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Viéte.  II,  470  ;  I,  11,  52,  82,  122, 
138,  163,  200,  232,  274,  275 
sqq.,  278,  281,  286,  328,  338 
sqq.,  500;  II,  24. 

Vitesse,  I,  397  ;  II,  344,  347. 

Voisinage  :  d'une  râleur,  I,  390. 

VoUstandigkeitsaxiom,  II,  387. 

Volterra,  I,  482. 

Volume,  I,  73  ;  de  révolution,  II, 
330. 

Wafa,  V.  Aboul, 

WaUis,  II,  474  ;  I,  57,  139  ;  II, 

209. 
Waring,  I,  35. 
Weiepstrass  11,42,  191,359,426, 

439,  456. 
Wîmann  (Johannes),  1,  272,  279, 

280. 
Wiege,  voir  Jordanus. 
Wilson  (J.),  I,  35. 


Woepcke,  1, 19,  249,  278. 

Wolf,  (1679-1754),  mathématicien 
aUemand,    I,     113,    121,    485. 

Wren  (Sif  Cairistopher)  (1632-1723), 
matiiiématicien  et  architecte  an- 
glais, II,  327. 


Xénocrate    (4«  siée.  av.    J.-C,), 
disciple  de  Platon,  I,  260. 


Young  (John  Wesley),  II,  188. 


Z 

?énon  d'Eiée  (5*  sièc.  av.  J.-C), 

1, 124  sqq. 
Zéro,  1, 12, 50  ;  division  par,  I,  48  ; 

d*une  fonction  entière,  II,  443. 
Zététiqoe,  analyse,  I,  232. 
Zeutheji,  1, 103,  233,  2â8,  241,  281, 

486^  491,  497  ;  II,  34. 
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DES  TOMES  I  ET  II 


TOME  i 


Page   27. 

32, 

60, 

111. 

126, 

128. 

128, 

150, 

157, 

164,. 

166, 

167, 

171. 

225, 

253, 

286, 

293. 

312, 


317, 
319, 


ligne  13.  —  Au  Heu  de  n,  lire  n^ 

16.  ~  Aa  lieu  de  =,  lire  c  plus  grand  que  ». 


6. 
19. 
20. 

6. 

29. 

4. 

13. 


Avant  •  remarquons  «,  ajouter  «  Or  nous  ». 

—  Au  lieu  de  •  ^ôya^  »,  lire  «  Xdyoo  »- 
Au  lieu  de  «  positif,  négatif  ».  lire  <  entier,  rationnel  ». 

—  Entre  c  plus  >  et  c  au-dessous  »,  ajouter  •  ensuite  ». 

—  Au  lieu  de  r„,  lire  >  ^    . 

—  Supprimer  «  positif  ». 

—  Au  lieu  de  a,,  lire  «  —  n. 
28.  —  Au  lieu  de  B,  lire  A. 

7.  —  An  lieu  de  —  2ic  —  a,  lire  —  2it  -f  a. 

11.  —  Au  lieu  de  «  permettrait  »,  lire  «  permettre  ». 
15.  —  Au  lieu  de  «  arc  MNO  »,  lire  «  aro  MN  ». 

8.  —  Au  lieu  de  HG,  lire  AG. 

25.  —  Au  lieu  de  «  angle  XOM  »,  lire  «  angle  YOM  ». 

25.  —  Au  lieu  de  3ar  -f  bo,  lire  Zcue  +  ^. 

28.  -*  Apiès  t  de  quantités  »,  ajouter  c  x,  y,  s,  etc.  >•. 
2&4.—  Intervertir  les   deux  membres  de  phrase  •  les  deux 
fonctions  sont  évidemment  identiques  »  et  «  et  cela 
quelles  que  soient,  etc.  ». 
2.  —  Après  «  à  une  inconnue  »,  ajouter   «  Supposons- la 
résolue  ». 

10  et  suivantes.  —  Supprimer  la  fin  du  paragraphe  li  partir 
de  «  Nous  dirons,  etc.  »  et  la  remplacer  par  ce  qui 
suit  :  c  Nous  dirons  qu'une  seconde  équation 
G  {m,  y,  jr,...)  =  0  est  équivalente  à  la  première  si 
elle  a  exactement  Us  tnémês  solutions.  Noua  ne 
sommes  d'ailleurs  pas  en  état  d'expliquer  quel  sens 
au  Juste  il  faut  ici  attribuer  au  mot  m^tn«t.  ear  Q 
faudrait  pour  cela  avoir  déjà  défini  les  meines  niuU 
tiples  et  les  racines  imaginaires  (Cf.  356  et  867;. 
[On  dira,  d'une  manière  générale,  que  deux  éqiia* 
tiens  sont  équivalentes  si  tontes  les  racines  (réelles 
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oa  imaginaires)  de  la  première  sont  également  racines 
de  la  seconde  avec  le  même  ordre  de  multiplicité»  et 
réciproquement].  Qaoi  qu'il  en  soit,  on  peut  affirmer 
que  réqulvalence  aura  lieu  chaque  fois  que  —  sans 
restreindre  ni  modifier  en  rien  la  solution  du  pro- 
blème envisagé  —,  on  en  a  le  droit  de  remplacer 
réquation  (2)  F  ==  0  par  l'équation  G  =  0  :  on  dit, 
lorsque  l'on  fait  ce  remplacement,  que  l'on  effectue 
une  transformation  de  l'équation  F  =  0.  » 
Page  815,  lignes  21  et  22.  —  Supprimer  ces  deux  lignes. 

•  821,      »    20  &  22.  —  Au  lieu  de  «  si  tout  système  de  solutions et 

réciproquement  ».  lire  «  si  les  deux  systèmes  admettent 
les  mêmes  systèmes  de  solutions,  le  mot  t  mêmes  • 
étant  id  pris  dans  le  môme  sens  (et  accompagné  des 
mêmes  restrictions)  qu'au  n^  326.  » 

•  839,      •     12.  -  Au  lieu  de  r»,  lire  r». 

»  359,  »  13.  —  Après  «  de  substitution  »,  ajouter  «  ou  la  méthode  équi- 
valante  indiquée  ci-dessous  ». 

•  865,      •     18.  —  Après  «Il  séro  >»,  ajouter  c  On  démontre  que  récipro- 

quement, si  la  relation  (11)  est  satisfaite,  la  quantité  «, 
satisfait  à  la  fois  aux  deux  équations  (8).  » 

■  367,  »  18.  •—  Au  lieu  de  «  le  polynôme  est  identiquement  nul  »,  lire 
«  dans  ce  polynôme  la  somme  des  termes  de  degré 
supérieur  à  m  est  identiquement  nulle  ». 

a     454,      •     20.  —  Au  lieu  de  «,  lire  u. 

•  458,      ■      3  et  459,  Ugne  1.  —  Au  Uen  de  508,  504.  lire  4S7,  488. 

•  462,      .     22.  -  Au  Ueu  de  (y')/"y\  lire  Ay')y'. 

»  490,  >      6.  *  Au  lieu  de  «  fig.  173  >>,  lire  «  fig.  171  ». 

»  495,  •      4.  —  Après  «rectangle  »,  intercaler  «semblable  &  un  rectangle». 

M  496,  •  24.  —  Au  lieu  de  AB,  lire  LM. 

»  511,  »  19.  —  Supprimer  «  et  »  entre  t  des  y  »  et  «  menée  ». 

•  512,  •  82.  —  Au  lieu  de  «  figure  194  »,  lire  «  figure  193  ». 

Pcusim.  —  Au  lieu  de  «  Demouiltt*»,  lire  «  Bernoulli  ». 

TOME  II 

rag,   3..  Hgn,  10.  -  Au  U««  de  ^g^j.  lire  -  ^^^^^ 

>      63,  note  2,  dernière  ligne    —  Au    lieu    de  2(Axo  +  Byo  +  G),  lire 
2(Axo  -f  Byo  -h  D). 
64,  ligne  20.  —  Supprimer  la  virgule  avant  «  dans  l'hypothèse  ». 
67,      »     13.  —  Après  «  au  point  M  »,  ajouter  in  voisin  de  0  ». 
67,      >     19.  —  Après  «  il  faut  »,  ajouter  «  ,  dans  ces  formules,  ». 
71.  dernière  ligne  du  texte.  —  Au  lieu  de  «  cUcontre  »,  lire  «  251-253  ». 
81.  —  InterverUr  les  figures  261  et  262. 
85,  figure  264.  --  Au  Ueu  de  D,  lire  A. 

101,  ligne  16.  —  Entre  «  les»  et  «  deux  projections  »,  ajouter  «  valeurs  des». 
161,      »     24.  —  Au  lieu  de  a.-,  (\  —  r.t)",  lire  «n-i  (l  —  T,i)«-i. 

17t,     »     16  de  la  note  1.  —  Au  lieuMe  ^,  lire  ^. 
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Page  tUt  Sgne  il.  —  Aa  Itea  <fc  t  a  poni  dérfré»  •.  lire  c  est  la  dérivée  de  >» 
t    241,     »      5.  —  An  Uea  de  c  dente  •,  Ore  •  premier  •. 

»    tSït,     »    26k  — -Oevai*  l«i  ertoheA»  i^nwler  a  j|  ».  Au  milieu  du  eroohet, 

devane  le  ftwleur  {»  —  ar^)  (y  —  y©)  r-»(«o«  Vo)» 

ajouter  «2  b. 
•    258,      »     12.  ~  A  nntérieur  dee  deux  premiSree  pareuthèsea  du  second 

membre  de  TégaUtd,  au  Heu  de  c  y  »,  lire  t  y^  §. 
»     274,      >     17.  —  Stipprikner  les  lettres  •  jr  —  oy  ». 
»    283,     >      3  de  la  note  I.  —  Au  Heu  de  /(ay  —  f(a),  \tn  9^)  —  G  (m% 
»      »        »f     4  et  &  de  la  note  1.  ^  RempAioer  partout  fpàr  Q. 

/è  /*d  na 

ttre    1      ^,  Hgne  22  :  au  lieu  de  1 

»     312.     »      9  de  la  note.  —  krm^  X{z\^  aievler  e". 
»     SI9.      >      24.  —  Au  lieu  dé  «  ny^menUt  eto.  »»  lire  :  «  moméntM  do 
veetenr-foree  par  rapport  wkl  axes  de  coordonnées.  » 
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FABRT  (fi).  —  Problème  d'AaalTta  MathémalIqiM.  1912^  gr,  i»^  12  fr.  »> 
aOURSAT  (S.)-  **  iieçon*  "ur  ilntéfratlon  de»  éqaati<ma  «lix  déri^^s 

MirtlaUat  du  ««oond  ordre.  2  toIoIum  artiMl  iii-a*»  i8M-9B    ...     18  fr.  »» 
TAN MXRT  (J.).  —  Introduction  à  la  lHaorla  das  fonatUms  d*ano  TsrUbia. 
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